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ROCNIK XXX. TRIDA II. ¢isLo 23.

O ftrilinedrnich systémech &ar na plo3e a pro-
jektivni aplikaci ploch.

Napsal Dr. Eduard Gech.

Pftedlozeno dne 13. dubna 1921.

1. Analytickou basi nasich uvah tvoii pét pojednani Wilczynského:
,»Projective differential geometry of curved surfaces (Trans. Amer. Math.
Soc., ro& 8-—12, 1907 —1911).1)

Bud déna nerozvinutelni plocha S, systémem diferencidlnich rovnic
v kanonickém tvaru?)

'us+2b,‘"+/y=0, (1)
3’..+2a'9’-'r‘8}’=0’
tals, e zdkladni semikovarianty?) jsou
2 = yg, o= y', ¢ = ylv' (:")
Bud ¢ dani funkce %, v. Vyraz
d=z+=zpo (3)
znameni pak pro pevni %, v bod P,,%) leZicf v te¢né roviné plochy S, v P,,
takze ptimka P, P, jest te¢nou S, v P,. M&nime-li », v, mame takto v kazdém
bod& plochy S, stanovenu uréitou tednu, &m% jest na S, definovana sou-
stava oo! (Cy) ktivek Co. Budeme hledati oskula¢nf rovinn kfivky Cs v P,.
Z rovnic (1), (2) plyne
Zy=—fy—2bo, %=0, 0s=0, pp=—gy—2a"z )
Zvitsime-li % a v o nekonedn& malé hodnoty 8 %, d v, piejde y, &8 vy 4- 2y,
400, kde
dy—v,0u+y,dv=0uz+dvd, (5)
00 =(rydu-t+r,dv)o+2z0u+t2dv45(00u-g,dv0),

1) Budu je kratce citovati M,, M, ....
) M, §8.
) M, §e.
9 M, §1.
Rozpravy: Rod. XXX. Tt. 11. {. 23, 1
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¢ili dle (4) .
0= —(dutsdv)y—2¢dv.a's+ (6)
(a0 +5,0v—20u,blp+ (xdu-43dv)e.

Bod P, , ss le#i na tetn& v P,,s ku pfisluiné kfivce soustavy (Cs). Vo-
lime-li viak o 4, ¢ v tak, aby P,., byl bod soumezny s P, na C,, bude
P, . 20 patrné bod oskulaéni roviny ktivky Cs v P,. Porovninim rovnic
(3) a (6) dostaneme, Ze v tomto pfipadé jest klasti ¢ v = ¥ & 4. Dosadime-li
do (6), obdrzime
00=—00u+sdv)y+8&du,

kde

=—222a"2+4 (ry+r5, —2b) e+ 230, (V)
a také bod P, nilezi hledané oskulaéni roving. Jsou-li x,, x,, %, %, bo-
dové soutadnice pro soutadny tetraedr P, P, P, P,'), maji body Py, Py Py,
resp. soufadnice

P’ (lDO:OJO); PO(Oaltt,O):
Py (0,—222a’, t,+ v, — 20D, 27)

a hledani rovnice oskula¢ni roviny kiivky Cy v Py jest

2¢2%, — 28,4+ (v + 25, —2b+ 22%a") 2, = 0. (®)
Poznamenejme jeité toto: Je-li v funkci # podél C,, jest
dv atv

Tu =S ga st

2. Jsou-li y®), ¢, y® 4® &tyfi linedrn& nezévisla felenf systému (1),
oznalme yM, y®, 4@, 4@ minory matice
y® y ) y
SO O A Sl P
y.(l) y.(!) y.(a) y'(")

y® jsou pak soufadnice te¢né roviny plochy S, v P,. V rovinovych sou-
tadnicich jest tedy S, definovina systémem?)

Yo —2byy + (f +20)y =0, )
Yo —2a' v+ (g +2a%)y=0.
Zskladnf kovarianty systému (9) jsou

Y 2=Yu, 0= Yo, 0 = Yiu- (10)

Stejn& jako vyraz %,y + %,z + %30 + 1, 6, kde x,...x, jsou funkce
u, v, znamen4 pro ka?dé (, v) bod, znamena vyraz §, ¥y + §;2 + &0 + .0

H) M, §1.

1) M: § 8. Rovnice f = f, g == g 1, c, (str. 259) jsou zfejm& nesprivné a
majl zniti f == f 4+ 2by, § = g + 2a’«, Naproti tomu jest & = A, A = &, jsou-li
k, A, invarianty (M,, str. 250, rovn. (30)).
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»

pro katdé (x, v) rovinu, specielng jsou y, 2, @, 6 roviny soufadné tohoto
nového lokilnfho systému soutadnic. Jaki je souvislost mezi soufad-
nicemi % a soufadnicemi & ? Snadno se zjisti, Ze¢ minory matice

O yB ey

PO R C O S U

oD o®  o® oW (11)
gl 6® e® 6

tvofi matici (adjungovanou)

o) — 4a'by) @ —4a'by® 6® —1a'byd oW —4a byw
— oW —o® — oW — oW (12)
— 2 — 2® — z® — 2 - U=
0 @ ®) y®
Z toho v3ak nasleduje bezprostfedng, Ze plati, jsou-li §,, §,, &;, &, rovinové
soutfadnice piislu¥né k bodovym x;, t. j. takové, Ze T x§; =0 je pod-
minka incidence,

fi=—1ad' b & b=—b b=—8& s = (13)

Geometricky muZeme tuto souvislost takto vyjadiiti: Polarnf rovinou
bodu x, ¥ 4+ %, 2 + %, ¢ + %, ¢ vzhledem ke kvadrice

X Xy — Xy %3 +2a" bx2

t. j. vzhledem k Licové kvadrice bodu P,!) jest rovina , y + %,z + 2, ¢ +
+ x, 6. Tato poznimka mizZe byti leckdy uZitetna.

3. Na zikladé piedchoziho shledavime, Ze rovina spojujici P, P,
s tim bodem na P, P,, ktery spolu s bodem P, dé&li P, P, harmonicky,
je dana vyrazem

O=1ys + % (14)

Bud I, rozvinutelnd plocha, opsani ploe S, podél Cy. Pak ob-
drzime rovnici bodu vratu na té vytvoiujici piimce Iy, jeZ jde bodem P,,
jednoduse tim, Ze v (8) misto x,, %,, %5, %,, @’, b piSeme §,, &,, &, €, — @',
— b. Zavedeme-li jesté § substituci (13), bude rovnice tohoto bodu

—2ef +2ch+ [ trr, +2b—20%a] =0. (13)
Klademe-li nyni misto & jiné libovolné funkce #, v: ¢, ¢", obdrZime

daldi dvé soustavy oot ktivek, (Cs), (Cs»). Definujme nyni: Soustavy
(Co), (Co), (Co~) tvoti trilinedrnt systém, kdy% 1. 2adné dvé z nich nejsou
identické, 2. 2idna z nich nesklada se z ktivek asymptotickych,?) 3. v kaZdém
bodé plochy oskulalni roviny kiivek Co, Co, Co+ ftm fdoucich prochdzesi
touk pi{mkou; 4. body vratu rozvinutelnych ploch Iy, Iy, Iy. dotykajicich

) M, § 2, rovn, (11). Wilczynski nazyvd Licovu kvadriku osculating
hyperboloid,
%) Vyloudené ptipady jsou trividlnf,
i*
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¢

se Sy podél Co, Co, Con leZi na téte p¥imce. Rovnice (8), (15) podavaji ihned
podminky pro trilinedrni systém

|¢% 5, b —123a’ | =0, .
[¢t =, t+57 | =0, (15)
kde levé strany jsou determinanty, v nichZ pouze prvy tadek jest vypsan.
K nim pfistupuje nerovnost z ¢’z |¢2,¢,1 ' 0, kterd dovoluje prvou
z téchto podminek nahraditi jednodu$¥f podminkou
te'e’a —b=0, (16)
Pro @’ = b =0 jest S, kvadrika!) a rovnice (1) je splnéna identicky.
Tento ptipad vylou¢ime. Proa’ = 0, b + 0 (i pro @’ # 0, b = 0) je plocha S»
zborcena?) a trilinedrni systémy neexistuji. MuZeme tedy predpokladati
a’b £+ 0. Rovnice (16) pak pravi: Trojice tefen ke kiivkam trilinearniho
systému v kaidém bodé& plochy nilezi (kubické) dvojmocné involuci tefen
apolarnich s tetnami, konjugovanymi s tenami Darboux-Segreovymi.?)
Nebot pro Darboux-Segreovy te¢ny jest?)

s3a’ 4+ b=0. (17)
Dle podminky (1€) jsou ¢, ¢/, 3" kofeny kubické rovnice

b
3 - rr’-l—s:—-a,- =0, (18)

Pro r, s obdr7ime pak snadnym vypottem podminku

2t(3rt —s)r, —3t(3E+75s) (re 1+ 5 _ b
+2tBs+ ) (su+t) +(3245rs —6rt)t,=0 (t—— a')' (19)

4. Podminka (16) jest patrn& spln&na, jsou-li (Cs), (Ce), (Co~) tii
soustavy &ar konjugovanych s &arami Darboux-Segreovymi, nebot pak jest

t=P v =0P, 1 =0oP, P=\’/:,-, ot +o+1=0.

Podminka (15) jest v tomto ptipadé

1,1, P,+ PP,
|t 5 tut3% | =P o, o, oP,+o*PP, =0
o o 0P, +0oPP,

a je tudiZ také splnéna; mime tedy vysledek: Na kaidé nepitmkové plose

1) M,, str. 260.
%) Tato podminka jest tedy, jak ukazuje snadnid Gvaha, pouhy Lkorolir

véty, kterou jsem odvodil v pojednanf ,,O kfivkovém a ploiném elementu tfetiho
tadu projektivniho prostoru‘ ,,Casopis‘, ro¢. 50, str. 219 8 n., v &astil I, odst. 7,
vztahujeme-li ji na transformaci 2_g, Viz té2 odst. 2, tamté2; tam zmin&na invo-
luce I,® jest konjugovani s na3f involuci (16).

) M, §1, o« M,, § 6, rovn, (99). Wilczynski uzivd Darbouxova nizvu
tangentes & osculation quadrique.
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tvotf Edry komjugované s larami Darboux-Segreovyms trilinedrni sysiém.
Rovnice tH oskulaénich rovin jsou v tomto pifpadé dle (9)
2.P’x’—2Px'+(P.+PP.)x‘=O,
2a083P'x, —2wP %+ (0 Py + w*PP,) x, =0,
20P’x’-—2wsz3+(m’P.+0PP.)x‘=0.
Prochézeji tedy vskutku tou% ptimkou !, jejiZ rovnice jsou
6a’'bx, 4 (a'b, —a',b)x, 68" bxy— (0’ bu — a's b) x, = 0. (20)
Stejn& nalezneme z (15) pro ptimku /', na ni% le#i tii body vratu,
6a’bf; —(a'b, —a's b))t =0, 6a"b¢,+ (0’ bu —a'ud)§;, =0. {21)

Piimky I, I’ jsou oviem reciproké poliry vzhledem k Licové kvadrice.
PoloZme si otazku: Pro jaké plochy splynou nase primky 1, V' s Wilczynského
#idicimi primkami d, d’, t. j. s fdicimi pfimkami lineirni kongruence
spole¢né oskuladnim lineirnim komplexim obou asymptotickych ¢&ar
v kaZdém bodé¢ P, ? Obdriime podminky?)

2a' by +a'yb=2a'yb-4a b, =0,

¢ili
a ’ a »
P =g et =0 (22)

Aviak z toho plyne,?) e 1ze substituci 4 = @ (%), v = g (v) docilitia’ =b=1.
Diferenci4lni rovnice Darboux-Segreovych &ar jest potom du* -+ dvd =0.
Zddand vlastnost jest tedy charakteristickd pro plochy, vysetfované Wilczyn-
skim 3) ptipouttéjici grupu projektivnich transformaci o dvou parametrech.

b. Z rovnic (15), (16) miZeme bez jakéhokoli poltu vytisti vétu:
Nutnd a postalujicf podminka, aby v Rorespondencs mezi dvéma (nepsim-
kovymi) plochami S,, S, kaZdému trilinedrnimu systému na jedné piisiulel
trilimedrnt systém na druhé, jest, aby si v této Rorespondenci odpovidaly
¢dry Darboux-Segreovy (vSech t# soustav). Nebot ptedevsim musf involuci (16)
odpovidati analogickd involuce tefen S, a tedy fefeni podminka jest
nutna. Ze viak také stadf, vysvita z fakta, Ze rovnice (15) neobsahuje ko-
eficientts diferencidlniho systému (1). Také plati: Jsou-li S,, S, tak na sebe
zobrazeny, Ze si odpovidaji ktivky asymptotické (obou soustav) a jednomu
trilineAirnimu systému odpovida stejny, pak katdému trilinearnimu systému
odpovida trilinedrnf systém. Jsou-li viibec dvé& plochy S,, S, na sebe zobra-
zeny tak, Ze si odpovidaji oboje &iry asymptotické a je-li S, dana sy-
stémem (1), jest S, dina systémem téhoZ tvaru

ﬂn+2¢’ﬂu+"l=01 -

1) Porovninim na$i rovnice (18) 8 rovnicemi (708) v M,, str, 95,

) M,, str. 250, rovn, (51) a (52).

3) Wilczynski, On a certain set of self-projective surfaces, Trans. Amer.
M. S, vol. 14, str. 421 —443.

XXIIL



pH tom si odpovidaji body pifslu¥né tymZ hodnotim (¥, v). NaSe pod-
minka jest vyjddfena rovnici

b
T=-f_" (24)

Ptejme se nyni: Jaké jsou podminky pro takové zobrazeni dvou merozvi-
nutelnych ploch Sy, S, aby si odpovidaly oboje édry asymplotické a aby
v katdém pdru odpovidajicich si bodi tvotily oskulaénf roviny odpovida-
jictch si kfivek dva kolinedrnf trsy? UkaZe se, %e tyto podminky majf za
dusledek vlastnost dudlni a tedy i podminku (24), t. j. korespondenci &ar
Darboux-Segreovych. Z rovnice (8) nalezneme, jsou-li (0, §,, &, £,) sou-
tadnice roviny trsu P, vztaZené na tctraedr Py P,P,P, a (0, ¥, §'s, §'0)
analogické soutadnice pifsluiné roviny trsu P,,

Af, =+ Af,=r
AE3=_";. ;-'E'a=—f,
Af,=s—2b+2¢4a, AP, = —=28+27%,

a tedy po vyloudeni 7, ¢

pés=E86
[ 5'3 = 82 e:;’: (2'
pEe=8686L—2B—-0& —2 (@ —a)ét
Obecné, t. j. je-li pouze ta podminka splnéna, Ze si odpovidaji asympto-
tické &iry obou soustav, jest (23) kubickd Cremonova transformace; re-
dukuje se na kvadratickou, je-li jedna z veli¢in '’ — a’, 8 — b rovna nule,
speciclng jsou-li ob& plochy zborcené a vytvorujici pfimky si odpovidaji;
a kone&n& na kolineaci, je-li
o =a', f=0. (26)
Rovnice (26) maji vskutku za dusledek rovnici (24). Jest viak velmi snadno,
poznati, Ze v piipadé, kdy rovnice (26) jsou splnény, jest korespondence
mezi Sy a S, projektivni aplikace definovana Fubinim, t. j., jsou-li Py, P,
odpovidajicf si body, %¢ moino S, nahraditi kolinearni plochou S’, taXk,
Ze prisluiné si ¢ary ploch S,, S’, v Py maji styk druhého fadu.!) Vidime,
Ze 1 na zdkladé Wilczynského teorie muteme zcela dobfe studovati projek-
tivnt aplikaci. Zejména: Ty z invariantts Wilczynskeho teorie, které zdvisejé pouze
na a’, b a jejich derivacich (ne na f, g), neméni se p#i projektioni aplikaci.
Pripomeiime jesté, Ze nejen projektivnf aplikace, ale i obecn&jsi
transformace, hovici pouze podmince (24), neni moini mezi libovolné
pfedepsanym parem ploch.

<t

)

1) Stadf provésti takovou kolineaci, jez vede k tetraedru Py Py Py P, od
analogického tetraedru plochy Sn’ jak plyne z rovnic v M,, str. 100, nasledujicich
po rovnici (83) pro ¢’ b = 0 a z rovnic (13) v M,, str. 296, pro plochy zborcené.
Pojednini, v n¢ém2 Fubini zavedl projektivaf aplikaci, jest Applicabilita proiettiva
di due superficie (Palermo Rendiconti, sv. 41, 1914).
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