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P R O P R I É T É S P R O J E C T I V E S D U C O N T A C T . 
II. 

•Ce Mémoire est divisé en deux chapitres. Dans le premier, je 
reviens encore sur la question déjà étudiée1 de Tordre du contact des 
projections de deux courbes ayant un contact d'ordre donné, le centre de 
projection étant le même pour les deux courbes. Seulement, il s'agit 
maintenant du contact analytique au sens de M. Fubini. 

Dans le second chapitre, j'étudie Tordre du contact des projections 
1 2 

d'une courbe G de deux centres difiérents Z, Z. 
Dans le cas très particulier où l'espace ambiant a trois dimensions 

et que Ton projette dans le plan osculateur à la courbe C, j'avais donné 
1 2 

la solution déjà en 19212 : si la droite ( Z Z ) rencontre la tangente à (7, 
1 2 

l'ordre du contact est égal à trois \ à quatre si la droite (Z Z) passe par 
le point étudié de C. Dans l'espace à plus dimensions, le résultat est 

1 2 
(v. § 4) à peu près le même si les centres de projection Z\, Z sont des 
points. Le résultat général se trouve au § 3. Le problème dépend essen-

1 2 
tiellement d'une homographie H qui ne dépend que des espaces Z, Z et 
de l'espace S dans lequel on projette la courbe G. Cette homographie 

1 2 
est étudiée au § 2. Au § 5, je traite le cas particulier où Z, Z sont des 
droites ; au § 6, d'autres cas particuliers. 

CHAPITRE I. 

Sur l'ordre du contaet analytique des projeetions de deux courbes 
ayant un contact analytique d'ordre donné. 

§ 1. Définition du contact analytique. 

Soit (u l y .. .un) un système de coordonnées curvilignes dans un 
espace En à n dimensions. Considérons deux courbes3 Gly C2 de l'espace 
En rapportées au même paramètre v. 

®°*ent Ut = <Pi (v) ; ut = tpi (v) (1 i ^ n) 

1 Propriétés projectives du contact. I. Ces Publications, année 1928, N° 91. Je 
citerai ce Mémoire par l'abréviation C I. 

2 K diferenciální geometrii prostorových křivek. Rozpravy české akademie, 
t. 30,1921, N° 15. Y. aussi mon livre Projektivní diferenciální geometrie, 1926, p. 153— 
155; c'est la méthode là employée dont je me sers au Mémoire présent. 

3 J'emploie ici le mot courbe dans le même sens comme C I, § 1. 
1* 
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les équations de Ci et C2 • Le paramètre v définit une correspondance T 
entre G± et C2. D'après M. Fubini1, je dirai que G± et C2 ont pour 
v = v un contact analytique d'ordre s — 1 (s 1) par rapport à la corre-
spondance T si 

L dvv ]v=°v L dv" J „ = § 

Dans ce qui suit, les deux courbes G1 et C^ seront toujours rap-
portées à un paramètre v donné, et je supprimerai par suite les mots 
»par rapport à la correspondance T«. Parfois je dirai aussi que s — 1 
est Vordre analytique du contact entre Gx et C2. 

Evidemment, la notion du contact analytique est invariante par rap-
port aux changements réguliers2 des coordonnées curvilignes . . ,un) 
ainsi que par rapport aux changements du paramètre v obtenus en posant 

dF 
v = F (w) avec 0 ; naturellement on doit changer le paramètre 
simultanément et de la même manière pour les deux courbes. 

La notion ordinaire de contact se ramène immédiatement à celle, 
plus simple au fond, du contact analytique: les courbes C1 et G2 ont 
pour v = v un contact d'ordre s — 1 si elles y ont un contact analytique 
de cet ordre par rapport à une correspondance T convenablement définie, 
et dans ce cas seulement. 

§ 2. Cas des coordonnées homogènes. 

Rapportons maintenant l'espace En à un système de n -f-1 coordon-
nées homogènes xW..., x^n\ Les équations des courbes G1 et C2 

soient 
= cpi (v), a?W = ipi(v). (P^i^ n) 

Je supposerai que le point v = v soit simple2 pour les deux courbes. 
Nous savons3 que cela signifie qu'un au moins des déterminants 

( 0 ^ i < j ^ cpjiv), tpj(v) 
est différent de zéro. 

Evidemment, condition nécessaire et suffisante pour que le contact 
soit analytique d'ordre s — 1 pour v = v est que l'on puisse trouver 
une fonction4 ç (v) telle que 

1 Pour la première fois au Mémoire: Applicabilité proiettiva di due superficie, 
Rendiconti del. Cire. Mat. di Palermo, t. 41, 1916. 

2 Y. C I, § 1. 
3 Y. C I, § 3. 
4 Le mot „fonction" a toujours les sens précisé en C I, § 1. 
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(0 —1) 
On peut alors remplacer <pt par Q(pi ; ensuite on a 

(piv = ipiv, ( 0 O ^ r ^ s — 1) (1) 

où j 'ai posé, pour abréger, 

0 = 0 , 1 , 2 . . . ; O ^ t ^ w ) 

.Les conditions (1) étant vérifiées, les courbes C± et C2 ont pour 
v = v un contact analytique d'ordre s + o — 1 ( l ^ f f ^ s ) lorsque et 
seulement lorsque on peut trouver des nombres 6V (0 v <[ a — 1) telsque 

t / g • 

ipi,s+t— q>i,9+t= l Ui-vSPiv (2) 
V = 0 \

 v J 
( O ^ i ^ w ; 0£t<^c — 1) 

On obtient la démonstration en posant F(v) = v dans la démon-
stration donnée en CI, § 3. Plus généralement, on voit que les équations 

t ( s _L 
Vi.s + t— <fi,s + t = ^ l («l-V^V + l + ^-vSPiv) ( 3 ) 

v=o V v ) 
(0 £ i < L n ] — 

avec 
av = 0 pour — 1 (3') 

soit les conditions nécessaires et suffisantes pour que, les équations (1) 
étant vérifiées, les courbes Ct et C2 aient pour v = v un contact qui 
soit simultanément d'ordre s + a— et d'ordre analytique 
8 + 0'— 1 (1 ^O'^O). 

§ 3. Sur le contact analytique des projections de deux courbes. 

Dorénavant, supposons que l'espace ambiant En soit un espace 
projectif à n dimensions rapporté à un système de n -j- 1 coordonnées 
homogènes linéaires. Comme en C I, § 4, je désignerai simplement par 
x (v), y ('v) l'ensemble des n + 1 coordonnées homogènes du point mobile 
de Cly C2 et je poserai, pour abréger, 

L d®v J , = 8 - ® > " L àvv 
(r = 0 , 1 , 2 . . . ) 
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Je supposerai: 1° que le point v = v soit simple pour G1 et G2, 
c'est-à-dire que1 , . , ^ , N , _ 

(®o®i)=t=0, (yQyi) 4=0; 

2° que CL et C2 aient pour v = v un contact analytique d'ordre précisément 
s — 1 (s > 1) ; cela veut dire qu'il y un contact analytique d'ordre 5 — 1, 
mais non d'ordre s. D'après la condition 2°, je puis supposer que 

= ( 0 < > < s —1) (4) 
et j'aurai l'inégalité 

(:y3 — ccs, (5) 

car autrement les conditions (2) (avec g* = 1) donneraient que les deux 
courbes ont pour v = v un contact analytique d'ordre 5. 

Ceci étant, soit 0 un espace linéaire à m Q>n — 3) dimensions ne 
contenant pas le point # 0 ( = 2 / 0 ) ; soit un espace linéaire à n—m — 1 
(^>2) dimensions sans point commun avec 0. Je désignerai par C*ly C*2 

les projections des courbes 0 1 } G d a n s l'espace ¿2, le centre de projection 
étant en 0. Pour que la projection du point x0 soit un point simple pour 

et 0*2, je supposerai de plus que l'espace 0 n'ait aucun point 
commun avec les droites (PoPi) (coïncidantes pour s ¡>2). 

Je vais étudier les conditions pour que les courbes C*l7 C*2 aient 
pour v = v un contact analytique d'ordre s-j-0"— 1 ( l^ t f . f^s ) . Ces condi-
tions, sous forme analytique, se trouvent déjà implicitement en CI, § 4 ; 
d'après le paragraphe précédent, il suffit d'y poser av = 0. Donc condi-
tion nécèssaire et suffisante pour le contact demandé est que l'on puisse 
trouver des nombres by(0<^r<^a — 1) tels que le centre de projection 0 
contienne les points 

y3+t — Xs+t— T (6) 
v—o\ v ) 

(O^t^a — 1) 

Il est facile d'interpréter cette condition. A cet effet, considérons 
la surface réglée B engendrée par les droites qui joignent les couples 
x(v), y(v) des points correspondants des deux courbes Gu C2. 

Les génératrices de B peuvent s'écrire 

[x(v), 0(v)], 
où 

Cela suppose v^v, la génératrice de R correspondant à v = v est 
naturellement indéterminée, car x0 = yQ] mais en posant 

1 Pour la notation, y. CI, § 4. 
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on voit sans peine que les n -1- 1 coordonnées homogènes du point 8 {v) 
possèdent les dérivées de tous les ordres aussi pour v = v. Il est donc 
naturel de regarder la droite (x0, 0 (v)) comme la génératrice de R cor-
respondant à v = v. D'après (7) et (7'), les points (6) deviennent, comme 
on voit sans difficulté, 

cp (y) désignant une fonction telle que 

(&)„ ,= TTR^' ( P à ^ . - D 
donc complètement arbitraire, les nombres 6V étant à notre disposition. 
On en déduit sans peine: Les courbes projetées G* et C2* on pour v — v un 
contact analytique d'ordre 5 + 0" — 1 (1 o <; s) si et seulement si le 
centre de projection 0 contient un espace 0' construit de la manière 
suivante: On fera correspondre, point par point, à la courbe Ci une 
autre courbe G' ne contenant pas le point x0 et telle que, pour chaque 
valeur du paramètre v, le point correspondant de la courbe Cr soit situe 
sur la droite qui joint les deux points correspondants de G1 et C2; 
l'espace Or est alors Vespace osculateur d'ordre G—l1 à la courbe C' 
pour v = v. 

Il serait facile de déduire de ce théorème de nouveau le théorème 
donné en C I, § 9 ; mais je n'y insisterai plus. 

CHAPITEE II. 

Sur l'ordre du contact des projections d'une courbe de deux centres 
différents. 

§ i. Énoncé du problème. Notations. 

Considérons une courbe G immergée dans un espace projectif 
En à n Ç> 3) dimensions. Soient x (v) les n -j- 1 coordonnées homogènes 
du point mobile de G exprimées en fonction d'un paramètre v. Le point 

v = v soit simple pour la courbe G, c'est-à-dire soit ^F 0 
pour v = v. 

Dans ce qui suit, le symbole Em (— 1 <^m<^n) signifiera chaque 
espace (linéaire) à m dimensions immergé dans l'espace ambiant En\ 
E—x est donc l'espace vide, E0 est le symbole pour les points de En. 

Soit 0 m ^ n — 3. Soit S un En.donné ; cet espace soit 
donné comme intersection de m -j- 1 hyperplans linéairement indépen-

1 2 
dants £0, . . . , Soit Zy Z deux différents Em fixes sans point 

1 Dans le sens précisé en C I, § 9. 



commun avec l'espace Z (¿ = 1,2) soit donné moyennant m 1 
i i i 

points linéairement indépendants #0, #v . .., sm. Soit Z§ l'intersection des 
1 2 deux espaces Zy Z\ soit Z le plus petit espace linéaire contenant à la 

1 2 
fois Z et Z. L'espace ZQ est un Eq avec — 1 — 1; l'espace Z 
est un E2m-q> 

1 2 
Sans restreindre la généralité, on peut supposer: 1° zh = zh pour 

m — 2 ° 

oc i C£ l J 0 P 0 U r h d p j , 
& bk == & bk | -j 7  J ; l 1 pour w 

j M) 

le symbole S indiquant une sommation relative aux n -j- 1 coordonnées 
homogènes. L'espace ZQ est alors évidemment déterminé par les points, 

1 1 2 2 
— qy • • • y 8m &m— qy • • • , i 

l'espace Z est déterminé p. ex. par les points 
1 1 2 2 
0Q, . . ., 8mj . . ., g—1» 

Désignons encore par 2J0 l'intersection des deux espaces 3, Z et 
par 2 le plus petit espace linéaire contenant à la fois S et Z0. Des 
relations (1) on déduit sans difficulté: 1° l'espace U0 est déterminé par 
les points 

8q, #1, . • • , 8m— q— 1 y 

où j'ai posé, pour abréger, 

0h = lh — l h . ( O ^ f t ^ m — j — 1) (2) 

c'est donc un Em—q—1i 2° l'espace 2 est l'intersection des hyperplans 

• • • q— lî 
c'est donc un 

Ceci étant projetons la courbe G deux fois dans l'espace S, le 
1 2 premier centre de projection étant Z, le second Z. Supposons que les 1 2 

espaces Z, Z soient sans point commun avec la tangente à la courbe G 
au point v = vf pour que v = v soit un point simple pour les projections. 
Selon les relations (1), les courbes projetées Cl7 C2 sont engendrées 

1 2 
respectivement par les points X (v), X (y), où 

i m i 
X(v) = x(v)-2. 8lkx(v).0k. (¿ = 1,2) 

Tc — o 
2 1 

En posant X (y) — X (y) = X (y), on a évidemment 
m—q — 1 

X(t>) = «(»)— 2 S f» »(») .*» . 



J'indiquerai par l'indice v (V = 0,1, 2 , . . . ) l'opération (-j^-) o de 
• ̂  V av ) v = v maniéré que 

Xv = * v - 27 SÇkx,.0k, (i= 1 ,2 ; ^ = 0 , 1 , 2 . . . ) (3) 
7c = o 

m—q— 1 
X v = 2 (» = 0 , 1 , 2 . . . ) (4) 

fl = 0 
Je supposerai que la courbe G ait pour v = v un contact d'ordre 

précisément s — 1 ( s l > l ) avec l'espace 27; cet espace contiendra donc 
les points — 1) mais non le point xa\ l'espace 27 étant 
l'intersection des hyperplans . . . , ^-g—x on aura d'après (4) 

Z v = 0 pour 0<^v<^s— 1 ; X s ^ O . (5) 
1 2 

D'après (5) on a l v . - l v pour (0 <Lv<is — 1) de manière que les courbes 
projetées Gu C2 ont toujours pour v = v un contact analytique1 d'ordre 
s — 1. Nous allons étudier les conditions pour que les courbes Cif C2 

aient pour v=v un contact d'ordre s -j- a — 1 (^¡>1), en posant la con-
dition restrictive a s. D'après CI § 3 condition nécessaire et suffisante 
pour le contact demandé est que 1' on puisse déterminer des nombres 
6V (0 < v G — 1) tels que 

= s f5 +x) iv+1 + &x-v ¿v) ; (6) 
v = 0 V v J 

de plus nous savons (Chap. I, § 2) que ce contact est d'ordre analytique 
s + G' — 1 (1 GT <2 G) dans le cas où 

ay = 0 pour 0£r<iGr—l (7) 

et dans ce cas seulement. 

§ 2. L'homographie fondamentale. 

J'appellerai homographie fondamentale l'homographie H portant le 
point arbitraire y. dans la position 

m—q—1 
Y = E y = 2 S&y.e» (8) 

Cette homographie est évidemment dégénérée, car si le point y appar-
tient à l'espace 27, on a 3 ^ = 0 ; réciproquement, l'équation Y"=0 entraîne 
que le point y appartient à 27 car les points (0 <^h<^m — q — 1) sont 
linéairement indépendants. Il en résulte que, lorsque le point y décrit tout 

1 Par rapport à la correspondance T définie par le paramètre v, ce qui sera 
toujours sous entendu. Les points de Cu C2 se correspondant dans T sont évidemment 
les deux projections du même point de la courbe C. 
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l'espace ambiant En, le lieu du point Y est un (car 27 est un 
Ën-m+q)] d'ailleurs, les équations (8) montrent immédiatement que cet 
Em q̂—x est l'espace 270 déterminé par les points #ly . . . 

1 2 

Les espaces 3, Zy Z étant donnés (ce qui détermine aussi l'espace 27), 
l'homographie H est bien déterminée. Pour la construire, on peut procéder 
de la manière suivante. Choisissons le point y arbitrairement, mais en 
dehors de 27 (car autrement Y= 0). Projetons le point y du centre 3 

1 2 
respectivement dans les deux espaces Z, Z\ les projections yv y2 sont 

1 2 
bien déterminées (car 3 est un i?̂ —™—! ne contenant pas y et Z, Z 
sont deux Em sans point commun avec 3) et distinctes (autrement comme 
on voit sans peine, le point y appartiendrait à l'espace 27); la droite 
qui joint y1 et y2 rencontre l'espace 3 (car les points yl7 y2 appartient 
à YEn_m déterminé par l'espace 3 et par le point y et S est un hyperplan 
de cet E n ^ m ) au point cherché Hy. En effet, on peut poser 

m i 
yt = 27 lik zk, (•i = 1, 2) 

7e={) 
l.ik étant des constantes telles que le point yt — y soit situé dans l'espace 
3 — (Çq, . 

Ceci donne, selon les équations (1), 

K-k = hic = sçk 2/; (0 <; Te £ m) 

l'intersection de la droite (y1} y2) avec l'espace 3 est évidemment 
m 2 1 m—q—1 

y2 — yi = Z S Çk y . (0k —zk) = 27 S §A y . gh = H y, 
k-0 7t=û 

c. q. f. d. 
Si 1 'on a donné la position des espaces S? ZQ7 Z (ce qui détermine 

aussi les espaces 27 et 270) et l'homographie H (telle que H y = 0 si et 
seulement si y appartient à 27, et telle que Hy appartient à 270 pour 
chaque position de y)} on peut encore préscrire arbitrairement la position 

i 
de Z (sauf les conditions évidentes de contenir iT0, d'être contenu dans Z 

2 
et de ne pas rencontrer 3) ; la position de Vespace Z dépend alors encore 

i 
d'un paramètre arbitraire. En effet, on doit choisir les points zk (0 Te <Ç m) 

i 
déterminant l'espace Z de manière que les q -f- 1 derniers d'entre eux 

i 
appartiennent à Z0 ; sauf cette condition, les points zk (0<Ç7c<m) peuvent 
être choisis arbitrairement. Les hyperplans ( 0 ^ . h ^ m ) dont l'inter-
section forme l'espace 3 donné sont alors déterminés sans ambiguité par 
les relations (1). Quant aux points #h ( 0 < ^ h < i m — q — 1), l'homographie 
H ne les détermine qu'à un facteur commun près, parce qu'en rempla-
çant 0h par X zh le point H y acquiert seulement le facteur inessentiel L 
Donc 
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2 1 2 1 
#h = #h + ^ 2hy 0j = 2j> 

(0 <im — q — 1, m — ^ m) 
2 

ce qui détermine l'espace Z sauf la constante arbitraire 
2 

Géométriquement, l'espace Z est caractérisé comme le lecteur véri-
1 m 1 

fiera sans peine, par les propriétés suivantes : Soit s = 2 c^Zk un point 
fc=o 

î î 
arbitraire de l'espace Z\ selon (1) et (8), le point qui correspond à z 

m—q—l 2 
dans l'homographie H est z = 2 ch zh ; l'espace Z rencontre toutes les 

h= o 
î i i 

droites {z z) que l'on obtient lorsque le point z décrit l'espace Z\ en 
2 

outre, l'espace Z passe par l'espace Z0. 
Afin de pouvoir (au § 3) expliquer d'une manière plus intuitive 

la solution géométrique du problème qui nous occupe, introduisons un 
espace auxiliaire A à m — q — 1 dimensions soumis à la seule condition 
de ne pas rencontrer l'espace 2. Pour plus de clarté, choisissons le système 
de référence de manière que 2 soit le lieu des points dont les m — q 
premières coordonnées homogènes sont nulles ; alors on peut prendre pour 
A l'espace des points dont les n — m + q + 1 dernières coordonnées sont 
nulles, y étant un point arbitraire de l'espace ambiant En, désignons par 
\y} sa projection dans l'espace A, le centre de projection étant 2. Evi-
demment, les m — q premières coordonnées homogènes du point {?/} 
coïncident avec celles de y, tandis que les autres coordonnées de {i/} sont 
nulles. On voit sans peine que l'homographie H transforme l'espace A 
biunivoquement dans la position 20, et que l'on a 

By = E{y) (9) 
pour chaque position de y dans l'espace ambiant ({Î/} = 0 chaque fois 
que le point y appartient à l'espace 2). 

§ 3. Théorème général. 

Des équations (4) et (8) il s'ensuit 

Xv = Hxv. (f = 0 , 1 , 2 . . . ) (10) 

On en voit déjà l'importance de l'homographie fondamentale pour le 
problème qui nous occupe. On en pourrait déduire sans peine que, si 

i 
l'on a donné la courbe G et les espace Z, S, 2, la solution du problème 
dépend uniquement de l'homographie H. Mais il est inutile d'y insister, 
car cela est une conséquence immédiate du théorème plus complet que 
je donnerai dans ce paragraphe. 

Commençons par projeter la courbe G du centre 2 dans l'espace 
A introduit à la fin du paragraphe précédent ; désignons par G* la courbe 
projetée. Pour le point de G* correspondant au point x(v) de la 
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courbe G est {x(y)}\ or les points xv (0 — 1) étant contenus dans 
l'espace 2, toutes les coordonnées du point {#(#)} s'annullent pour v = v, 
ainsi que leurs dérivées de tous les ordres ^ s — 1 (mais non celles 
d'ordre s). On peut éviter toute difficulté en multipliant toutes les coor-
données homogènes du point {y v) par le facteur commun 
(y — -y) -5. Posons donc 

* . {x (t;)} o 
x* (y) = 1 v H pour v 4= v, 

(y — vy 
{xA 

La courbe C* est engendrée par le point x* (y), en convenant de regarder 
le point x*Q comme la projection du point Xq — x (v*). Les coordonnées 
de x* (y) sont infiniment dérivables aussi pour v = v ; on trouve sans peine 

= 0 = 0, 1 , 2 . . . ) (11) 
S • 

(dvx* \ 

Introduisons maintenant au lieu des nombres av, (0 v a — 1) 
des nouveaux nombres av , /?v (0 v G — 1) moyennant les équations 

D'après (9), (10), (11), (12), les équations (6) exprimant le contact d'ordre 
s -J- G — 1 (1 <LG<^S) des courbes Gx et C2 pour v = v deviennent 

( a x _ v X v + 1 + / ? x - v i v ) , (13) 

( O ^ l ^ G — 1) 
et les conditions (7) pour que l'ordre analytique de ce contact soit 
s + G' — 1 (1 <; G' < G ) deviennent 

«v = 0 pour 0£v<^g'<:1. (14) 

Pour interpréter géométriquement ces équations, désignons par (p (y), 
ip(v) des fonctions telles que 

( & ) - = * < 

et posons i 
î 

en faisant varier v, le point y (y) décrit une courbe F en correspondance 
biunivoque avec (7; c'est évidemment une courbe arbitraire tracée sur 
la développable engendrée par les tangentes à la courbe C. Les équa-
tions (13) prennent la forme simple 
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elles expriment que la courbe HC* transformée de C* a pour v = v un 
contact analytique d'ordre a — 1 avec une courbe r convenablement choisie 
sur la développable engendrée par les tangentes à la courbe G. Quant aux 
conditions (14), elles deviennent 

© „ , = 0 ; ( O ^ ^ ' - D 

elles expriment que la courbe T a pour v = v un contact analytique 
d'ordre oF — 1 avec la courbe G. E n particulier, pour ar = a, c'est-à-dire 
si l'on demande un contact analytique d'ordre s-\-o — 1 entre Gx et C2, 
on peut prendre T = 0 . 

Remarquons encore que l'interprétation donnée aux équations (13) 
et (14) montre qu'on peut y remplacer x* (y) par ç (y) . x* (y), q (y) étant 
une fonction telle que mais d'ailleurs arbitraire. 

§ 4. Le cas m = 0. 
1 2 

Dans ce cas les centres de projection Z et Z sont des points; 
l'espace S est un hyperplan; l'espace 2 coïncide avec S et l'espace 2J0 

1 2 
se réduit au point d'intersection de la droite (ZZ) avec l'hyperplan S. 
L'homographie H fait correspondre à chaque point situé en dehors de S 
le point 2J0. La courbe HC* se réduit au point 20. E n profitant de la 
remarque faite à la fin du paragraphe précédent, on reconnaît que l'on 
peut supposer 

E x * o # = 0 ; Hx*y = 0 pour ^ = 1 , 2 . . . (16) 

Le point Hx*Q coïncide en position avec 20. 
Ceci étant, commençons par écrire la première des équations (13) : 

Hx* 0 = a0X1 + (30X0. (17) 
1 2 

A droite figure un point arbitraire de la tangente (XQXL) à la 
courbe C± au point v = v. Donc : Pour que les courbes projetées C±, C2 

aient pour v = v un contact d'ordre s, il faut et il suffit que le point 270 

soit situé sur la tangente à la courbe C± au point v = v. Le point Z 
2 1 1 

étant donné, on peut choisir Z arbitrairement dans le plan (X0X1Z1) 
1 1 î 

(en dehors de la droite ( X 0 X t ) et du point Z ) . Ce contact est d'ordre 
î 

analytique s si et seulement si le point 20 coïncide avec X0 = x0 (cette 
égalité résulte de ce que 1). L e point Z étant donné, on peut choisir 2 1 1 

Z arbitrairement sur la droite (Zx0) (mais différent de Z et de x0). 
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Supposons 5 ^ 2 . De plus, supposons pour un moment que le point 
v = v ne soit pas point d'inflexion pour la courbe (7X ; cela est exprimé 
par l'inégalité 1 1 1 

( X o X i X ^ O . (18) 

La seconde équation (13) devient selon (16) 

«O X , + (/?o + «i) k + ft ¿ 0 = 0. (19) 

Elle exige, d'après (18), 

a0 = O, <h = — p0, A = 0. (20) 

Donc: Pour que les courbes projetées Ci et C2 aient pour v = v 
un contact d'ordre s - f - 1 (s ^2) il faut et il suffit que le point 20 coïn-
cide avec x0. Ce contact ne peut être analytique de cet ordre, car cela 
exigerait aQ = a1 = 0, d'où /?0 = 0 d'après (20), de manière que (17) 
donnerait Hx* = 0 contre (16). 

En continuant à supposer vérifiée l'inégalité (18), écrivons encore 
la troisième équation (13) (et supposons donc qe 3). D'après (16) 
et (20) cette équation devient 

-P0X2 + a2X1-\-(32X0 = O; 

or ceci exige que /?0 = O et cela est impossible si a0 = 0, comme nous 
venons de voir. Donc : Les courbes projetées G1 et C2 ne peuvent avoir 
pour v = v un contact d'ordre 5 + 2 (sous les suppositions s ¡>3 et (18)). 

1 1 1 i i 
Soit maintenant (X0 X1 X2) = 0 ; la droite (X0 a alors avec la 

courbe G1 un contact d'ordre précisément v—1, où zr>3. Les points 
i i i 

Xv (2 <1 v r — 1) dépendent linéairement des deux points X0 X l 5 tandis 
i 

que Xx en est linéairement indépendant. 
En particulier, on a une relation de la forme 

1 1 1 
X2 = u1X1-\-u0Xu. (21) 

Celles des équations (13) dans lesquelles — 2, ont la forme 
0 = akX1 + PxX0+(...), 

î i 
où ( . . . ) est une combinaison linéaire de X0, Xt dont les coefficients 
contiennent «v, /?v pour — 1. Il en résulte qu'on peut vérifier 
toutes les équations (13) avec — 2, les nombres a0, /?0 restant 
arbitraires, tandis que av, /?v (1 < v r — 1 sont des fonctions bien dé-
terminées de «o, (30. En particulier, l'équation (19) (¿ = 1) donne d'après (21) 

at = — p0 — aQ uly pi = — a0 uQ. (22) 
Pour X = X — 1 et pour X = T, on a des équations de la forme 

0 = a o Z x + ( . . . ) , 
i i (23) 

0 = «o + x + 0?o + * a i ) X , + ( . . . ), 
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i i i 
où ( . . . ) sont des combinaisons linéaires de X0 et Xt. Le point Xz 

i 1 
étant linéairement indépendant de Xn , Xt équation (23^ exige a0 = O. 
Or si a0 = 0, l'équation (232) exige /?0 + ra± = 0, ce qui donne, d'après (22) 
a0 = flo = 0, ét nous savons déjà que ceci est impossible. 

Cette considération conduit au théorème suivant qui comprend 
aussi les résultats démonstrés plus haut dans le cas (18): 

Soit t — 1 Vordre précis du contact de la courbe Ci avec sa tan-
gente T au point v = v(donc Si le point 270 n9appartient pas à T, 
les courbes CL et C2 ont pour v = v un contact d'ordre précisément s — 1 
(s — 1 étant l'ordre précis du contact de la courbe C avec l'hyper-
plan S). Si le point 270 appartient à T, le courbes Cx et C2 ont pour 
v = v un contact d'ordre s -j- r0 — 2, où t0 — Min. (r, s + 1). Si le point 
270 ne coïncide pas avec x0, l'ordre analytique du contact des courbes C± 
et C2 pour v = v est précisément égal à s — 1. Si le point 270 appartient 
à T, sans coïncider avec xw et si de plus l'ordre de contact des 
courbes et C2 pour v = v est précisément égal à s-{-t — 1. Si le point 
270 coïncide avec x0, les courbes C* et C2 ont pour v = v un contact 
d'ordre s-f~r — 1, où r1 = Min. (r, s); l'ordre analytique de ce contact est 
égal à s, et cela précisément si s > 2. Si le point 270 coïncide avec x0) 
et si — 1, l'ordre de contact des courbes C± et C2 pour v = v est 
précisément égal à s - — 1. 

§ 5. Le cas m = i. 
1 2 

Dans ce cas les centres de projection Z, Z sont des droites et 
l'espace S est un En—2 (on a nécessairement w>4). Deux cas sont à di~ 

1 2 
stinguer selon que les droites Z, Z ont un point commun ou non. Dans 

1 2 
le premier cas Z0 est le point commun des deux droites Z, Z\ 27 est 
l'hyperplan déterminé par l'espace S et par le point Z0 ; 270 est le point 

1 2 
d'intersection de l'espace S avec le plan déterminé par les droites Z, Z. 
La courbe H C * est réduite au point 270. La discussion est presque 
la même comme pour m = 0 ; je me borne donc a énoncer le résultat 
à qui on arrive si la courbe C± n'a pas une inflexion pour v = v : Si le 
point 270 n'est pas situé sur la tangente T à la courbe C± au point v = v, 
l'ordre de contact de Ct et C2 est précisément égal à s — 1. Si le point 
270 appartient à T sans coïncider avec x0J l'ordre de contact de C± et C2 
est égal à s (précisément si s ̂ >2); l'ordre analytique de ce contact est pré-
cisément s — 1. Si le point 270 coïncide avec xQ et si s^>2, l'ordre de 
contact de C± et C2 est égal à s -f- 1 (précisément si s 3) ; l'ordre ana-
lytique de ce contact et précisément s. 

1 2 

Passons au cas où les droites Z et Z sont sans point commun. 
L'espace 27 coïncide avec \'En^2 S?; 270 est la droite d'intersection de 
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1 2 
l'espace 3 avec l'_Z?3 déterminé par les droites Z et Z. L'homographie 
H se réduit à une correspondance projective H0 entre le faisceau 
d'hyperplans passant par 3 et la ponctuelle 2J0. L'ordre de contact 
de l'espace 3 avec la courbe C (pour v = v) étant précisément s — 1, 
l'espace 3 contient les points 

• • • lj 

mais non le point xs. Ce dernier point et l'espace 3 déterminent un 
hyperplan que je désignerai par Si- Je me borne à étudier les conditions 
pour que le contact de G± et C2 soit d'ordre s ou 5 + 1 . 

Condition nécessaire et suffisante pour le contact d'ordre 5 est 
d'après (13) x t 

Hxo* = aoX1 + 0oXf¡. (24) 

Le point à gauche est évidemment le point de la droite U0 cor-
respondant dans la projectivité H0 à l'hyperplan 2J±. A droite figure 

1 1 1 2 
un point arbitraire de la droite (X0 X2). Désignons par z, z les points 

1 2 
d'intersection de l'hyperplan avec les droites Z , Z X \ En se rappelant 
la construction géométrique de l'homographie H (§ 2) on voit que la droite 

12 1 1 2 
(z z) doit recontrer la droite (X0 Xx) ; autrement dit, le point z doit 

î i i # i i 
appartenir au plan (z X0 Xi) ; or, évidemment, la droite (X0 X t ) est une 

i # i 
projection de la droite (x0 x±) du centre z (d'ailleurs X0 = xQ et, si 5 2, 

i î i i i 
aussi X± = Xx), d'où résulte que (z X0 Xj) = (z x0 xx). Donc : Condition 
nécessaire et suffisante pour que les courbes projetées C1 et C2 aient 

1 2 
pour v = v un contact d'ordre s est que la droite (z z) joignant les inter-

1 2 
sections de l'hyperplan 2Jt avec les droites Z, Z rencontre la tangente (x0 x{) 

à C en x0. La droite Z étant donnée, ainsi que la courbe C et l'espace 3\ 
le point z a une position bien déterminée et la condition est que la 2 . 1 2 

droite Z contienne un point du plan {z x0 Xj) ; la position de Z dépend 
donc de n -¡- 1 constantes arbitraires. L'ordre analytique du contact 
étudié est égal à 5 si et seulement si a0 = 0 ; cela signifie évidemment 

1 2 1 
que les trois points z, z, x0 appartiennent ci une droite. La droite Z étant 

2 
donnée, la droite Z dépend ici de n constantes arbitraires. 

i i 
En supposant 5 2 (d'où X 0 = x0, Xt = xt) passons à l'étude des 

conditions pour que le contact de C1 et C2 en x0 soit d'ordre s 1. 

1 2 1 On voit sans peine que les droites Z, Z sont situées en dehors de l'hyper-
, 1 2 

plan 2j15 car ces droites sont sans point commun avec a. Les points z, z ne sont 
donc pas indéterminés. 
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Pour abréger, supposons que la courbe Ci n'ait pas une inflexion 
-en x0y donc 1 1 x 

(X0X1X2)^0. (25) 

Outre (24), on doit avoir encore 

Hx1* = «0 ¿ 2 + (00 + «0 ¿ J + A ¿ 0 . (26) 

Commençons par le cas où le point xs+i n'est pas situé dans l'hyper-
_plan Alors on voit sans peine que les points x*7 x et par suite 
aussi Hxo*, Hxx* sont linéairement indépendants. Les équations (24) 
<et (26) expriment avant tout que la droite 2J0 [= (Hx0*, Hx{*) ] doit 
être située dans le plan (25) oscidateur à Ci en x0. Supposons que Ton 

ait donné la courbe C, l'espace S et la droite Z\ on voit sans peine 
que la position de la droite 2J0 peut être choisie arbitrairement dans le 

1 1 1 i i 
plan (X0 Xt X2). Soit en premier lieu Z0 4= (x0 x±) [ = (X0 Xx) ]. Le choix 
•de la droite 20 équivaut évidemment au choix des nombres a0 4= 0, /?0, a1? 

tandis que le nombre ftt reste arbitraire. La projectivité H0 dépend 
«donc, le choix de 270 étant fait, encore d'une constante arbitraire. En 
se rappelant la construction géométrique de l'homographie H (§ 2) on 
voit encore : Si l'on choisit (selon les équation (24) et (26), en y respectant 
la position donnée de la droite 2J0) la projectivité H0 entre le faisceau F 
d'hyperplans passant par \'En—2 S et la ponctuelle 270, on obtient une 

î 
projectivité P entre les ponctuelles Z et 2J0 en remplaçant chaque hyper-

i 
plan du faisceau F par son intersection avec la droite Z. Les droites 
joignant les couples de points correspondants dans la projectivité P 
engendrent une demiquadrique Qx ; la demiquadrique complémentaire Q2 

2 
est engendrée par les droites cherchées Z. Si l'on fait varier la pro-

i 
jectivité H0 (tout en laissant fixes la courbe C, l'espace S et la droite Z, 
ainsi que la droite 20), la quadrique Q contenant Qi et Ç2 engendre, 
comme on voit sans difficulté, un faisceau dont toutes les quadriques 

î î > 

contiennent les droites Z, U0
 e t l e s plans tangents aux points de 

cette dernière droite étant fixes pour toutes les quadriques Q. On voit 
i 

cque, pour chaque position de Z (la courbe C et l'espace S étant données), 
2 

les droites Z ainsi obtenues dépendent de quatre constantes arbitraires\ 
L'ordre du contact entre Ci et C2 est s -f- 1 ; l'ordre analytique de ce 
contact est précisément s — 1, car «o 4= 0. 

Jusqu'ici nous avons supposé ZJ0 4= (x0 x^. Dans le cas contraire, 
-on a a0 = 0, /?0 4= 0, et les deux nombres alf fii restent arbitraires 

2 
1 Pour chaque position de la droite £() les droites Z forment une congruence 

î 
linéaire spéciale dans VE% contenant à la fois Z et £0. 

2 
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à là condition fo + =|= O près (car les points Hx^*, Hx*) sont linéaires 
ment indépendants. On voit sans peine que, si Pon a donné la courbe G} 

1 ' • r
 1 

l'espace 3 et la droite Z, ce qtii déterírxitíé aussi le point z d'intersection 
1 ' 2 

de la droite Z avec l'hyperplan 2ly lès droites Ž (corrèspotidâàt 
à 20 == (x0 x-Ù ) sont liées à la condition d'être contenues dans S 

1 1 2 
contenant ¿Tet (x0 xx) et a rencontrer la droite (z x0). Ces droites Z dépendent 
dôkc de trois constantes arbitraires (elle forment dans S un complexe 
lrtiëàirë spéciale). L'ordre de coiitàct entre C{ et C2 est égstl à 5 -p-1 • 
VbrUre âHctlijtïqùe de ce côntâct est en général égal à 5 (car a0 == 0), 
iiiàïs il peà't être égal à 5 + 1 (čar on peut avoir a± = 0) ; on trouvé 
sans difficulté qùe ceci arrive (la droite Ž étant donnée) sï la droite Z 
appartient à une certaine congruënce linéáire spéciâlë de YÈS S, ddnt 

la directrice est (zx0). 
Îï nous reste a étudier le cas où le voiHt 

Xs+i est situé dans 
Vliypërplâri É±. Dàïïs ce cas le póiiit dépènd linèàirëmèrit flë %0*; en. 
próíitánt de la rerfiarque faite à là fin dû § 3, ôn voit que l'on peut 
supposer x*=0 d'où Hx^= 0. L'éqiïation (26) è*igé alóťs, selon (25),. 
aQ = 0, ax= — /?0 (=4= 0), p±= 6. Il èiï řéšrilťé tóns peiné qtiè le contact 
dès coitirbés projetées Gly C2 est d'ordre š -f- Í si et seulement ái la 
- . 2 1 1 . 

droite Z rencontre la droite (0 x0), z étant toujours le point d'intersection-
de la droite Z avec l'hyperplan Si l'on a donné la courbe G et 

1 2 
l'espace 3, ainsi que la droite Z, la droite Z dépend de n constantes-
arbitraires. L'ordre analytique du contact étudié est maintenant toujours, 
précisément égal à s, car a 0 = 0 , ^ 4 = 0 . 

§ 6. Autres cas particuliers. 

Supposons que poilr v = v aticún espace osculatèùr a la courbe G 
né soft statïônnaire, ce qui est exprimé pář l'inégalité 

(x0x1 ... x.n)^ 0. 

En outre, supposons que l'espace 3 soit osculateur à la courbe G aui 
point x0, ce qui donne 

s = n — m, 3=(%qx1 ... av-j). 
1 2 . 

Enfin supposons que les espaces Z et Z soient sans point commun ; ceci 
donne q = — 1, de manière que 2 = 3 et la dimension de 20 est égale 
h m — q — 1 = m. L'espace 20 à m dimensions étant, contenu dans* 
l'espace 3 & s — 1 dimensions, on peut poser 

s — + (27) 
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L'éspàtee atoiliâire A ayant m di'm'ënsions, on déduit sans peine de iibs 
hypôtli'éses que lés pôiâts 

x f j ... xm (28) 
sont linéairement indépendants, tandis que 

m 
= ( i = 0, 1, 2 , . . . ) (29)» 

V = O 

Eemarquons tout dé suite que, l'homographie H étant une correspon-
dance biunivoque entre A et 270, on peut remplacer dans cet énoncé^ 
les points x*y(y = 0, 1, 2 , . . . ) par Hx*v . Pareillement, il s'ensuit de& 
hypothèses faites que les points 

X0, X1}..., X - 1 (30) 

sont linéairement indépendants1, tandis que 

(4 = 0, 1, 2, . . .). (31) 
v=o 

Nous savons que le contact des courbes projetées Cly C2 en x0 est 
d'ordre s — 1, le même nombre étant aussi l'ordre analytique de ce-
contact. Nous allons étudier les cas où l'ordre du contact étudié est 
s -f- a — 1 avec 1 cr ^ 5. Commençons par lé cas ¡0 = 0, 5 — 1 = m-
D&ns les équations (13), tous les points Hx*\ qui y figurent à gauche 
sont linéairement indépendants, car — 1 < 5 — 1 = m. Donc,, 
pour qu'il existe une homographie H satisfaisant aux relations (13), ili 
faut et il suffit de choisir les nombres av, /?v de manière que les seconds, 
membres soient linéairement indépendants. En tenant compte de l'indé-
pendance linéaire dés points (30) on voit sans pëine qû'é ceci arrive : 
pour 0 si èt seulement si (7 < 6' ; pour a0 = 0, si et seiïliéràënt si 
l -f- 0O 4= 0 pbiir 0 < l a — 1 (<Çs — ï). Donc il est toujours jpos-
sible de déterminer l'homographie H de manière que les courbes projetées-
Ci9 C2 aient pour v = v un contact d'ordre s -f- — 1, o étant un nombre 
donné tel que 1 a < s = m -j- 1. On voit sans difficulté que l'homo-
graphie H dépend de (m — G -)- 1) m -f- 2 G — 1 constantes arbitraires 
pour 1 <^G <1 M et de 2M constantes arbitraires pour G=M-f- l.2 E n 
particulier on peut toujours prendre av = 0 potir 0 Y <Ç G — 1 et 0O -JP0 ;. 
cela signifie que l'on peut choisir l'homographie H de manière que les. 
courbes projetées Cl9 C2 aient pour v = v un contact analytique 
d'ordre s - f O — 1 (si 1 G M + 1). L'homographie H dépend ici de; 

(m — G 1) M -f- G —1 constântës arbitraires. 
Passons au cas 0—1, s — 1 = m -f- 1- Pour 1 G m -f- 1; les* 

circonstances se présentent de la même manière comme pour 0 = 0. On 
1 De plus, on voit aisément que ces points sont égaux à o?0, œu . . . xs—v 

1 
2 Rappelons (§ 2) que, la courbé C et les espaces S et Z étant donnés, k. 

2 
cliâqùe homogiâplïie H correspondent 001 positions de l'espace Z. 

2* 
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doit prendre : ou et les autres /?v arbitrairement, ou bien 
a 0 c = 0 , Àa1-j-/?04=0 pour — 1 et les autres av, arbitrai-
rement. Donc on peut toujours déterminer H de manière que les courbes 
projetées C19 C2 aient pour v = v un contact d'ordre s G — 1 

+ 1); l'homographie H dépend de (m — a -f 1) m -j- 2a — 1 
constantes arbitraires; si l'on demande que le contact de C1} C2 soit 
d'ordre analytique s -f- a — 1, le nombre des constantes arbitraires 
diminue de a unités. Soit maintenant a = m ~h 2 ( = s). Ici, on a une 
relation linéaire et une seule entre les premiers membres de (13), à 
«avoir, selon (29), m 

S X*m 1 = Cy 0 
v=o 

Donc on doit choisir les nombres av, /?v (0 -j- 1) de manière 
•qme les points 

s i 1 ) K - v i + 1 + h ^ k ) (0 _< m) (32) 
V —OV r ) 

soient linéairement indépendants, et que 

M 1 ( l \ 1 1 

= 2 cl0U[ \ K _ V XV+1 + FO-V XV). 

Ici figurent les points (30) (car s — 1 = m -j- 1) linéairement indépen-
î 

dants ainsi que le point XOT_J_2. En remplaçant ce dernier point par son 
expression tirée de (31) on obtient sans difficulté que l'équation (33) 
équivant aux relations suivantes entre les nombres ct'v, ¡3\: 

« 0 ^ + 1,0 + ( m + 1)«1 + 00 0 «0 ; (34) 

m + 1 \ [ m -f- 1 ' 
0 -

. [m -f- 1 \ f m -f- 1 \ a 

* im — h + v) , k-1(m — Jc + r-\-1\ 
= à „ K«»-ft + V,Oav-r ^ „ ^ - H v + 1,OPV5 

v=o V v J v=o V y ) ( 
(1 £k£m) { 

«0 ¿00 + Pm + 1 = 2 CV0 & • (36) v=o 

On voit que les nombres a0, /?0, (Jiy . . . (îm peuvent être choisis arbitraire-
ment, ce qui détermine sans ambiguité les nombres a2 . . . a m + u 

Quant à la condition que les points (32) soient linéairement 
indépendants, les points (30) étant tels, on déduit que cela exigé 
•seulement que cc0 =4= 0 ou bien a0 = 0, /?0 0. H résulte donc que l'on 
peut déterminer l'homographie H de manière que les courbes Cv C2 aient 
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pour v = v un contact d'ordre 2 s — 1 = 2 m + 3 ; l'homographie H 
dépend de m + 2 constantes arbitraires. L 'ordre analytique de ce contact 
est en général égal à s — 1 ; il peut être égal à s (ce qui diminue d'une 
unité le nombres des constantes dont dépend H, car a0 — 0), mais il 
ne peut pas surpasser s, car cela exigerait a0 = a 1 = 0, d'où; /?0 = 0' 
d'après (34), et nous savons que pour a0 = 0 on doit avoir 0\. 

Soit enfin 0 ¡> 2, 5 — 1 ^ m + 2. Pour 1 < G < m + 1 on doit, 
comme précédemment, prendre a0 0 ou bien a0 = 0, l -f- 4= 0 
pour 0 < A < G — 1. On peut choisir H de manière que les courbes Cly 02. 
aient pour v = v un contact d'ordre s + G — 1 ; l'homographie H dépend 
de ( m — ù + 1) m + 2 ( 7 - 1 constantes arbitraires; si l'on veut que 
l'ordre analytique du contact étudié soit s -j- 0" — 1> on doit diminuer 
de G unité le nombre des constantes arbitraires. Passons au cas G=M -f- 2 . 
On doit choisir les «v, /?v de manière que les points (32) soient linéaire-
ment indépendants et que l'on ait la relation linéaire (33) entre les points 

1 1 i 
(3:7) 

Or ces derniers points sont linéairement indépendants, car m -j- 2 s — 1 -
Il en résulte que'l'on doit avoir a0 = 0 ainsi que les relations (34), ( 3 5 \ 
(36) où l'on doit poser a 0 = 0. 11 en résulte que les nombres /?0, & . . . jim 

peuvent être choisies arbitrairement, pourvu que /?0 =|= 0 (afin que les 
points (32) soient linéairement indépendants). On peut donc choisir H 
de manière que CL et C2 aient pour v = v un contact d'ordre s -f m + 1 ;; 
H dépend de m - f - 1 constantes arbitraires. L 'ordre analytique du contact 
étudié est alors précisément s, car a 0 = 0, mais .ax 0 (autrement (34) 
donnerait /?0 = 0). Enfin, soit G M -(- 3. Les conditions (13) ne peuvent 
pas être vérifiées, car les points H x H x * m + 2 dépendent linéaire-
ment de Hx*\ de manière que les points ym+u y«+2, 

^ ( X \ 1 L 
y\ = 2 I I («y X v + 1 + /?v X v ) , 

v = o \ v ) 
devraient dépendre linéairement des points or les 
points (37) étant linéairement indépendants, ceci exigerait a 0 = /?0 = 0 
ce qui est impossible car la première équation (13) donnerait Hx0* = 0. 
Donc (pour 0 ^ 2 ) l 'ordre du contact des courbes projetées G1} 

en ne peut pas surpasser s 4 - m 4- 1. 
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