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PROPRIETES PROJECTIVES DU CONTACT.
II1.

-Ce Mémoire est divisé en deux chapitres. Dans le premier, je
reviens encore sur la question déja étudiée! de l'ordre du contact des
projections de deux courbes ayant un contact d’ordre donné, le centre de
projection étant le méme pour les deux courbes. Seulement, il s’agit
maintenant du contact analytigue au sens de M. Fubini.

Dans le second chapitre, j'étudie lordre du contact- des projections

d’une courbe C' de deux centres différents Z Z
Dans le cas trés particulier ot 1’espace ambiant a trois dimensions
et que I'on projette dans le plan osculateur & la courbe C, j'avais donné

1 2
la solution déja en 1921%: si la droite (Z Z) rencontre la tangente & C,

12
I'ordre du contact est égal & #rois; a quatre si la droite (Z Z) passe par
le point étudié de C. Dans l'espace & plus dimensions, le résultat est

1 2
(v. §4) 4 peu prés le méme si les centres de projection Z, Z sont des
points. Le résultat général se trouve au § 3. Le probléme dépend essen-
1 2

tiellement d’une homographie H qui ne dépend que des espaces Z, Z et
de I'espace = dans lequel on projette la courbe C. Cette homographie
1

2
est étudiée au § 2. Au § 5, je traite le cas particulier oh Z, Z sont des
droites; au § 6, d’autres cas particuliers.

CHAPITRE 1.

Sur l'ordre du contact analytique des projections de deux courbes
ayant un contact analytique d’ordre donné.

§ 1. Définition du contact analytique.

Soit (uy, ...%,) un systtme de coordonnées curvilignes dans un
espace E, & n dimensions. Considérons deux courbes® C;, C; de l'espace
E, rapportées au méme paramétre v.

Solent b= (0); w=w )  (1<i<n)

1 Propriétés projectives du contact, I. Ces Publications, année 1928, N° 91. Je
citerai ce Mémoire par l'abréviation C I.
2 K diferencidlni geometrii prostorovych kfivek. Rozpravy &eské akademie,
t. 80, 1921, N° 15. V. aussi mon livre Projektivns diferencidlni geometrie, 1926, p. 153—
155; c’est la méthode 154 employée dont je me sers au Mémoire présent.
3 Jemploie ici le mot courbe dans le méme sens comme CI,§ 1.
1%
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les équations de C; et C;. Le parameétre v définit une correspondance 7'
entre C; et U;. D’aprés M. Fubini?!, je dirai que C; et Cy ont pour
v="10 un contact analytique d’ordre s—1 (s>1) par rapport a la corre-

spondance T si
Ew_@] _[d“sps(v)}
l: dvv o=y L dv¥ Jdo—s

(1<in; 0<v<s—1).

Dans ce qui suit, les deux courbes C; et C, seront toujours rap-
portées & un paramétre v donné, et je supprimerai par suite les mots
»par rapport & la correspondance 7I'«. Parfois je dirai aussi que s—1
est l’ordre analytique du contact entre C; et C,.

Evidemment, la notion du contact analytique est invariante par rap-
port aux changements réguliers® des coordonnées curvilignes (u, ...u,)
ainsi que par rapport aux changements du paramétre v obtenus en posant

v=DF (w) avec %:I: 0; naturellement on doit changer le paramétre

simultanément et de la méme maniére pour les deux courbes.

La notion ordinaire de contact se raméne immédiatement 3 celle,
plus simple au fond, du contact analytique: les courbes C; et C, ont
pour »=—1¢ un contact d’ordre s—1 si elles y ont un contact analytique
de cet ordre par rapport i une correspondance 7' convenablement définie,
et dans ce cas seulement.

§ 2. Cas des coordonnées homogénes.

Rapportons maintenant 'espace E, 4 un systéme de % -+ 1 coordon-
nées homogénes z, z(M... 5 z®. Les équations des courbes C, et O,
soient
& =g¢;[v), zO=1; ). 0<Lin)
Je supposerai que le point v = ¢ soit simple? pour les deux courbes.
Nous savons® que cela signifie qu'un au moins des déterminants

¢ (%), i ()

@i (5), ¥ (%)
est différent de zéro.
Evidemment, condition nécessaire et suffisante pour que le contact
soit analytique d’ordre s—1 pour v—10 est que l'on puisse trouver
une fonction* ¢ (v) telle que

0<i<j<n)

! Pour la premitre fois au Mémoire: Applicabilita proiettiva di due superficie,
Rendiconti del. Cire. Mat. di Palermo, t. 41, 1916.

2V.CI §1.

3V.CI, §3.

4 Le mot ,fonction“ a toujours les sens précisé en CI, § 1.



av
[ e® - g — )| _=0.
0<i<n; 0<v<Ls—1)
On peut alors remplacer ¢; par ¢¢;; ensuite on a
Piv = Yiy, 0<i<n; 0<r<Ls—1) (1)

ol j'ai posé, pour abréger,

av¢; (v) o d"'l/’i(”)] .
[' dvY ]u=;_%’ [ dvY v=;;_w”'
#=0,1,2...; 0<i<n)

Les conditions (1) étant vérifices, les courbes Cy et Cy ont pour
v="0 un contact analytique d’ordre s+ o —1 1< o< s) lorsque et
seulement lorsque on pewt trowver des mombres b, (0 < v <o —1) telsque

L(s+t
wf,s-l-t— Pi, s+t =— z ( :— ) be—y Piy- (2)
v=0
0<Li<n; 0Lt<o—1)
On obtient la démonstration en posant F'(v)—=v dans la démon-

stration donnée en CI, § 3. Plus généralement, on voit que les équations

.

t(s+¢
Yot — Piyots :vfo( j_ ) (at—vq’i,v+1 + bt—v?’iv) (3)
(Ogi_g_n; Ogtgo'—-—l)
avec
ay=0 pour 0<v<Lo'—1 39

soit les conditions nécessaires et suffisantes pour que, les équations (1)
étant vérifiées, les courbes C; et C, aient pour v=—4 un contact qui
soit simultanément d’ordre s+ ¢ —1 (1<0<s) et d’ordre analytique
s+0'—1 (1<’ <o).

§ 3. Sur le contact analytique des projections de deux courbes.

Dorénavant, supposons que l’espace ambiant FE, soit un espace
projectif & »n dimensions rapporté & un systéme de # -4 1 coordomnées
homogeénes linéaires. Comme en CI, § 4, je désignerai simplement par
x (v), y(v) I'ensemble des % -4 1 coordonnées homogénes du point mobile
de C;, C; et je poserai, pour abréger,

dva (v) dvy (o)
[ v L:,: By [ v L%:yv-

»=0,1,2...)




Je supposerai: 1° gque le point v—75 soit simple pour Cy et O,

c’est-a-dire quel
! @2) 0, (yoys) + 0;

2° que C, et Cy aient pour v—="1 un contact analytique d’ordre précisément
s —1(s2>1); cela veut dire qu’il y un contact analytique d’ordre s —1,
mais non d’ordre s. D’aprés la condition 2°, je puis supposer que

Zy =y, O<v<Ls—1) 4)
(ys — Zsy xo) :': 0; (5)

car autrement les conditions (2) (avee ¢=1) donneraient que les deux
courbes ont pour v=14¢ un contact analytique d’ordre s.

Ceci étant, soit O un espace linéaire & m (=>n — 3) dimensions ne
contenant pas le point x, (=1y,); soit & un espace linéaire & % —m—1
(=2) dimensions sans point commun avee 0. Je désignerai par C*;, C*,
les projections des courbes C;, C; dans I'espace £, le centre de projection
étant en O. Pour que la projection du point z, soit un point simple pour
C*, et C%;, je supposerai de plus que l'espace O n’ait aucun point
commun avec les droites (#,7;) et (y,41) (coincidantes pour s>2).

Je vais étudier les conditions pour que les courbes C*i, C*, aient
pour v=1 un contact analytique d’ordre s+ o —1(1<a<s). Ces condi-
tions, sous forme analytique, se trouvent déji implicitement en CI, § 4;
d’aprés le paragraphe précédent, il suffit d’y poser a,=0. Done condi-
tion nécéssaire et suffisante pour le contact demandé est que I'on puisse
trouver des nombres b, (0< v <o —1) tels que le centre de projection O
contienne.- les points

‘ |
Ysbo— Lsps— & (s—;—t) beyay. (6)
v=o0\ ¥

0<Lt<o—1)

Il est facile d’interpréter cette condition. A cet effet, considérons
la surface réglée R engendrée par les droites qui joignent les couples
x(v), ¥y (v) des points correspondants des deux courbes C,, C,.

Les génératrices de R peuvent s’écrire

[z (©), 2()],
s =20 —20) 0

(v—2ov)

et jaurai 'inégalité

Cela suppose v 3=4; la génératrice de R correspondant & v—15 est
naturellement indéterminée, car x,=—1,; mais en posant

o s,_xa
3’(”)2?/T7 Ty

! Pour la notation, v. CI, §4.
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on voit sans peine que les # 4 1 coordonnées homogénes du point z (v)
possédent les dérivées de tous les ordres aussi pour v =120, Il est donc
naturel de regarder la droite (z,, #(4)) comme la génératrice de R cor-
respondant & v = 4. D’aprés (7) et (7"), les points (6) deviennent, comme
on voit sans difficulté, '

H!' 1 dt
(S—SJE!L [W (2 (v) —so(v)w(v))]v:% 0<Lt<o—1)
¢ (v) désignant une fonction telle que

e !
(W)ms— (s+7)!
donc complétement arbitraire, les nombres b, étant & notre disposition.
On en déduit sans peine: Les courbes projetées Ci* et Co* on pour v=—="=un
contact analytique dordre s+ o —1 (1< 0<s) si et seulement si le
centre de projection O contient un espace O construit de la maniére
suiante: On fera correspondre, point par point, & la courbe C; une
autre courbe C' me contenant pas le point z, et telle que, pour chaque
valewr du paramétre v, le point correspondant de la courbe C’ soit situe
sur la droite qui joint les deux points correspondants de Cy et Cy;
Vespace O' est alors Pespace osculatewr d’ordre 6 — 11 ¢ la courbe C’
pour v==.

11 serait facile de déduire de ce théoréme de nouveau le théoréme
donné en CI, § 9; mais je n’y insisterai plus.

bw <O§V go— 1)

CHAPITRE II.

Sur l'ordre du contact des projections d'une courbe de deux centres
différents.

§ 1. Enoncé du probléme. Notations.

Considérons une courbe C immergée dans un espace projectif
E, 4 n (= 3) dimensions. Soient z (v) les » - 1 coordonnées homogénes
du point mobile de C exprimées en fonction d’'un paramétre v. Le point

v==0 soit simple pour la courbe C, c’est-h-dire soit (xj—i) F+0
pour v =— 4.

Dans ce qui suit, le symbole E, (— 1< m < n) signifiera chagque
espace (lindaire) & m dimensions immergé dans l'espace ambiant E,;
E_, est donc l'espace vide, E, est le symbole pour les points de E,.

Soit 0<m <n—3. Soit 5 un E,_, ; donné; cet espace soit
donné comme intersection d(la m + 1 hyperplans linéairement indépen-

dants &, &, ..., &x. Soit Z, Z deux différents E, fixes sans point

! Dans le sens précisé en CI, § 9.
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commun avee /5; l'espace 2 (¢=1,2) soit donné moyennant m - 1
points linéairement indépendants ;0, ,;1, cey .;,,.. Soit Z, lintersection des
deux espaces é, % ; soit Z le plus petit espace linéaire contenant i la
fois é et é L’espace Z, est un E, avec —1 < g<m—1; l'espace Z
est un Ky,

Sans restreindre la généralité, on peut supposer: 1° o= pour
m—q<hm; 2°
S 4 — [ 9 pour kg,
Sgkz’_‘sgk'g’_{lpour k=j, 1)
Ok j<m
le symbole S indiquant une sommation relative aux % -+ 1 coordonnées

homogeénes. L’espace Z, est alors évidemment détérminé par les points,

1 1 2 2
Zm—qy «ey@m—Fm_gqy +eey &n}

I'espace Z est déterminé p. ex. par les points

1 1 2 2
B0y ovy By oy ooy Bmg1-

Désignons encore par X, l'intersection des deux espaces =, Z et
par X le plus petit espace linéaire contenant & la fois 5 et Z,. Des
relations (1) on déduit sans difficulté: 1° I'espace X, est déterminé par
les points

B0y By ooy Fm—g—1,
ol j’ai posé, pour abréger,
= —a; (0<h<m—q—1) @)
c’est done un E,_,_; 2° l'espace X est l'intersection des hyperplans

§0; §1: e }:’:m—q—l;

c’est donc un E,_,4,.
Ceci étant projetons la courbe C deux fois dans l'espace X, le

1 2
premier centre de projection étant Z, le second Z. Supposons que les
1 2

espaces Z, Z soient sans point commun avec la tangente i la courbe C

au point » =4, pour que v =17 soit un point simple pour les projections.

Selon les relations (1), les courbes projetées C;, C; sont engendrées
1 2

respectivement par les points X (v), X (v), olt
X@=20)—Z 8&z©).5. (=1,2)
k=0
2 1
En posant X (v) — X (v) = X (v), on a évidemment

X @) =x(@) —mh_é’o_ 1S’ §ix (V). 2.
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J’indiquerai par lindice » (»=20,1,2,...) lopération (%) , de
maniére que v=r

X,=a,— Z Sk, 5, (=1,2;7=012..) 3
m—q—1
X,= 2 Sta,.a. (0=0,1,2..) 4

Je supposerai que la courbe C ait pour v—15 un contact d’ordre
précisément s — 1 (s > 1) avec Uespace X; cet espace contiendra donc
les points 7, (0<v < s—1) mais non le point z,; l'espace X étant
I'intersection des hyperplans &, &, ..., §u—q—; on aura d’aprés (4)

X,=0 pour 0<v<s—1; X,50. (5)

D’aprés (5) on a IIIV = 22‘, pour (0< v < s—1) de maniére que les courbes
projetées Cy, Cy ont toujours pour v—=—10 un contact analytique' d’ordre
s — 1. Nous allons étudier les conditions pour que les courbes C;, C,
aient pour v=1¢ un contact d’ordre s + o—1 (6 >1), en posant la con-
dition restrictive 0 < s. D’aprés CL § 3 condition nécessaire et suffisante
pour le contact demandé est que I'on puisse déterminer des nombres ay,
b, (0<v<L0—1) tels que

s L2 1 1
Ke=2 " T4 @10 X+ 00y X5 ©

0<i<o—1)

de plus nous savons (Chap. I, § 2) que ce contact est d’ordre analytique
s+0—1 (1< <0) dans le cas ou

a,=0 pour 0<v< o' —1 )

et dans ce cas seulement.

§ 2. L’homographie fondamentale.

J’appellerai homographie fondamentale ’homographie H portant le
point arbitraire y. dans la position

m—q—1
Y——_Hy:hfo S§;,y.z’;.. (8)

Cette homographie est évidemment dégénérée, car si le point y appar-
tient & 'espace X, on a Y =0; réciproquement, ’équation ¥'=0 entraine
que le point y appartient & X car les points 2, (0 < h<m — g — 1) sont
linéairement indépendants. Il en résulte que, lorsque le point y décrit tout

! Par rapport & la correspondance 7 définie par le paramétre », ce qui sera
toujours sous entendu. Les points de C;, C, se correspondant dans 7' sont évidemment
les deux projections du méme point de la courbe C.
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I'espace ambiant E,, le lieu du point Y est un E,_, ; (car X est un.
E,,_m+q), d’ailleurs, les équations (8) montrent immédiatement que cet
E, o, est espace 20 détermlné par les points 2, 24, .. .2m—g—1-

Les espaces =, Z Z étant donnés (ce qui détermine aussi ’espace X)),
I'homographie H est bien déterminée. Pour la construire, on peut procéder
de la maniére suivante. Choisissons le point y arbitrairement, mais en
dehors de X (car autrement Y = 0). Plrojgtons le point y du centre 5

respectivement dans les deux espaces Z, Z; les projections y;, yp sont
1 2

bien déterminées (car 5 est un E,_, ; ne contenant pas y et Z, Z
sont deux E, sans point commun avec ) et distinctes (autrement comme
on voit sans peine, le point y appartlendralt 4 l'espace X); la droite
qui joint y; et y, rencontre l'espace = (car les pomts Y1, Yo appartient
a I'E,_, déterminé par I'espace 5 et par le point y et 5 est un hyperplan
de cet E, ,) au point cherché Hy. En effet, on peut poser

Y: =k2 gz (=1, 2)
—0

Ay étant des constantes telles que le point y; — y soit situé dans I'espace
EI (EO) §17' . 'gm)‘

Ceci donne, selon les équations (1),
A=A =88 y; 0L kL m)
I'intersection de la droite (y;, y») avec l'espace 5 est évidemment

m 2 1 m—q—1
Br—h =285y (a—a)=2 Shy.a==Hy,
k=0 A=y

c. q. f. d

Si 'on a donné la position des espaces 5, Z,, Z (ce qui détermine
aussi les espaces X et X)) et I'homographie H (telle que Hy =0 si et
seulement si y appartient & X, et telle que Hy appartient & X, pour
chaque position de y), on peut encore préscrire arbitrairement la position

de é (sauf les conditions évidentes de contenir Z, d’ étre contenu dans Z
et de ne pas rencontrer ,); la position de Uespace Z dépend alors encore
d'un paramétre arbitraire. En effet, on doit choisir les points zl,, O0<LEL m)
déterminant 1’espace é de maniére que les g + 1 derniers d’entre eux

appartiennent & Z,; sauf cette condition, les points ;,, (0< k< m) peuvent
étre choisis arbitrairement. Les hyperplans & (0<% < m) dont linter-
section forme l'espace 5 donné sont alors déterminés sans ambiguité par
les relations (1). Quant aux points 2, (0 < h < m — g — 1), 'homographie
H ne les détermine qu’a un facteur commun prés, parce qu’en rempla-
cant 2, par iz, le point Hy acquiert seulement le facteur inessentiel A.
Done
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2 1 2 1
s=uo -+ Ao, 2=2,

O<h<m—g—1, m—q<j<m)

2
ce qui détermine I'espace Z sauf la constante arbitraire A == 0.

2
(téométriquement, I'espace Z est caractérisé comme le lecteur véri-
1 m

1
fiera sans peine, par les propriétés suivantes: Soit # = X ¢, 2, un point
k=0

1
arbitraire de I'espace Z selon (1) et (8), le pomt qui correspond & z
m—q—1

dans ’homegraphie H est 2= 2 ¢, 2,; 'espace Z rencontre toutes les
k=0

1 1 1
droites (¢2) que l'on obtient lorsque le point z déerit I'espace Z; en
2

outre, 'espace Z passe par l’espace Z.

Afin de pouvoir (au § 3) expliquer d’'une maniére plus intuitive
la solution géométrique du probléme qui nous occupe, introduisons un
espace auxiliaire 4 & m— g —1 dimensions soumis & la seule condition
de ne pas rencontrer ’espace =. Pour plus de clarté, choisissons le systéme
de référence de maniére que X soit le Lieu des points dont les m — ¢
premiéres coordonnées homogénes sont nulles; alors on peut prendre pour
A T'espace des points dont les % — m 4 ¢+ 1 derniéres coordonnées sont
nulles. y étant un point arbitraire de 'espace ambiant E,, désignons par
{y} sa projection dans I’espace 4, le centre de projection étant . Evi-
demment, les m — g premiéres coordonnées homogénes du point {y}
comcldent avec celles de y, tandis que les autres coordonnées de {y} sont
nulles. On voit sans peine que I'homographie H transforme l'espace A
biunivoquement dans la position X, et que l'on a

= H{y} )
pour chaque position de y dans 'espace ambiant ({y} =0 chaque fois
que le point y appartient & I'espace X).

§ 3. Théoréme général.
Des équations (4) et (8) il s'ensuit
X,=Hz,. (»=0,1,2...) (10)

On en voit déja l'importance de I’homographie fondamentale pour le
probléme qui nous occupe. On en pourrait déduire sans peine que, si

I'on a donné la courbe C et les espace Zl', =, 2, la solution du probléme
dépend umiquement de I'homographie H. Mais il est inutile d’y insister,
car cela est une conséquence immédiate du théoréme plus complet que
je donnerai dans ce paragraphe.

Commencons par projeter la courbe C du centre X dans l’espace
A introduit & la fin du paragraphe précédent; désignons par C* la courbe
projetée. Pour »==, le point de C* correspondant au point x(v) de la
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courbe C est {x(v)}; or les points z, (0L »<s—1) étant contenus dans
Iespace X, toutes les coordonnées du point {z ()} s'ancallent pour » =4,
ainsi que leurs dérivées de tous les ordres <s—1 (mais non celles
d’ordre s). On peut éviter toute difficulté en multipliant toutes les coor-
données homogenes du point {x(v)} (v4=6) par le facteur commun
(v—o)—°. Posons done

* (v) = {z (v)}

w— 5y pour v = 3,
x*o—_— *(5)2 {::} :|:0.

La courbe C* est engendrée par le point z* (v), en convenant de regarder
le point ¥, comme la projection du point z,=wx (¥). Les coordonnées
de 2* (v) sont infiniment dérivables aussi pour ¥ =—4; on trouve sans peine

x*V:(str_!")!{xV“}, »=0,1,2...) (1)

v ¥
le premier membre signifiant naturellement (ofi;i ) .-
V=9

Introduisons maintenant au lieu des nombres a,, b, (0<v<o—1)
des nouveaux nombres «a,, 8, (0<»< ¢ —1) moyennant les équations

2

v!
B e Ol

D’apres (9), (10), (11), (12), les équations (6) exprimant le contact d’ordre
s+0—1 (1<a<s) des courbes C, et C; pour v =17 deviennent

A l 1 1 N
Hx*)\ = (a;\_v Xv+1 + - X,), (13)
y=0\¥
(0LA<o—1)

et les conditions (7) pour que lordre analytique de ce contact soit
s+ 0’—1 (1< 0'<0) deviennent

oy=0 pour 0<»<Lo’'< 1. (14)

Pour interpréter géométriquement ces équations, désignons par ¢ (v),
¥ (v) des fonctions telles que

av av
( dvgf)ms:ﬁ“’ (W%)v:%:a" Osrso—1)
et posons 1

9 OX ) +p0) K=y w);

en faisant varier v, le point y(v) décrit une courbe I" en correspondance
biunivoque avec C; c’est évidemment une courbe arbitraire tracée sur
la développable engendrée par les tangentes & la courbe (. Les équa-
tions (13) prennent la forme simple

(12)
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dhy
Ha*, = |— . 15
=) (15)
elles expriment que la courbe HC* transformée de C* a pour v —=1=° un
contact analytique d’ordre 6 — 1 avec une courbe I' convenablement choisie
sur la développable engendrée par les tangentes & la courbe C. Quant aux
conditions (14), elles deviennent

(dgg)m%:O; 0<r<a’—1)

elles expriment que la courbe I' a pour v—17 un contact analytique
d’ordre 6"—1 avec la courbe C. En particulier, pour ¢’=o0, c’est-a-dire
si 'on demande un contact analytique d’ordre s--o —1 entre O, et C,,
on peut prendre I'— C.

Remarquons encore que l'interprétation donnée aux équations (13)
et (14) montre qu’on peut y remplacer x* (v) par ¢ (v) . 2*(v), o (v) étant
une fonction telle que ¢(4)==0, mais d’ailleurs arbitraire.

§ 4. Le cas m—0.
1 2
Dans ce cas les centres de projection Z et Z sont des points;
I'espace 5 est un hyperplan; l'espace X comclde avee = et 'espace X

se réduit au point d’intersection de la droite (Z Z ) avee I’hyperplan =,
L’homographie H fait correspondre & chaque point situé en dehors de 5
le point Z;,. La courbe HC* se réduit au point X,. En profitant de la
remarque faite &4 la fin du paragraphe précédent, on reconnait que I'on
peut supposer

Hz*40; Ha*,—O0 pour v =1,2 ... (16)

Le point Hz*, coincide en position avec XZ.
Ceci étant, commengons par éerire la premiére des équations (13):
Hx o-—“oX1‘Lﬁo 17

A droite figure un point arbitraire de la tangente (XO Xl) ala
courbe O au point v =4. Done: Pour que les courbes projetées Cy, C,
aient powr v="=> un contact d’ordre s, il fout et il suffit que le point 23’0

soit situé sur la tangente & la courbe Cy au point v=70. Le pomt Z
étant donné, on peut ch01su' Z arbitrairement dans le plan (XO X1 Zy)
(en dehors de la droite (XO Xi) et du point Z ). Ce contact est d’ordre
analytique s si et seulement si le point X co‘z’ncéde avec ioz x, (cette
égahté résulte de ce que s<1). Le point Z étant donné, on peut choisir
Z arbitrairement sur la droite (Z %)) (mais différent de Z et de x,).
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Supposons s > 2. De plus, supposons pour un moment que le point
v="=0 ne soit pas point d’inflexion pour la courbe Cy; cela est exprimé
par linégalité

1 1 1
(Xo X, X5) 0. (18)
La seconde équation (13) devient selon (16)
%o Xz + (8o + 1) X1 + 8, Xo =0. 19)
Elle exige, d’aprés (18),
o, =0, ay=—@, [;=0. (20)

Done: Pour que les courbes projetées Cy et Cy aient powr v=—1
un contact d’ordre s+ 1(s>2) il fout et il suffit que le point =, coin-
cide avec z,. Ce contact ne peut étre analytique de cet ordre, car cela
exigerait a,—a; =0, d’ot $,=0 d’aprés (20), de maniére que (17)
donnerait Hz,*—0 contre (16).

En continuant & supposer vérifiée I'inégalité (18), écrivons encore
la troisitme équation (13) (et supposons donec ge s>3). D’aprés (16)
et (20) cette équation devient

1 1 1
— Bo X5+ @y X; + B: X, =0;
or ceci exige que §,—0 et cela est impossible si oy—0, comme nous

venons de voir. Done: Les courbes projetées Cy et Cy, ne pewvent avoir
pour v="0 un contact d’ordre S + 2 (sous les supposmons s>3 et (18)).

Soit maintenant (Xo X1 Xg)—-O la droite (Xo Xl) a alors avec la
courbe C; un contact d’ordre précisément 7 — 1, out z>3 Les points

X, (2 <v<7—1) dépendent linéairement des deux points XO Xl, tandis
que X,,- en est lindairement indépendant.
En particulier, on a une relation de la forme

1 1 1

Xz Uy Xl + Uy XO' (21)
Celles des équations (13) dans lesquelles 1 <4 <7 — 2, ont la forme

1 1
0=t Xi+ A Xo+ (--2)

ot (...) est une combinaison lindaire de )%0, 3%1 dont les coefficients
contiennent «,, 8, pour 0<v<A— 1. Il en résulte qu'on peut vérifier
toutes les équations (13) avec 0< A< 7 —2, les nombres ), B, restant
arbitraires, tandis que a,, 8, (1<»<7—1 sont des fonctions bien dé-
terminées de a, 3. En particulier, 'équation (19) (A=1) donne d’aprés (21)

oy =—F— touy, fi=—u. (22)
Pour A=7—1 et pour A=, on a des équations de la forme
1
O0=ea,X:+(.-.),

1 1 (23)
0=o0 X i1+ (8 + 7ets) X 4 (- - - ),
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oit (...) sont des combinaisons linéaires de }lio et )1(1. Le point }1(1
étant linéairement indépendant de )1(,,, 11(1 équation (23,) exige a;=0.
Or si ay=0, I'équation (23,) exige @, + 7a; =0, ce qui donne, d’aprés (22)
0ty=3,=10, &t nous savons déja que ceci est impossible.

Cette considération conduit au théoréme suivant qui eomprend
aussi les résultats démonstrés plus haut dans le cas (18):

Soit © — 1 Vordre précis du contact de la courbe O avec sa tan-
gente T au point v="0 (donc v>2). Si le point Z, w appartient pas o T,
les courbes C, et Oy ont pour v—7=5 un contact d’ordre précisément s — 1
(s—1 étant l'ordre précis du contact de la courbe C avee I’hyper-
plan 5). Sile point =, appartient & T, le courbes C, et Cy ont pour
v="0 un contact d’ordre s+ v,— 2, o v,— Min. (v, s+ 1). Si le point
X, ne colncide pas avec ,, Uordre analytique du contact des courbes Cy
et Cy pour v==0 est précisément égal & s —1. Si le point X, appartient
d T, sans coincider avec x,, et si de plus t<s, Pordre de contact des
courbes Cy et Cy pour v== est précisément égal & s + v — 1. Sile point
X, coincide avec x,, les courbes C, et C, ont powr v—=17 un contact
dordre s+t —1, ou vy=Min. (v,s); Uordre analytique de ce contact est
égal & s, et cela précisément si s>2. Sile point X, coincide avec x,,
et si t<s—1, Vordre de contact des courbes C, et Cy pour v="1 est
précisément égal & s 47— 1.

§5 Lecasm=1.

1 2
Dans ce cas les centres de projection Z, Z sont des droites et
I’espace = est un E, , (on a nécessalrement n>4). Deux cas sont & di-

stinguer selon que les droites Z Z ont un point commun ou non Dans

le premier cas Z, est le point commun des deux droites Z Z 2 est
Ihyperplan déterminé par I'espace X et par le point Z;; X, est le pomt

d’intersection de I'espace /5 avec le plan déterminé par les droites Z Z '
La courbe H C* est réduite au point X,. La discussion est presque
la méme comme pour m=0; je me borne done a énoncer le résultat
4 qui on arrive si la courbe C; w'a pas une inflexion pour v—==5: Si le
point Xy n'est pas situé sur la tangente T o la courbe Cy au point v =7,
Vordre de contact de Cy et Cy est précisément égal ¢ s— 1. Si le point
Z, appartient & T sans coincider avec x,, Uordre de contact de C et Cy
est égal & s (précisément si s >2); Uordre analytique de ce contact est pré-
cisément s—1. Si le point X, coincide avec x, et si s>2, Uordre de
contact de Cy et Cy est égal o s+ 1 (précisément si s > 3); Vordre ana-
lytique de ce contact et précisément s.

1 2
Passons au cas ow les droites Z et Z sont sans point commun.
L’espace X coincide avee 'E,_, 5; X, est la droite d’intersection de
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Pespace = avec I'E; déterminé par les droites Z et Z L’homographie
H se réduit & une correspondance projective H, entre le faisceau
d’hyperplans passant par 5 et la ponctuelle X,. L’ordre de contact
de 'espace & avec la courbe (J (pour v=1) étant préeisément s—1,
l'espace 5 contient les points

Loy X1y «»« Lg_qy

mais non le point #,. Ce dernier point et l'espace 5 déterminent un
hyperplan que je désignerai par ;. Je me borne & étudier les conditions
pour que le contact de C; et C, soit d’ordre s ou s 1.

Condition nécessaire et suffisante pour le contact d’ordre s est
d’apreés (13) L 1
on* = ao X1 + ﬂo XU' (24)

Le point & gauche est évidemment le point de la droite X, cor-
respondant dans la projectivité H, & I'hyperplan X;. A droite figure

1 1 12
un point arbitraire de la droite (X, X;). Désignons par 2,z les points
12

d’intersection de I’hyperplan X, avec les droites Z, Z': En se rappelant
la construetlon géométrique de l’homographle H (§ 2) on voit que la droite

2
(z z) doit recontrer la droite (Xo Xl), autrement dit, le pomt 2 doit
11 1
appartenir au plan (¢ X, X;); or, év1demment la drmte (XO Xl) est une
prOJectlon de la droite (z,z,) du centre z (@’ allleurs X0 =z, et,sis>2,

aussi Xl_.xl), d’ol résulte que (z XO Xl) = (z %y 2,). Done: Condition
nécessaire et suffisante pour que les courbes projetées C, et Oy aient
12

pour v="= un contact d’ordre s est que la droite (z 2) joignant les inter-
sections de Uhyperplan X avec les droites Z, Z rencontre la tangente (o %)
a Cen xo La droite Z étant donnée, ainsi que la courbe C et I'espace 5,
le pomt 2 a une position bien détermmée et la condition est que la

droite Z contienne un point du plan (z %y x1); la position de Z dépend
done de % 4 1 constantes arbitraires. L’ordre analytigue du contact

étudié est égal & s si et seulement si oy =0; cela signifie évidemment
1 2

que les trois pomts 2, 2, Ty appartiennent d une droite. La droite Z étant
donnée, la droite Z dépend ici de » constantes arbitraires.

1 1
En supposant s >2 (d’ou X,—x,, X;=x;) passons & I’étude des
conditions pour que le contact de C; et U; en x, soit d’ordre s 1.

2
1 On voit sans peine que les droites Z, Z sont situées en dehors de I'hyper-

. . — . 12
plan Z;, car ces droites sont sans point commun avec E. Les points # ¢ ne sont
donc pas indéterminés.
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Pour abréger, supposons que la cowrbe C; wait pas ume inflexion
-en z; done

(X, X, X) #:0. (25)

‘Outre (24), on doit- avoir encore

1 1 1
Hxl*:ao Xg —I— (ﬂo—i- al) Xl —]‘ ﬁl Xo. (26)

‘Commencons par le cas ol le point x,,, w'est pas situé dans Uhyper-
plan Z,. Alors on voit sans peine que les points z,*, z,*, et par suite
aussi Ha,*, Hxz,* sont linéairement indépendants. Les équations (24)
et (26) expriment avant tout que la droite 3, [== (Hwzy*, Hux*)] doit
étre située dams le plan (25) osculatewr d Cy en 23 Supposons que l'on

ait donné la courbe C, l'espace = et la droite Z on voit sans peine
que la posmon de la droite X, peut étre choisie arbltralrement dans le

plan (Xo X1 X2). Soit en premier lieu X, &= (2, 1) |= (Xo 1)] Le choix
de la droite 3, équivaut évidemment au choix des nombres o, 3= 0, 3, &y,
tandis que le nombre B; reste arbitraire. La projectivité H, dépend
done, le choix de X, étant fait, encore d’une constante arbitraire. En
se rappelant la construction géométrique de ’homographie H (§ 2) on
woit encore: Si I'on choisit (selon les équation (24) et (26), en y respectant
la position donnée de la droite X)) la projectivité H, entre le faisceau F'
-d’bhyperplans passant par I'E,_, =X cl?.t la ponctuelle X;, on obtient une

projectivité P entre les ponctuelles Z et X, en remplacant chaque hyper-
' 1

plan du faisceau F' par son intersection avec la droite Z. Les droites
_joignant les couples de points correspondants dans la projectivité P
-engendrent une demiquadrique ¢;; la demiquadrique complémentaire @,

2
-est engendrée par les droites cherchées Z. Si l'on fait varier la pro-

1
Jjectivité H, (tout en laissant fixes la courbe C, I'espace = et la droite Z,
ainsi que la droite X)), la quadrique ¢ contenant ¢, et ¢, engendre,
-.comme on voit sans dlfﬁculté un falsceau dont toutes les quadriques

contiennent les droites Z 2y et (z, z), les plans tangents aux points de
«cette derniére droite étant fixes pour toutes les quadriques @. On voit

1
que, pour chaque position de Z (la courbe C et 'espace = étant données),
2

des droites Z ainsi obtenues dépendent de quatre constantes arbitraires?.
Lrordre du contact entre C, et C, est s+ 1; Vordre analytique de ce
-eontact est précisément s — 1, car a; 3= 0.

Jusqu’ici nous avons supposé X, == (z,2;). Dans le cas contraire,
on a =0, 8,340, et les deux nombres «;, §, restent arbitraires

2
! Pour chaque position de la droite X, les droites Z forment une congruence
1

findaire spéciale dans I'E, contenant & la fois Z et I
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3 la condition @ + o; 3= O prés (car les points Hxy*, Hx,*) sont linéaire.
ment indépendants. On voit sans peine que, sil’on a donné la equrbe C;
I'eSpace = et la droite Z ce qui ditermife aussi le pomt z d’intersection

de la droite Z avee lhyperplan Z,; les droites Z (corréspotidant
a 2’0_(:::0 %)) sont lies & la condition d’etle contenues dans V'E; S

contenant Z et (z, x,) et & rencontrer la droite (z %,). Ces droites Z dépendent
doke ‘de trois constartes arbitraires (elle forment dans S un complexe
linéaire spéciale). L’ordre de contict entre Cj et C, est égal & 54 1;
Vordre anlijtique de de contact est en général égal & s (car o, =0),
misls il peat étre égal 4 s+ 1 (car on peut avoir ¢; = 0); on trouve

sans difficalté que ceci arrive (la droite Z étant donnée) §i la droite Z
appartlent 4 une certame congruende lindaire spéeidle de I'E; S; dont.

la directrice est (z Zp)-

1l nous reste 3 étudier le cas ow le poifit @,y est sitie da’ns
lhyperplan 21 Dalis ce ¢as le point z,* dépend lingdirement de z,*;
proﬁtant de la remharque faite & ld fin du § 3, 6n voit que l'on peut
supposer 2, ¥ =0 d'ot Ha*=0. L’éqﬂatlon (96) e:nge alors, selon (25),
=0, a;=— ﬂo (F0), b= 0. Il en résults sans peine que le -coritact:
des eourbes projétées (i, 02 ést dordre $--1 & et seulement si la
droite Z rencontre la droite (z Zy), z étant toujours le point d’intersection:
de la drmte Z avee l’hyperplan Z. Si lon a donné la courbe C et

Pespace =, ainsi que la droite Z la droite Z dépend de 7 constantes
arbitraires. L’ordre analytique du contact étudié est maintenant toujours.
précisément- égal & s, car ay-==0, a; 0.

§ 6. Autres cas particuliers,

Supposons que potr v =17 adedn espace osculateur & la courbe C°
ne soit Stationnaire, ce qui est exprimé par l'inégalité

(@ @y ... 2,) FO.
En outre, supposons que l'espace X soit osculateur & la courbe C aw

point z,, ce qui donne

S=n—m, F= (X &y -+ Toyg).

Enfin supposons que les espaces Z et Z soient sans point commun ; ceci
donne g = — 1, de maniére que z—= = etla d1mens1on de X, est égale
A m—q—1=m. L'espace Z) & m dimensions étant_contenu dans
l'espace = & s — 1 dimensions, on peut poser

s—1=m-+ 06, 02>0. 2Ty
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L'éspace auxiliaire A ayant s diménsions, on déduit sans peine de nos
hypothéses que les points

2o, ¥, ... T (28)
sont linéairement ihdgpehflénts, tandis- que
m—|-1+k— 2 cvkxv (k = 0 1 2 ) (29)\

Remalquons tout de suite que, I'homographie H étant une correspon--
dance biunivoque entre A4 et X on peut remplacer, dans cet énoncé:
les points z*, (v=0, 1, 2,...) par H z*,. Pareillement, il sensmt des

hypothéses faites que les pomts

1 1 lv
Xoy Xiyvvey Xoy (30)
sont linéairement indépendants?, tandis que
1 s—1 1
Xeyr=2d: X,. k=0, 1, 2,...). (31)
v=0

Nous savons que le contact des courbes projetées C;, C; en z, est.
d’ordre s — 1, le méme nombre étant aussi l'ordre analytique de ce:
contact. Nous allons étudier les cas ou l'ordre du contact étudié est:
s+o0—1 avec 1< o< s Commeigons par le cas =0, s—1=m.
Dans les équations (13), tous les points H z*, qui y ﬁgurent 4 gauche.
sont linéairement indépendants, car 0 < A<Lo — 1< s— 1 =m. Done,
pour quil existe une homographie H satisfaisant aux relations (13), ili
faut et il suffit de choisir les nombres «,, 3, de maniére que les seconds.
membres soient linéairement indépendants. En tenant compte de I'indé--
pendance linéaire des points (80) on voit sans peine qué ceci arTive:
pour o, 30 si et seulement si 6 < s; pour =0, si ot sevlétnent. si.
Lag+ B30 pour 0<AL0x=1 (Ks—1). Done il est toujours pos-
sible de déterminer U'homographie H de mamniére que les courbes projetées:
Cy, C; aient pour v =125 un contact d’ordre s -+ o — 1, ¢ étant un nombre
donné tel que 1< o< s=m+ 1. On voit sans difficulté que I’homo--
graphie H dépend dé (m —o -+ 1)m 4 26 — 1 constantes arbitraires:
pour 1<<o <m et de 2m constantes arbitraires pour 6=m + 1.2 En
partlcuhel on peut toujours prendre e, = 0 poir 0 < » < o — 1 et 3,4 0;.
cela signifie que Pon peut choisir lhomographle H de maniére que les.
courbes prO]etées C,, O, aient pour v —4¢ un contact analytique
d’ordre s+ ¢ —1 (si 1 < o< m+ 1). L’homographie H dépend ici de:
(m — 6 + 1) m 4 6 —1 constintes arbitraires.

Passons au cas @=1, s —1=m -+ 1. Pour 1< o< m+ 1, les
circonstances se présentent de la méme maniére comme pour @ = 0. On

! De plus, on voit aisément que ces points sont égaux & xn,l Lyy oo Ls—1q-

-

2 Rappelons (§ 2) que, la courbé C et les ‘espaces = et Z étant donnés, &

chique homogréplne H correspondeént o' positions de l'espace A
A
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doit prendre: ou «y 30 et les autres a, @, arbitrairement, ou bien
a, =0, Aa;+ B30 pour 0< A< 6 —1 et les autres e,, @, arbitrai-
rement. Done on peut toujours déterminer H de maniére que les courbes
projetées C,, C, aient pour v —¢ un contact d’ordre s--o¢—1
(l<L o< m—+ 1); 'homographie H dépend de (m -0+ 1)m + 20 —1
constantes arbitraires; si 'on demande que le contact de C), C, soit
d’ordre analytique s--o¢ — 1, le nombre des constantes arbitraires
diminue de ¢ unités. Soit maintenant ¢ = m - 2 (=s). Ici, on a une
relation linéaire et une seule entre les premiers membres de (13), &
savoir, selon (29, n
Ha*, = Ze¢, 0%,
v=0
Done on doit choisir les nombres «,, 8, (0<v < m -+ 1) de maniére
que les points
A 1 )
Z(M) @ Xt A X) 0LI<m) (32)
soient linéairement indépendants, et que
’"z,l(m —]—1)

v=0

1 1
(@mpi—y Xyts + By X)) = (33

l b 1 1
2()) @ X+ Ay X))

m
= c
=0 V-—

\
Ici figurent les points (30) (car § — 1 =1 + 1) linéairement indépen-

dants ainsi que le point .X,,,_I_g En remplacant ce dernier point par son
expression tirée de (31) on obtient sans difficulté que I'équation (33)
équivant aux relations suivantes entre les nombres e, 8):

“odm+1,o+(’m+1)“1+60:0m,0a0; (34)

-1 1
aodm—k+1,o+(m_|_ )ak+1+(m+ ]ﬂk——-

k —l— 1
Eim—Ek+4v m—k+v-+1
=X ( + )cm k+v,0“v'1“ 2 ( —l_ T ) Cir—ttv+1,0 By
=t = (35)
agh<m -
O dOO —I_ ﬂm'-l—l :v§0 Cyo ﬂy . (36)
On voit que les nombres «, 8y, 3, ... B» peuvent étre choisis arbitraire-

ment, ce qui détermine sans ambiguité les nombres a;, @ ... Cuyy,
Bniy. Quant & la condition que les points (32) soient linéairement
indépendants, les points (30) étant tels, on déduit que cela exige
:seulement que oy 3= 0 ou bien ¢y=0, 8,3 0. Il résulte donc que I'on
peut déterminer I'homographie H de maniére que les courbes C,, C, aient
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pour v =74 un contact d'ordre 2s—1= 2m + 3; I'bomographie H
dépend de m - 2 constantes arbitraires. L’ordre analytique de ce eontact
est en général égal & s —1; il peut étre égal & s (ce qui diminue d'une
unité le nombres des constantes dont dépend H, car o= 0), mais il
ne peut pas surpasser s, car cela exigerait ay=ca; =0, d'olt 3, =0
d’aprés (34), et nous savons que pour o, =0 on doit avoir &= 0.
Soit enfin ©>2, s—1>m+2. Pour 1Lo6<m+1 on doit,
comme précédemment, prendre a,3=0 ou bien ag=0, 1a, 4 B0
pour 0 <A< ¢ — 1. On peut choisir H de maniére que les courbes c,, C,
aient pour » = % un contact d’ordre s 4+ ¢ — 1; 'homographie I dépend
de (m— 6+ 1)m+ 20— 1 constantes arbitraires; si 'on veut que
l'ordre analytique du coutact étudié soit s+ ¢ — 1, on doit diminuer
de ¢ unité le nombre des constantes arbitraires. Passons au cas 6=m | 2.
On doit choisir les a,, @, de maniére que les points (32) soient linéaire-
ment indépendants et que l'on ait la relation linéaire (33) entre les points
1 1 1

X Xi - Xm+2 . (3"7)

Or ces derniers points sont linéairement indépendants, car m + 2 <s — 1.
11 en résulte que’l'on doit avoir e, =0 ainsi que les relations (34), (35",
(36) ol 'on doit poser @y = 0. 11 en résulte que les nombres 8, 8, ... 8,
peuvent étre choisies arbitrairement, pourvu que 3,30 (afin que les
points (32) soient linéairement indépendants). On peut donc choisir H
de maniére que C, et Cy aient pour v — 4 un contact d’ordre s+ m 4 1;
H dépend de m + 1 constantes arbitraires. I’ordre analytique du contact.
étudié est alors précisément s, car ay =0, mais @, 3= 0 (autrement (34)
donnerait 3, = 0). Enfin, soit 6 > m + 3. Les conditions (13) ne peuvent,
pas étre vérifiées, car les points Ha*, ., Hxz*, s dépendent lindaire-
ment de Ha*), (0< A< m), de maniére que les points ¥y, Ymyg, oWt

oA 1 1
Y= {0(’,)(“va+1+5va)7

devraient dépendre linéairement des points y) (0< A< m); or les
points (87) étant linéairement indépendants, ceci exigerait a,=— (@, =0
ce qui est impossible car la premidre équation (13) donnerait H z,* — O.
Done (pour @ >2) l'ordre du contact des courbes projetées C;, C,
en g, ne peut pas surpasser s | m 4 1.
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