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ROCNIK XXX. - TRIDA 11,' CISLO 15.

K diferenciélni geometrii prostorovych kfivek.

Napsal
Dr. Eduard Gech.

(PfedloZeno dne 28 ledna 1921)

1. Prostorovad kiivka C bud dina v projektivnich soufadmmch

rOancenll
(xl)_*_f’a( )_}_?4 ﬁ)4+".,

(1)
- % A+ 42+ & () +-

Budeme uvazovati C v okoli bodu O (0, 0, 0, 1), v némZ pifmka
¢ (%, =x, =0) jest teCnou a rovina  (x, = 0) oskulaéni rovinou, za pred-
pokladu, Ze ani { ani @ nejsou stacionirni, tedy $,¢; ¥ 0.

Promitneme-li C do oskula¢ni roviny o se vSech bodi pHmky (z,
Zy, 2;) trsu O, maji viecky tyto praméty v O mezi sebou styk &tvrtého
fadu. Spoletnou oskulagni kuZeloseCku téchto praméta- pro kratkost
nazveme kulelosetkou pridruenou pitmce (z,, 2,2, vzhledem k elementu C-
Rovnice primétu C s bodu (2, 2y, 2, 7) do @ jest vysledek eliminace x
z rovnic (1) a rovnic

ViiVe iV = (%2 — X 2) i (%23 — Xz 2p) 1 (% 23 — X3 2y)

a jest tedy -
| y_2=j52( ) +P333023Q3z2( ) +
(2) . L 49,952 249;:2“!‘?54‘73 ( ) +

V rovnici (2) nevyskytuje se z, v koeficientech vypsanych, coZ nase
tvrzeni dokazuje Z (2) vidime téZ, Ze projekce C do w se viech bodi
pevné roviny ¢ svazku ¢ majf styk tfettho ¥4du, a tudiz }akykoh bod R
‘na ¢t mi vzhledem ke vSem pfisludnym kuzelosetkdm tutéz poldru 7.

Rozpravy: Rod. XXX. Tk IL Cis. 15. 1 .
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R, 7, ¢ tvoti obecnou trojinu trilinearity, kterou jsem nazval charakteri- .
stickou trilinearitou elementu Cl) Z rovnice (2) dosp&jeme snadnym
po¢tem k rovnici kuZelosedky, piidruzené ptimce (2, 2,, zs) obdrzime
\4 souradmcfch bodovych

(3) 9 Pt 2% %2 + 6 D22 23 (Ps 2% — g3 20) %y %, — 18 Py° 2,2 % %,
T Bzt bz — G+ paz) — 4 (P32 — ¢ %)) %2 =0,

a v soutadnicich ptimkovych

3" 9 Po% 2,2 uy® - 6 Py 23 (b3 23 — G5 25) Uy 14y — 18 D2® 25% 1y 1y
F 6 (Pats— G2 —3 P2 (D952 — 94‘72 + P45 2)] % =0.

2. Vysetime kratce souvislost pifmek trsu O s kuZeloseCkami jim
piidruZenymi. Rovnice (3) ukazuje, Ze piimky, jimZ pfidruZené kuZelo-
setky obsahuji pevny bod roviny o, tvoif kvadraticky kuZel. Tyto kuZzele
dotykaji se roviny @ podél ¢, a majf zde styk druhého ¥idu: vyjédiime-li

ze (3) jako potenénf fadu v —Z— mame

3
7 3 p2 ( ) +
. Spole¢na kiivost téchto kuZelt ]est rovna + % kiivosti plochy teden
kiivky C.2) Podobné ukazuje rovnice (3'), Ze pfimky, jimZ- pfidruZené
kuZelosetky dotykaji se pevné piimky roviny e, tvoii zase kvadraticky
kuZel. I tyto kuZele dotykaji se @ podél ¢ a maji zde spoleénou knvost
rovnou + } kfivosti plochy tefen, nebot nyni nalezneme

o)+

Tyto vysledky sta&f, abychom konstruktivngé feili tlohu: Zname
kuZelosecky C,, C,, pfidruZené resp. pfimkam p,, #,; jest nalézti kuZelo-
seCku C, piidruzenou pimce ;. .

_ Trojiny - charakteristické trilinearity tvoif: 1. libovolny bod na ¢,
jeho polara vzhledem k C, a rovina (¢ $,) ; 2. libovolny bod na ¢, jeho polara
vzhledem k C, a royina (¢ p,); 3. libovolny bod na ¢, ptimka ¢ a rovina @;
3’. bod O, libovolna ptimka svazku (0, @) a rovina . Tim jest tato tri-

1) Viz moji praci ,,O ktivkovém a plo$ném elementu tfetiho ¥idu pro-
jektivného prostoru®, (jez vyjde v ,,Cas. p. p.m.af.)" kde zejmépa vylozena souvi-
slost této trilinearity s trilinearitou korelativni, Zde vytknu pouze jeden disledek vt
1. c. odvozenych, ktery ndm v dal$im bude uZitenym a jenz snadno se verifikuje:
Zvolme na ¢ kdekoli bod S. Kterykoli kuzel, prongjz kazd4 pHmka svazku (0, @) spolu

" se svou polarni rovinou a s bodem S tvoii trojinu charak. tril. elementu C, méa
podél ¢ kiivost rovnou jedné tfeting kfivosti plochy teden &ary C, PH tom rozumi
se kfivosti rozvinutelné plochy (i kuzele) limita pomé&ru Ghlu dvou teénych rovin
k thlu piisludnych vytvoru]icich ptimek.

3} V., cit. préaci.
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linearita uréena. Rovina (p,, p,) protne @ v piimce p,. Necht rovina =
svazku ¢ spolu s p, d&li p, p, harmonicky a sestrojme bod S, aby S, #y, =
byla jedna trojina charak. trilianerity. Dale sestrojme kuZel K, tak, aby
bod S, kterdkoli ptimka svazku (0, w) a polarn{ rovina jeji vzhledem
ke K, tvorily trojinu charak trilinearity, a aby obsahoval ptimku p,
a tedy i p,. KuZel K, a dvojice rovin [(p, p,), w] =4, stanovi svazek
kuzelti, jemuZ naleZi i dvojice rovin [(p, #), (po1)] =0, V tomto svazku
stanovme kuZele K’, K" tak, aby bylo

o (0,0, K, K') =}, (8,0, K, K") =1.

Rovina (¢ ;) protne K’ mimo v ¢ je$té v piimce " a K" v p"’. KuZelo-
secky C,, C, maji v O styk druhého fadu; protinaji se tedy jesté v jednom
bod& M a maji mimo ¢ dal¥{ spolednou te¢nu m. Sestrojme nyni projekti-
'vitu z mezi fadou bodii na ¢ a svazkem piimek (0, @) takovou, aby kazdy
par prvkil z x spolu s rovinou (¢p,) tvofil trojinu charakteristické tri-
linearity a uvazujme v o svazek X kuZelosedek, pro_n&Z kaidy par prvku
z 7 jest pol a polara. Ve svazku X najdéme kuZelosetku C’ obsahujici M,
a kuZelosetku C”, dotykajici se m. Koneiné sestrojme v X, jemuZ. nlezi
1 kuZelosetka & rozpadapcx se ve dvojndsobnou ¢, kuzelosetku Cy tak, aby

fvaad

COE(CCIC) =t P b

KuZelosetkou hledanoit jest potom C,. Dle véty uvedené v odst. 1.,
pozn., jest totiz ktivost K, podél ¢ rovna - § kiivosti plochy teden &ary C,
a tudfz dle relaci (4) kiivost K', K" rovna resp. + §, + § kfivosti této
" rozvinutelné plochy. V désledku toho jest K’ (K™ mfstem pHmek, jimz
piidruzené kuZelosecky obsahuji M (dotykaji se m); rovina (p,¢) pak
mistem pifmek, jimZ ptidruzené kuZeloselosetky néleZeji svazku Z.
Ptimkam #’, $” jsou tedy pridruzeny resp. kuzelosetky C’, C" a ptimce
- Py Gy, jak bylo tvrzeno.

Poznamenejme je$té¢ mimochodém zajimavou okolnost, Ze vztah
mezi piimkami trsu O a kuZelosetkami jim piidruZ. definuje 1ednoyedno-
znacnow dotykovou transformaci mezi trsem O a rovinou . '

3. Z rovnic (1) kiivky C vypo&teme nyn{ soufadnice jejich te&en.
Tyto jsou imérny determinantiim matice
‘15 5
lZ()t +-
1, p2t+—§—*"—t2+%‘—t3+...,—§—3t2+ "“ sy Loy

Do s Pa I _24__4
e+ By Dipg ey #

pléeme-h pro pohodh ------ =t. Jsou tedy rovnice C v pHimkovych sou-

. fadnicich:
. l *
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P25 4 P29, 5 91’2%‘*“-’(?3‘14 P493) 6
0fn = — 5 -t 70 £t
o) etm=Lopln By
0 Py =1,

ww4ﬂ+“ﬁ'“ﬂ+
om—%ﬂ+%ﬁ+ﬁﬂ+

Kombinujeme-li tyto rovnice linearné tak, aby pravé strana po¢inala
teprve patou mocninou #, a anulujeme-li pak levou stranu, obdrZime
rovnici oskulaénfho linedrniho komplexu & kiivky C: '

(6) , “7512+6P23 CPs1+d;f’34——O

kde '

() a=—4pq3 b =3¢ (P20s—2P:¢) — 2 (P2% — 3 Pa %),
C=2p30; (Poqs — 2 P54s), & = — 4 P2 g%

Invariant komplexu & jest a d =16 $,% ¢;°; nemiie tedy za naSich
predpoklad & byti specialni. Polarn{ rovina bodu (x;, xz, %, %,) vzhledem
kR jest

QU =a Xy — CXy,

(7) L 0uy =—axt+ b, .
ity =cx% —bxy +dx, :
[ :—-—-dxa.

" Bud I' plocha teden &ary C. Jsou-li (yy, ¥,. ¥, soufadnice promén-
ného bodu priseku I" s @, jest

YiiYs Vs =75311~P232;b34.

kde na pravo jest dosaditi z (5); bude tudiz

N2 2 99— 5ad
Vs 25—’"36% +- 540 ¢,* Pt
1’2 s | Pota 12?2?3%‘!"15?3(153‘14 Pags) — 10?294 .
.y4 t+363t3+ 1080 g2 .

a vylou¢ime-li :
Ya 5 Ibz 3 12X 8
S0y ()
3?2 (9693%—110 4% + 720 g5 (Ps 94 — P4 0s) (3’1) +.
10240 qa

(®)
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Oskulaéni kuZelosetku C, priseku I' s @ nazveme s Wilczynskim?)
oskulacni kukeloseckou k#ivky C v bod€ O. Z rovnice (8) vypodteme snadno
rovnici C,; obdrzime v soufadnicich bodovych

) 20 P,% @5(3 P2 s %% + ga %1 X%y — 8 g3 X3 %)
4 [P: (32 g5 95 — 45 q,%) 4 80 g5 (D5 94 — P4 Gs)] %2 =

a v soufadnicich ptfmkovych .

9) 20 P, g5 (4 g3 4,2 + gy 1y 183 — 6 Py @5 % 1y)
— (P2 (24 45 95 — 35 ¢,%) + 60 g3 (D3 @5 — Pa )] #® = 0-

Korelativng definujeme jako oskulaéni kuel kiivky C oskulaénf kuzZel
druhého stupné I, kuzele promitajictho C s O. Rovnici I, moZno od-
voditi stejnou cestou, jako jsme ulinili s C,; jednodudeji viak k ni do-
sp&jeme, uzijeme-li okolnosti bez poltu patrné, Ze I, jest polarni k C,
vzhledem k &. Obdrzime takto z (9') a (7) rovnici I} v soufadnicich
. bodovych: ‘

(10) G (%1, %, %) == 20 ¢,% [4 @52 %2 4 (3 pp @y — 8 D3 Ga) %o % — 6 P52 45 xlxs]
4+ [9 5.2 (4 g5 95— 5 ¢,%) + 60 p, g5 (P3 94— 2 P4 g5) 80 pa 45%] %,*

4. Bodem O vedme libovolnou pifmku (z;, 2, 25). Kuzelosetka Cz(')
pridruzend této ptimce vzhledem k elementu C jest dina rovnici (3).
Kfivky C,® a C, dotykaji se v O a protinaji se tudiz v daldich dvou bodech;
abychom obdrzeli rovnici spojnice téchto dvou prisecikii, ndsobime (3)
vyrazem 20g,% (9) vyrazem — 3 p, 2,2, seteme a délime x,:

Py =060p2q24[(2 P30 — b2 90) 2 — 2 @ 2] %1 -+ 2 Py 45 23 % )
(11) + {20 g5 (8 P3 @5 — 3 P2 04) 22 2 + 240 P2 4% 2, 2, — 80 ¢, 2,°
‘ ‘|‘[3152 (45 g% — 32 9395)*“601’293(1173‘14 5Py qs) —
— 80 p5* %] 2%} %, = 0. o
Rovnice reciproké polary piimky (z,, 2,, 2;) vzhledem k £ jest

(12) Py=2p,q:{{(2Ps0s — 1290 s — 2 @2 2] % + 2 P G5 23 4}
F {40032+ 30 (Pada—2P39s) —2 g3 (P2 g5 — 3 Daqs)] 2} %2 =0.

Prise¢ik M piimek P, =0, P, =0 jest na #; jeho rovnice jest
(13) 2p2qs 2t — [(2Psqs — P2 q) s — 2 g% 2] 14, = 0.

Soufadnice teen vedenych s M k C, obdriime feSenim rovnic (9)
a (13). Jedna z nich je ¢; jako rovnici druhé nalezneme

Py = 60 $.2 ¢5 2, {[(2 1’393“?294)23 ""2%222]951’];'21524333564}
(14) + {20 ¢;° [4 qs® 2.2 -+ (3 P2 qa — 8 D3 45) %2 25) ‘
+ [3? (1592 —8¢3¢;) — 6075293(2 Psda— Pags) +
. _ + 80 $,% ¢,%] 23 %, =0.

1) Wllczynskl Projective differential geometry of curves and.ruled surfaces
str. 250.
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Podobng naleznerie rovnici druhé te¢ny s M k C,®:

Po=360202{[(20:0s — Daqs) 2 — 2 @2 2] %1 -+ 2 P2 45 23 %4}
(16) {2042 [(3 P2 qs — 8 D5 qs) 222 + 4452 2% — 48 P2 g5 2, 2
»+ [9 $2% g2 — 12 P, g5 (4 P5 95 + P4 @) + 80 % ¢,%] 2,4 %, =0.

Srovnanim levych stran rovnic (11), (12), (14), (15) obdriime, pti-
hliZejice k (10), identity S

P, — Py = —2G (z, %, %)%,
P, + P3 = 60 P, 2, Py, '
P, — 4Py = — 5P,

-

Takto jsme vedeni k nisledujicimu vysledku: Bodem O prostorové
ktivky C vedme libovolnou ptimku z (mimo oskula¢ni{ rovinu @ &iry C
v 0) a sestrojme kuZelosetku C,® ptidruzenou piimce.z vzhledem k ele-
mentu C a oskulaéni kuZeloseCku C, kiivky C v 0. Tyto dvé kuZelosetky
maji v O styk pfesné prvého fadu a protinaji se tedy ve dvou (rlznych -
nebo splyvajicich) dalsich bodech, jichZ spojnice bud #,. Dale bud w,
reciprokd poldra z vzhledem k oskul. lin. komplexu & kfivky C v 0. —
Tehdy a jen tehdy, je-li z na oskulaénim kuZeli I, ¢ary C v O, splynou %,
a #, v jedinou pfimku. Oba od O rtzné prusetiky C, a C,® splynou pak
(a jen pak) v jediny, v ném? jest %, = u, spole¢nou te¢nou.r) Neni-li v8ak z
na I, le{ pruselik M piimek #, a u, na tetn& ¢ kiivky C v 0. Vedme
bodem M druhé teény wu,, #, resp. ke kuZelosetkam C, a C,®. Pak plati

(Euyuy ) = — 1, (¢uyuyu) =4.

Stadf poznamenati, Ze kiivost kuZelosedek C,® v O rovna se kiivosti C
(a jest tedy stald), kdeZto kiivost C, v O rovna se tfem &tvrtinam kiivosti C,
abychom seznali, Ze vysledek odvozeny obsahuje postadujici zédklad pki-
sludné konstruktivni teorie.?)

1) Tentospecidlni vysledek dokaze se velmi snadno synteticky, nahradime-li C
oskulaéni kfivkou kubickou. '

1) V této souvislosti jest npozorniti jet¢ na jednu v&tu mé cit. prace: Bud P
iibovolny bod na ¢, p polara P vzhledem k C,, a n poldrnf rovina p vzhledem ke I,.
plak svazek piimek (P, m) nale#i oskul. lin. kongruenci (a tedy i oskul. lin. kom-
Pexu) kiivky C v O. P, p, = tvori, mimochodem fefeno, trojinu charakt. tri-
llnearity elementu C.

XV.



		webmaster@dml.cz
	2015-04-30T12:45:22+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




