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DR. VOJTECH JARNIK

PROFESOR KARLOVY UNIVERSITY

NECO O PROBLEMECH A METODACH MODERNI
MATEMATIKY

1. Uvod.

¢lanku prof. BydZovského mohl &tenaf ziskati predstavu o cel-

kovém charakteru moderni matematiky; v tomto ¢lanku chei

étendfi na nékolika piikladech podrobndji ukazati, jaké pro-

blémy si matematika klade, jakych metod pouziva k jejich

zkouméni, k jakym vysledkim dospiva. Vedle toho mél bych
vlastné pojednati je$t€ o dvou vécech: jednak o aplikacich matematiky,
jednak o zdkladech, na nichZ veSkerd matematika spoc¢iva. Témito otazkami
nebudu se v3ak zabyvati z déivodd, jeZ se pokusim naznaditi.

Chci-li néjakou nauku aplikovati, musim ji napfed dokonale ovladati;
musil bych tudiZ napsati diive Siroce zaloZenou ucebnici matematiky, nez
bych mohl néco hlubsiho ¥ici o jejich aplikacich. Ostatné v ¢lancich tohoto
dila, jez se zabyvaji teoretickou fysikou, bude jisté na piislusnych mistech
o aplikacich matematiky uéinéna zminka.

Také zdklady matematiky daji se sotva popularné vyloziti. Jako kazda
véda, tak i matematika musi vychazeti z nékolika zdkladnich predpokladii,
na nichZ stavi a jez pFijim4 bez dikazu. Plivab a vnitfni dokonalost mate-
matiky spociva z velké ¢4sti v tom, ze tyto predpoklady jsou velmi jedno-
duché a vnucuji se ndm téméf neodolatelnd; pres to nejsou nikterak samo-
zfejmé a jejich kritické zkoumdéni tvoii dilezity obor védni, v némzZ mate-
matika se stykd s filosofii. Tyto predpoklady lezi v tajemnych hlubinich
samotnych zékladd lidského mys$leni a neni proto snadno k nim proniknouti;
jen matematik hluboce odborné vzdélany a k tomu silné filosoficky zaloZeny
miize se s uspéchem vénovati studiu téchto otazek.

Ztstanu tedy v tomto ¢lanku u problémii, metod a vysledkii matematiky.
Pfi tom nemohu se ovSem zabyvati onémi obory, jez by od Cétenafe vyzado-
valy hlub$iho odborného vzdé&lani; a timto omezenim vyluduji jiZz aspoft
99 procent veskeré matematiky. Proto poda tento ¢lanek ¢&tenari pouze né-
kolik vzork®, nékolik ukazek matematickych problém®, metod a poucek.
PFi tom omezim se na dva typy problémi, jeZ se tykaji pojmi, laikovi velmi
snadno srozumitelnych: v odst. 3, 4, 5, 6 mluvim o vlastnostech celych klad-
nych &isel (t. j. &isel 1, 2, 3, 4,...), v odst. 8. vykladam zdklady teorie mnoz-
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Matematik a podtaf

stvi.l) Oba typy problémt pFedpokladaji tak nepatrnou znalost matematiky
(vlastné téméf nic), ze budu v odstavci 3. a 8. moci provadéti i dikazy;
&tend¥ bude tedy moci prodélati dvé ukazky matematiky zcela podrobné,
tak jako matematik-odbornik. Pouze formu vykladu volim oviem daleko
obsirnéjsi, nez bych ué&inil v knize, uréené odborniktim.2) Ctenai se nemusi
obévati, ze budu od ného pozadovati odbornych védomosti: zapomnél-li, co to
jsou prvodisla, periodické desetinné zlomky, pravoihlé soufadnice, dovi se to
podrobné v odst. 3, 7, 8. Prosim laskavého ¢tenafe, aby se v odst. 2, 3, 7, 8
drZel co nejvice tekstu a nepoustél prili§ uzdy své fantasii; mohl by za-
bloudit. Problémy a metody, o nichZ mluvim v odst. 3. a 8, jsou tak este-
ticky dckonalé, Ze ani neobratny vyklad jich nemitiZze zcela pokaziti; snad
se v nich ¢tenafi alesponi néco zalibi.

Okolnost, Ze jsem vybral z celé matematiky jen dva malé useky (lépe
fe¢eno: malé ukazky ze dvou vétSich tsekil), ma ovSem jednu nevyhodu-
ony useky budou se &tendfi jeviti jako dva osamélé ostritvky. Nebudu tedy
bohuzZel moci uk&zati ¢tenafi bohaté a asto prekvapujici souvislosti mezi
nejriznéjsimi obory matematiky, jeZ tvofi podstatny rys jejiho charakteru,
jez prispivaji neobylejnou mérou k jeji estetické dokonalosti a zarovei
zmnohondsobuji vyznam jednotlivych metod a poucek.

Ve vefejnosti setkdvame se leckdy s predsudky, tykajicimi se matematiky;
nékteré z nich vznikaji z p¥ecenovani, jiné z podcefovani matematiky, jiné
z neznalosti jejich metod; na pfisluSnych mistech tohoto ¢lanku snazil jsem
se jim Celiti drobnymi pozndmkami.3)

Prosim &tenafe, aby se s¢ mnou laskavé pustil do slibenych ukazek mate-
matiky; snaZil jsem se, aby se tento ¢lanek co nejméné podobal hodiné mate-
matiky ve Skole.

2. Matematik a poétar. Vitsina lidi predstavuje si praci matematikovu
takio: matematik pocCitd. Lecktery matematik ovSem leckdy pocitd; ale
matematik daleko vice uvaZuje. Mezi vynikajicim matematikem a t. zv. za-

1) Cc¢ je to »mnoZstvic, poznd ¢&tend¥ podle »>definice« a piikladd v odst. 8.

2) V odst. 4, 5, 6 probirdm né&které velmi elementarné vypadajici problémy, jejichz FeSeni je vSak
nesmirné obtiZzné; proto nemohu v téchto odstaveich mluviti o metoddch, nybrz mohu pouze referovati
o vysledcich. Ctenaf, kterého by odst. 4, 5, 6 nezajimaly, mtZe je proéisti jen zbé&Zné.

3) O jedné véci chtél bych se je§t€ zminiti. Matematika nejednd o pfedmétech hmotného svéta,
nybrz pouze o jakychsi (byf velmi vhodné a pfirozené sestrojenych) abstrakcich. UZivdme-li tedy
matematiky na jevy hmotného svéta (jak to Casto &inime v astronomii, ve fysice atd.), neprovadime
tim jiz &istou, ryzi matematiku, nybrZ aplikaci matematiky. A tspéch &i nelspéch této aplikace ne-
dokazuje sprdvnost ¢i nesprdavnost pfislusné matematické ivahy, nybrZ pouze ukazuje, zda byla ma-
tematika aplikovana vhodné. Z nedbani této okolnosti asto vznikd — podle osobniho zaloZeni — bud
nezaslouZené precefiovdni nebo nezaslouZené podcefiovdni matematiky. Nesmime si mysliti, Ze veSkeré
pFirodni a duSevni déni d4d se matematicky formulovati a zvlddnouti; na druhé strané nesmime odsuzovati
matematiku, “jestlize pf¥i nevhodné aplikaci nam déd vysledek neshodujici se se skutelnosti. V nékterych
véddch (na pf. v nékterych &4stech astronomie a fysiky) vede aplikace matematiky k vysledkim
prakticky naprosto spolehlivym; jinde (na pf. v technickych védach, kde &asto, abychom problém mohli
matematicky zvladnouti, musime &initi zjednodu3ujici pfedpoklady, jeZ ve skutednosti jsou splnény jen
pFiblizné) vede matematika k cennym, v celku spravnym vysledkiim, jez vSak nevystihuji oby&ejné
viech podrobnosti a moZnych odchylek; koneén& v jinych védich (na pf. ve filosofii, v psychologii,
v estetice a pod.) se matematika téméF nedd aplikovati: uZijeme-li ji pfes to, dostaneme vysledky,
jez vétSinou mohou miti nejvySe cenu orienta&ni, nikoliv vSak prikaznou.
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zraCnym poctafem je tedy zdsadni rozdil; mnoho zdzraénych pocétait bylo
zcela bez matematického nadani a mnozi vynikajici matematikové byli jen
primérnymi nebo i podprimérnymi poétafi (ovSem velmi Casto vynikajici
matematikové byvaji i vybornymi po&tafi). Abych vam tento rozdil zietel-
néji vytkl, povim vdm jednu velmi otfepanou, ale pro nas tdcel, jak se mi
zd4, vhodnou matematickou anekdotu.

KdyZ byl genidlni matematik Gauss!) zakem obecné Skoly, chtél miti pan
uditel jednou na chvili pokoj a dal proto Zakéim tento tkol: seététe viechna
éisla od 1 aZz do 100; t. j. vypoctéte soutet 1+2+3+ ...7+99+100. Ostatni
Zaci se s tim dlouho hmozdili, ale Gauss byl brzo hotov. Pomohl si totiz touto
dvahou: seétu-li prvni a posledni ¢len, 1+100, dostanu 101; sectu-li druhy
a predposledni ¢len, 2+99, dostanu opét 101; seétu-li tfeti &len od zadatku
a {feti ¢len od konce, 3198, dostanu opét 101; atd. Tim jsem tdch sto s¢itanci
rozdélil na 50 part; kazdy ten par dava soudet 101, cely soulet tedy jest
50X101=5050. Touto dvahou projevil Gauss své matemalické (nikoliv poctdr-
ské) nadani. :

Kdyby byl byval ve tiidé tehdy néjaky zvlasi¢ zruény podéta¥, mozna, ze
by byl svij vypolet provedl diive, nez Gauss si promyslil svou tvahu;
pfes to viak postup Gausstiv byl by ziistal nesrovnatelné cennéjsi. Nebof,
kdyby byl dan na piiklad tkol, sedisti viechna cela &isla od 1 a% do 1,000.000,
byl by jisté i nejzru&néjsi poctat potieboval velmi dlouhou dobu; Gauss by
vSak byl klidné uvaZoval zcela tak, jako p¥ed tim: ten milion séitanct roz-

délim na 500.000 part, z nichz kazdy d4 soucet 1,000.001:
1+1,000.000; 2+999.999; 3+999.998; 4+999.997 atd.
Celkovy soucet tedy jest:
500.000<1,000.001 = 500.000,500.000.

Kratce Feceno, Gauss odvodil svou tvahou vlastné obecny vzorec, podle
kterého lze pocitat soucet vSech celych &isel od 1 aZ do libovolného &isla n:?)

(1) t+2+5+ . o= 20ED
(na pFiklad 1+2+3+ ... +100 = 19(-»2(& =5030).

Tento (oviem zcela trividlni) p¥iklad sice ukazuje, Ze pro mnohé tcely je
matematickd dvaha vyhodnéjsi nez pouhé mechanické poéitani. Ale ptes to
nevystihuje tento piiklad plné vyznamu matematickych tvah; takovy soulet,
na piiklad 1+2+3+ ... +100, d& se sice nejvyhodnéji poditati pomoci vzorce
(1), mohli bychom jej vSak také pocitat bez jakékoliv dvahy prostd me-
chanickym séitdnim. V tomto pFipadé nadm tedy matematickd tivaha pouze

1) K. B. Gauss (1777—1855), némecky matematik; nechybim asi, nazvu-li ho nejvétSim matematikem
novovéku; dovrsitel star$siho obdobi a zékladni sloup moderni matematiky; krajné v3estranny a jedi-
neéné hluboky; velkolepy v koncepci a dokonaly v provedeni.

2) Je-li &slo n sudé, dokdze se tento vzorec obecné pFesné tak, jak bylo vylieno; je-li &islo n liché,
je zapotfebi malé zmény v dikazu, na kterou &tendF — bavi-li ho to — bez velké ndmahy sam pfijde.
OvSem Ze matematikové znali tento vzorec jiZ pfed Gaussem.
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Prvodéisla

usnadnila vypodet, ktery bychom i bez té tivahy byli mohli provésti — byt
mnohem naméhavéji. V matematice se vSak vyskytuji i takové problémy,
kterych vibec neni moZno FeSit pouhym poditdnim, které jest nutno Fesiti
matematickou tdvahou; a takovych problémi je dokonce v matematice pte-
vazna vétsina a jsou to pravé otdzky nejdileZitéj$i. Abychom poznali, jak
takové problémy vypadaji a jak se Fesi, polozime si a zodpovime v nasle-
dujicim odstavci tuto otdzku: Kolik je prvocéisel?!) Je jich koneény pocet,
nebo jich je nekoneéné mnoho? Prozradim jiz ted, Ze odpovéd zni: jest
nekoneéné mnoho prvocisel.

Vidime, Ze tento problém pati¥i mezi ty problémy, které viilbec neni mozno
feSit pouhym poéitanim bez matematickych tdvah; trpélivy poctaf snadno

najde deset prvodisel, sto prvolisel a — ma-li dosti ¢asu — tieba tisic
prvodisel: ale nikdy nemtiZe pouhym poéitanim nalézti nekonetné mnoho
prvodisel.

3. Proodisla. Zakladem matematiky — pokud jedna o ¢&islech?) (v obvyklém
smyslu) — jsou celd kladna éisla

1, 2, 3,4, 5,6, 7,8 9, 10, 11, 12,... atd.

Této Ffadé iikava se prirozeni Ffada d&iselnd. Tato Fada jest nekoneéna;
to znamen4: 7adny &len této fady neni poslednim &lenem; af si vezmu jaké-
koliv ¢islo celé kladné, existuji vzdy ¢isla (cela kladna), jez jsou vétsi nex
toto éislo (t. j., jez v pFirozené Fadé Ciselné lezi za tim &islem). Dvé takova
celd kladna ¢&isla mizeme déliti, a tu miZe nastati dvoji p¥ipad: bud to
déleni »vyjde« beze zbytku, t. j. podil je celé ¢islo (ptiklady: 6:3=2, 10:2=5,
2:1=2, 3:3=1), nebo to déleni nevyjde beze zbytku, podil je &islo lomené
(pfiklady 12:5=2+2/,, 17:8=2+1/,, 1:.3=13). Jestlize déleni dvou celych
kladnych éisel a:b vyjde beze zbytku (t. j. jestlize podil je ¢&islo celé), ¥ika-
me, 7e Cislo a je délitelno ¢islem b (na priklad 3est je délitelno t¥emi, deset
je délitelno dvéma, dvé je délitelno jedni¢kou, tfi je délitelno tfemi). Kazdé
&islo celé kladné je samoziejmé délitelno jednickou a sebou samym. Cislo
(celé kladné a vé&tsi nez 1), které uz neni délitelno Zadnym jinym d&islem
(nez jedni¢kou a sebou samym), nazyva se proodislo3) Nejmensi prvocisla,
jak &tenaf snadno zjisti, jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 atd.; &islo 18
na pf. neni prvodislem, nebof je délitelno na p¥. ‘dvéma (a také tiemi,
Sesti, deviti).

Je vdm asi zndmo ze stiedni Skoly (a neni-li vdim to zndmo, prosim,
abyste mi to véfili), ze kazdé Cislo (celé kladné a v&t$i nez 1), které samo
neni prvocislem, da se rozloZiti na soudin prvocisel; na p¥.:

6=2X3; 210=2X3X5X7, 36=2X2X3X3, 8=2X2X2

1) Ctenaf, ktery snad pozapomnél, co to jsou prvolisla, nemusi se lekat: v pFistim odstavci budu
o nich obSirné mluvit.

?) Copak vibec matematika jednad také je$t¢ o nélem jiném neZ o &islech? Zajisté; my se sice
budeme v tomto ¢&ldnku zabyvati hlavné é&isly, v moderni matematice je viak mnoho obord, jeZ ne-
spolivaji piimo na pojmu é&fsla.

3) Jedni¢ka se tedy nepoclitd mezi prvoéisla; to je icelné z mnoha divodd.
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Néco o problémech a metoddch moderni matematiky

(pfi Cemz ovSem nékterd prvoéisla se v tom soudinu mohou vyskytovati
i vicekrdte neZ jednou, jako na p¥. u &isla 8 nebo 36). Z toho je vidét, Ze
kazdé cislo (celé kladné, vétsi nez 1) je délilelno alespon jednim proocislem;
nebot bud to &islo je samo prvoéislem a tedy délitelno samo sebou (7 je
délitelno sedmi), nebo to ¢éislo neni prvocéislem a potom je délitelno kazdym
prvocislem, jez se vyskytuje v tom soudinu (na pf. 24=2X2X2%3, tedy
24 je délitelno dvéma — a také ovSem tfemi).

Predstavte si nyni, Ze vezmete nékolik prvolisel, sestrojite jejich soudin
a pridtete k nému jednicku; na p¥. 2X5X7X11+1 (¢ili 771); je jasno, Ze
toto ¢islo neni délitelno Zddnym prvocéislem, které
v tom souinu vystupuje, t. j. pro nas piiklad ¢&is. 771 neni dé-
litelno ani dvéma ani péti ani sedmi ani jedendcti; nebof délim-li to &islo
tieba péti, potom déleni toho soucinu 2X5X7X11 vyjde beze zbytku a na
konec pfistoupi zbytek 1. Této — skoro samoziejmé — poznadmky za
chvili pouzijeme.

Budeme se nyni zabyvati prvoéiselnou fadou

2 2,3,5,7 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53 59, 61, 67, 71, 73.
a rozfeéime otdzku, kterou jsem nadhodil v piedeslém odstavci: je tato
prvodiselnd fada konecna ¢i nekoneéna? Jinak FeCeno: skonéi se tato fada
u nékterého prvocisla, ¢i je mozZzno za kazdym prvoéislem nalézti jesté
dalsi prvoéislo? DokdZeme, 7¢ fada prvocliselnad jest neko-
nelna, t. . dokdZeme: za kaZdym prvodéislem lezi je$té dal$i prvoéislo.
To znamena (jeZto ta fada (2) je sefazena podle velikosti): vezmu-li libo-
volné prvocislo p, potom existuje prvocislo, jez je vétsi nez p.

Tento posledni vyrok dokdzeme. Vezméme néjaké prvocislo (jakékoliv)

a ozna¢me je pismenem p. Sestrojme souin vSech prvocisel az do ¢isla p:

2X3X5X7X...Xp
(t. j. sestrojime soucin vSech prvolisel, kterd nejsou vétsi nez p); pii-
¢téme k tomu soulinu jedni¢ku; dostaneme &islo
2X3X5X7X...Xp+1.

Toto Cislo je celé kladné a vétsi nez 1; tedy jest délitelno aspon jednim
prvotislem. Za druhé to ¢islo neni délitelno ani dvéma, ani tfemi, ani péti
atd.; kratce, toto ¢islo neni délitelno Za&dnym prvocislem od 2 az do p; jezto
vSak né jak ym prvocislem musi to &islo 2X3X5X7X ... X p+1 byt
délitelno, musi byt to ¢islo délitelno néjakym prvoéislem, které je vétsi
nez p. Néjaké (asponi jedno) prvoclislo véts$i neZz p musi tedy existovat. Tim
je vSak zddany dtkaz proveden, nebof jsme dokézali: af je p jakékoliv
prvocislo, vzdy existuje prvocéislo vétsi nez p.

Diikaz, ktery jsme pravé podali, mtize ndm slouzit jako typ matema-
tickych dtikazt. Vidite, Ze v tomto dtikazu hlavni roli hraje nikoliv po-
¢itani (vzdyf skoro Zadné poditdni v ném mneni), nybrZz jednoduchd, ale
originadlni a esteticky velmi uspokojujici tivaha.

Problém, ktery jsme zde roziesili, je velmi stary; také feSeni, které jsme
podali, je velmi staré: bylo zndmo uZ Euklidovi.l)

1) Okolo r. 300 pfed Kristem.
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Prvodliselnda dvojéata

4. Jiné problémy o prvocislech. Kdyz uZ jsme se zastavili u prvocisel,
zminim se v tomto odstavci stru¢né o nékolika jinych otazkach, tykajicich
se prvocisel. Zrovna tak jako problém, vySetfovany v prede$lém odstavei,
jsou i tyto problémy hodné staré (ale pFece jen o hodnd mladsi); kdezto
vSak Feseni problému, vySetfovaného v predeslém odstavci, jest také velmi
staré a velmi jednoduché, jest FeSeni problémt tohoto odstavce krajné obtiz-
né: vsechny tyto problémy jsou dosud feSeny pouze z &asti; a i toto
Castetné Feseni jest dilem teprve ndkolika poslednich desitileti; p¥i tom
vyzaduji dikazy tolika odbornych znalosti a jsou tak sloZité, Ze v tomto
odstavci se budu musit omeziti pouze na formulaci téch problémi a na
referovani o vysledcich, jichZz bylo dosaZeno: o metodach, jichZz se p¥i tom
uziva, nebudu se moci ani zminiti.

A) Proocdiselnd dvojéata. V prvoéiselné radé (2) vyskytuji se dvojice
prvodisel, jichZz rozdil se rovnad dvéma: 3 a 5, 5 a 7, 11 a 13, 17 a 19,
29 a 31, 41 a 43, 59 a 61, 71 a 73 atd.; takovym dvojicim se ¥ik4 prvociselna
dvojcata. Otazku, zda existuje nekoneéné mnoho prvocisel, zodpovédéli jsme
velmi jednodus$e v predeslém odstaveci. Zato otdzka, zda existuje ne-
koneéné mnoho prvoéiselnych dvojc¢at, neni dosud roz-
FeSena; vratim se jesté k této otazce nékolika slovy na konci tohoto odstavce.

B) Goldbachiiv problém. Pokusme se vyjadiovati sud4 &isla vétsi nez 2«

pomoci souétu dvou prvoéisel: 4=2+2 6=3+3, 8=3+5, 10=3+7=5+5,

12=5+7, 14=3+11=7+7, 16=5+11=3+13,
18=5+13=7+11, 20=3+17=7+15.

Vidime, 7e aZ do dvacitky to jde'); a pokud sahaji vypoclty, ncpfislo se
dosud na Z4dnou vyjimku (na pf. 130=59+71). Jest tedy na snadé, poloziti
si otdzku: d4 se skuteénd kazdé sudé ¢islo (vétsi nez 2) vy-
jad¥iti jako soudet dvou prvodisel? Tuto otdzku nadhodil
jiz Goldbach (1742), nebyla vSak dosud roziesena. Jesté pfed neddvnem ne-
védéli jsme v tomto sméru viibec nic bezpecného; teprve v poslednich letech
vnesly vyzkumy Hardyho a Littlewooda?) (1921) a pojednéni ruského mate-
matika Snirlmana (1930) vice jasna do této otdzky. Vysledky Hardyho a
Littlewoodovy znéji p#ilis ucend; ale vysledek Snirlmantiv mohu uvésti. Snirl-
man totiz dokézal: kazdé sudé Eislo (vétsi nez dvd) d4 se vy-
jadd¥iti jako soucet nejvysSe jednoho milionu prvo-
¢isel. Milion je sice o hodné vic nez dvé, tedy Snirlman nerozieSil ten
Goldbachtiv problém tplnd; ale pfece rozieSil podstatnou jeho ¢&ast.
Sudych ¢&isel (véisich ne% 2) je totiz nekon eén & mnoho: 4, 6, 8, 10, 12...;
pres to viak, chceme-li libovolné, sebe vétsi sudé &islo (t¥eba

1000000000000000 000000000000000 000000000000000 000000000000060 00000000000)

1) Kazdé ¢&islo sudé od 4 a% do 20 dd se tedy vyjadfiti jako soudet dvou prvodisel; oviem obé& ta
prvoéisla mohou si byt rovna (na pf. 6 = 3-L3); v nékterych pfipadech je moZno takovych vyjidien:

vice nez jedno, na pf. 10 =347 =54.5.
2) Hardy (profesor v Oxfordu) a Littlewood (profesor v Cambridgi) patfi mezi nejznamenitéjsi

matematiky souasné doby; mnoho praci napsali' spole¢né.

12



Néco o problémech a metoddch moderni matematiky

vyjadfiti jako soudet prvocisel, nemusime nikdy (v Z4dném z téch nekone&né
mnoha pfipadi) vziti vice nez milion séitanci.

Zde musim ¢&tenadfe poprosit za odpusténi; pro vét3i konkrétnost jsem
fekl jen 99% pravdy. Stoprocentni pravda jest tato:!). Snirlman nedokéazal,
7e vysta¢ime pravé s milionem séitanct, nybrz dokazal, 7e vystadime
s jistym p evnym poétem sCitancti (ozname ten pocet pismenem c). Hod-
nota toho &isla ¢ by se s jakousi ndimahou dala podle metody Snirlmanovy
vypoditat; moznd, ze by vySel milion, mozné, Ze by vysla tfeba miliarda
nebo néco jiného — ale na tom mnoho nezilezi; hlavni je, Ze takové &islo ¢
viibec existuje. Jisté by Snirlmanovou metodou vySla pro c znaéné velka
hodnota, takze definitivhiho feSeni (kterému by odpovidala hodnota c¢c=2)
sotva by se Snirlmanovou metodou dalo dosdhnouti.

C) Hustota prooéiselné rady. Vezméme prirozenou Fadu ¢&iselnou

1,2,3,4,56,...;
kazdé druhé &islo této fady je sudé; ¢ili, abych tak Fekl, fada sudych é&isel

2, 4, 6, 8, 10,

mé shustotu« rovnou 1%. Zrovna tak bychom mohh fici, Ze Fada ¢&isel déli-
telnych péti

5, 10, 15, 20, 25, ...
mé hustotu rovnou /;; nebo Ze Fada &isel, jez déleny jsouce desiti davaji
zbytek rovny jedné

1, 11, 21, 31, 41, ...
m4 hustotu rovnou 1/,, atd.

Podivame-li se na fadu prvocisel
2, 5,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,

nevidime na prvni pohled Z&adné z&konitosti: mezi prvoéisly jsou mezery
tu vétsi, tu menSi. Pfes to viak, vezmeme-li hodné velky kus té prvociselné
tady, vyrovnavaji se tyto nepravidelnosti do jisté miry, takZe miZeme
mluvit o jakési »stiedni hustoté prvocisel«; a vznikaji tedy tyto dva pro-
blémy 1. zjistit, Ze skutedné se tyto nepravidelnosti vyrovnavaji do té
miry, ze lze mluviti o jakési stiedni hustoté prvodisel a stanoviti tuto stfedni
hustotu; 2. zjistiti, jak veliké jsou odchylky skuteéné (kolisavé) hustoty od
oné stiedni hustoty.?)

Prvni z téchto problémt — aé byl jiZ ddvno poloZen — byl rozieSen
teprve r. 1896 Hadamardem.3) Ukazalo se pfi tom, Ze hustota prvoéiselné
fady je nesrovnatelnd menSi neZ na pf. hustota Fady sudych &isel nebo
hustota fady c¢isel délitelnych péti a pod. Druhy problém patii mezi nej-
vétsi a nejiporndji obléhané problémy dneSni matematiky — neni vsak

1) Ctenaf, ktery se nezajimd o podrobnosti, miZe tento odstavec vynechati.

2) Ctendf nechf laskavé promine, Ze mluvim na tomto misté p¥ili§ neuréité; k pfesné formulaci
obou problémid potfeboval bych v3ak pojmd pfFili§ odbornych; néco blizsiho o tom najde &tendf,
preje-li si, o nékolik Fadek pozdé&ji.

3) Soulasné s nim rozfeSil tento problém téZ de la Vallée-Poussin. Hadamardovi

viak nalezi
zésluha, Ze v letech 1892—3 prvni dokazal fadu vét, jichZ ke kone&nému FeSeni bylo tfeba.
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dosud zcela rozieSen, a¢ jsou zndmy cenné &aste¢né vysledky; definitivni
ieSeni nardZi vSak dosud na nepifekonatelné potize a kazdy krtcek ku
predu je pozdravovéan nadSenym jasotem obléhajicich matematik.

[Jmenuji zde nckolik generalt: B. Riemann (1826—1866), genidlni né-
mecky matematik, ktery vytycil obecné zdklady obléhaciho planu; ze sou-
Casnych matematikd znamenity francouzsky matematik Hadamard, Angli-
tané Hardy a Littlewood, Némci Landau a Mangoldt (zemfely pied né-
kolika 1éty), Belgi¢an de la Vallée-Poussin, D4n H. Bohr a jini.|

Pro ¢étenare, ktery by se chtél dovédéti néco blizsiho, podotykéam jests
toto: v onom prvnim problému (stanoveni stfedni hustoty prvoéisel) jde
vlastné o tuto otdzku: vezmu-li velky kus prFirozené fady C¢iselné, tfeba
viechna ¢isla od 1 az do 999, tu p#iblizné jedna polovina téch ¢&isel bude
sudych, pFiblizné jedna pétina jich bude délitelna péti a podobné: kladu
si nyni obdobny problém pro prvodisla: vezmu vSechna kladna celd é&isla
od 1 az do x a ptam se, kolik je mezi nimi prvoéisel; pocet téch prvocisel
(od 1 az do x) oznafme znakem = (x). Otazka tedy je: jak velky asi je
ten polet n (x) — hlavné kdyz x je velké? Hadamardova odpovéd zni asi

takto: pro velké hodnoty x je m(x) pfibliZzné rovno vyrazu lo;‘_x ; to zna-

mené: kdyZ x roste nade vSechny meze, tu podil = (x): se neomezené

log x
blizi jedni¢ce. Tolik pro ¢tendfe, ktery chce byt podrobnéji informovan.

Jesté malou pozndmku o prvoéiselnych dvojéatech. Jak jsem jiz pozna-
menal, nevime ani, je-li téch dvojcat koneény nebo nekoneény pocet; ale
1 kdyZ snad jich je nekonené mnoho (coz je dosti pravdépodobné), je
hustota téch dvoj¢at daleko men$i nez hustota prvocéisel; zhruba Feéeno,
hustota prvoéiselnych dvojéat v poméru k hustoté vSech prvocisel je nej-
vyse takovd jako hustota fady prvocisel v poméru k hustoté pfirozené Fady
éiselné. Tento — tusim, dosud jediny — tplné dokdzany vysledek o dvoj-
catech pochdzi od norského matematika V. Bruna (1919).

5. Waringiio problém. Otazky, kterymi jsme se zabyvali v pFfedchdzejicim
odstavci, tykaji se vlastnosti ¢isel celych; nauka, kterd se zabyvéa vlastnostmi
éisel celych, nazyva se teorie ¢isel. V tomto a v pfristim odstavci chci
se zminiti je$t€ o dvou slavnych problémech z teorie &isel. Prvni z nich
je t. zv. WaringQv problém; vyloZim jej nap¥ed na jednoduchém specialnim

ptipadé.
Vezméme prirozenou ¥adu &iselnou
1, 2,3, 4, ...
a umocnéme ta ¢isla na druhou; dostaneme Fadu
(I1.) 1, 4,9, 16, ...;

¢isla této Ffady budu nazyvati »Gplnymi Etvercic. Cislo 25 je tedy uplnym
&tvercem; Cislo 13 neni sice uplnym &étvercem, je vSak souétem dvou tdplnych
Gtvercti: 13=4+9; &islo 6 neni ani Gplnym ¢tvercem ani se ned4 psati jako
soudet dvou dplnych &tvercti (jak ¢tenaf snadno zjisti), d4 se vSak psati jako
soudet t¥i uplnych ¢&tvercti: 6=4+1+1; u &isla 7 (jak ¢tenat ihned zjisti)
nestadi jeSté ani tfi iplné tverce, stadi viak ¢ty¥i iplné étverce: 7=4+1+1+1.
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Podivuhodné je vSak, Ze u z&dného ¢&isla neni zapotiebi vice nez ¢tyf sdéi-

tancti; plati totiz véta: Kazdé celé kladné &islo d&d se vyja-

dfiti jako soucet nejvyse &tyf tplnych ¢tvercil)
Podobnou otdzku miiZeme si poloZziti pro fadu tfetich mocnin

(1IL.) 1, 8, 27, 64, ...;

da se dokézati: kazdé celé kladné &islo da se vyjadfiti jako soulet mej-
vySe deviti tfetich mocnin. (Ctendf si sdm mitiZe pFfezkoumat, Ze Cislo
23=8+8+1+1+1+1+1+1+1 vyzaduje skuteéné deviti séitanci. Zec téch
s¢itancii je zapotiebi vice nez u uplnych &tverct, je pochopitelno, jezto fada
(I11) vykazuje daleko vétsi mezery nez fada (II).) Waring (1770) polozil si
otdzku: plati obdobnd véta také pro &tvrté mocniny, paté mocniny atd.?
Tento problém zistal dlouho nerozieSen; teprve Hilbertovi (1909) podafilo se
zodpovédéti tuto otdazku kladn & (Hilbert — ktery pravem jest povaZovan
za nejvétsiho ze zijicich matematik — dokézal tedy toto: BudiZ s libovolné
celé kladné ¢islo; sestrojme Fadu

(S) 15, 25, 3%, 45, ...

potom existuje &islo k takové, ze kazdé celé kladné &islo d& se vyjadftiti
jako soulet nejvySe k scitanct, vybranych z fady (S).)

Tim oviem neni cely problém jesté vycerpan; vidéli jsme, Ze u dplnych
étvercti stadi pravé &Styfi séitanci (tFi vSak jeSté ne), u tfetich mocnin staéi
pravé devét séitanci (osm vSak jesté ne). Vznika tedy dalsi otdzka: s kolika
sCitanci vystaéime pravé u ¢étvrtych mocnin, s kolika u patych mocnin atd.
Tato otdzka neni dosud zcela rozieSena; dileZité prispévky podali k ni
Hardy a Littlewood ve svych pracich, jez naleZeji k nejpozoruhodnéjsim,
ale téz k nejtézsim partiim moderni matematiky; téZ rusky matematik Vino-
gradov velmi podstatné prispél k pokroku v této otdzce. (Piisluiné préce
téchto tfi matematikit vznikly vesmés v poslednim desitileti.)

6. Fermatiio problém. Jiz v predeslém odstavci vyslovili jsme jméno
Fermatovo; laikim je vSak toto jméno znaméjsi v souvislosti s jinym pro-
blémem, o kterém nyni se zminim. Jest mozno nalézti t¥i celd, kladna
disla x, y, z, jez spliuji vztah x2+y2=22; stadi vziti na pf. x=3, y=4,
z=5, nebof 32-+42=52 (rovnéZ bychom mohli vziti x=8, y=15, z=17, ncbof
82+152=172 atd.). Naproti tomu d4i se dokazati, ¢ ncexistuji celd
kladn4 &isla x, y, z, jez by spliiovala vztah x3*+y*=23; a obdobny vysledck
plati pro mocnitel 4 (t. j. pro rovnici x*+y*=z*). Fermat vyslovil domnénku.
Ze tento vysledek plati obecné. Fermatova domnénka tedy zni: je-li n
celé ¢Eislo vétsSi nez 2, potom neexistuji celd kladnéd
éisla x, y, 2 jezbyspliiovala vztah xn+yr=2zn,

Tento slavny problém?) nebyl dosud rozfeSen; pokouseclo se o né¢j mnoho
diletantii (podnicenych asi velkou cenou, kterd byla na ¥eSeni tohoto pro-
blému vypsédna, a slavou, ktera fesSitele oéekava) a mnozi z nich se domnivali,

1) Tuto vétu vyslovil genidlni francouzsky matematik Fermat (1601—1665).
?) T. j. otdzka, zde tato domnénka je sprdvnd & nesprdvnd.
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7¢ problém rozieSili — vSechny ty dikazy obsahuji vSsak omyly, které laik
snadno piehlédne. Nejlepsi z téchto diletantskych dikazi obsahuji obycejné
spravné feSeni nékterého jiz znamého a rozieSeného piipadu a potom chyb-
ny pokus o obecny dikaz. Ale také vynikajici matematikové zabyvali se
timto problémem, ktery je ldkal svou nep¥istupnosti; nejpodstatnéjsiho tspé-
chu dobyl pii tom némecky matematik Kummer (1810—1893), ktery do-
kéazal nefesitelnost rovnice xt+yn=z" (pomoci celych kladnych &isel x, y, z)
pro velmi rozsihlou skupinu mocniteld n; pro vSechna cela &isla n
vétsi nez 2 se mu vSak nepodaiilo nefesitelnost té rovnice dokdzati; také
detni jini matematikové dosdhli v této otdzce pozoruhodnych vysledkd,
nikdo vSak nedosdhl dosud plného tspéchu.

Ctenaf si snad Fekne: pro¢ se tolik matematikt zabyvalo timto tak téz-
kym problémem a pro¢ nevénovali své sily jinym, také dileZitym a snad
délezitdj$im problémim, kde nadéje na koneény uspéch by byla v&tsi?
Myslim, Ze mohu s dobrym svédomim vziti tyto matematiky v ochranu
(pokud ovSem pfistupovali k tomuto problému s dostate¢nou odbornou p¥i-
pravou). Predev§sim Fermattv problém je vyznamny sdm o sobé:
jedna o jisté pozoruhodné vlastnosti &isel celych, a &isla celd tvoii prece
zaklad pro vétSinu matematiky. Za druhé Fermativ problém je pro mate-
matika lakavy, ponévadz je obtizny: pravé tak jako pro horolezce je
ldkavéjsi vystup na Matterhorn neZ vystup na Petiin. Za tfeti (a to je
snad hlavni) Fermativ problém je dtlezity, proto, protoze je
obtiZny. To zni snad trochu paradoxné, ale hned to vysvétlim. VysSetiuji-li
takovy obtizny problém, na kterém jiz mnoho badatelti ztroskotalo a chei-li
dosdhnouti jakéhosi dspéchu, musim p¥Firozené uziti novych myslenek, vy-
tvofiti nové metody, po pfipadd zavésti nové pojmy; a mizZe se stati, Ze
tyto nové metody budou miti vyznam i v jinych oborech matematiky a Ze
tim podstatné pfispéji k pokroku matematiky. Tak tomu bylo i v pfipadé
Kummerové: aby mohl podniknouti ttok na Fermativ problém, vytvoril si
Kummer teorii tak zvanych idcélnich ¢isel (co to je, nebudu zde vykladati),
kterd pozdéji v zobeenéné a zdokonalené formé jakozto »teorie idealti« se
stala jednou z nejdilezitéjsich ¢4sti moderni matematiky. Kummer tedy
sice nerozieSil dplné¢ Fermatova problému, zalozil vSak p¥i té prilezitosti
teorii ideald, kterd je pro dne$ni matematiku mnohem dulezitéjsi nez cely
Fermattv problém.

Totéz, co jsem ¥ekl o vyznamu Fermatova problému, plati pfirozené vice

nebo méné i o problémech, projedndvanych v odst. 4. a 5. 1 zde obtlznost
problémi vedla k vytvofeni dilezitych novych metod.

Zdrzel jsem se tmyslné trochu déle (snad az netmérné dlouho) u né-
kterych problémt z teorie &isel, ponévadZz tyto problémy daji se vysloviti
tak, Ze jsou i laikovi srozumitelny; ovSem jejich dikazy (nehledime-li k pro-
blému, FeSenému v odst. 3.) jsou — pokud jsou viibec znamy — tak obtizné,
Ze jsem jich nemohl ani naznaditi. To se stdvd v matematice &asto: jestlize
néjaky problém se d& sice elementdrn& vysloviti, nikoliv vSak elementdrné
fesiti, byvd jeho feSeni dasto velmi obtiZzné: nebof k Ffeseni toho elemen -
tarniho problému musime potom pouziti prostfedktt neelementar-
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nich; tedy musime uZiti jakychsi cizich, nepfirozenych prvk a je po-
chopitelno, ze takovy dikaz byva pak Casto slozity, obtiZny a zamotany.

7. Nekonedéné desetinné zlomky. Cisla redlnd. Odstavec, k némuz pristu-
puji nyni, neni asi zvla$§f zadbavny; potfebuji jej vSak nutné pro dalsi
odstavce, vénované t. zv. nauce o mnozstvich, kterd — jak doufdm — miize
poskytnouti ¢tenafi zvlasté hluboky pohled do duSevni priace matematiki.
Prosim tedy laskavého Ctendfe, aby prominul, bude-li se chvili nudit, a aby
si presto tento odstavec procetl; jde mi hlavnd o to, aby si ¢tendd osvézil
a po pFipadéd trochu usoustavnil své védomosti o realnych &islech.

Dosud jsme mluvili o ¢islech celych kladnych 1, 2, 3, ...; ¢tendf zna
viak ze Skoly jesté jina &isla, totiz jednak nulu a é&isla cela zdporna —I1,
—2, —3, ..., jednak ¢isla (kladnda i zdporna), ktera nejsou celd; na pft.
13000 Va3, —2/4, VZ, n (Ludolfovo ¢islo). Prozatim se omezim na ¢isla kladna,
k nimz priberu jesté nulu (¢islim kladnym s nulou se fikd »¢isla ne-
zaporna«); o zdpornych ¢&islech se struéné zminim pozdéji.

Na stiedni skole jste se ucili, Ze kazdé ¢islo kladné se da vyjadiiti de-
setinnym zlomkem; na pft.:

#3/,,=2:15 (konec¢ny desetinny zlomek),
13=0-333333 ... (nekonetny desetinny zlomek periodicky),
]/2=1-41421 ... (nekonetny desetinny zlomek neperiodicky).!)

Pro naSe tvahy by bylo trochu nepohodlné, Ze ty desetinné zlomky jsou
¢astedné konecéné, ¢asteénd nekoneéné; proto se umluvime, Ze i kone¢né zlom-
ky budeme psat jako nekonecné a sice tak, Ze prostd k nim pFivésime samé
nuly; tak misto 215 budeme psati 2:1500000...; a také cela &isla budeme
tak psati: misto 15 budeme psati 15-000000. ..

Tedy kazdé mnezdporné ¢&islo d4 se vyjadfiti nekoneénym desetinnym
zlomkem (nekoneény zlomek pro nulu je ovSem 0:000000...); a naopak,
kazdy nekoneény desetinny zlomek vyjadfuje néjaké &islo nezdporné.

Co to vlastné znamend, kdyZz Feknu, Ze néjaké d&islo, téeba Ludolfovo
Cislo «t, se rovna prislusnému nekoneénému zlomku (v naSem piipadé tedy
zlomku 3-1415926...)? To znamenad, Ze »useky« toho desetinného zlomku

3, 31, 3-14, 3-141, 3-1415, 3-14159...
se ¢im dale tim vice bliZi tomu ¢islu n: chei-li dostati ¢islo =z s chybou
mensi nez 1:1000, stadi vziti tsek 3-141; chci-li dostati ¢islo m s chybou
mensi nez 1:1,000.000, stadi vziti dsek 3-141592 atd. Cislo vyjadiené ne-
konetnym desetinnym zlomkem je tedy prosté mezni hodnota (matemati-
kové ¥ikaji »limitac)?), které se necomezené, ¢im dale tim vice, blizi »tdseky«
toho nekone¢ného zlomku.

1) O periodickych a neperiodickych zlomcich promluvim pozdé&ji.

2) Zavadi-li matematik takovy novy pojem, jako je tieba prdvé slimita¢, musf jej oviem napfea
diikladné proklepat, nema-li né&jakou vnitfni vadu; to si zde odpustime, jezto cely tento odstavec (aZ
na nékterd podrobnéji provedend mista) mé spiSe ndznakovy réz; kdybychom chtéli postavit celou
teorii redlnych ¢isel na zcela uspokojujici zdkladnu, stdlo by nds to pFili3 mnoho ¢asu.
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Je vidét, Ze dvéma riznym ¢islim x, y odpovidaji dva rizné nekoneéné
desetinné zlomky: nebof tseky toho prvniho zlomku se neomezend blizi
éislu x, useky pak toho druhého zlomku se neomezené blizi jin ém u é&islu,
totiz ¢islu y.

Ovsem je moZno poloZiti si t€Z opacnou otdzku: odpovidaji také dvéma
riznym nekoneénym deset. zlomkdm dvé riznd &isla? T. j.: da se kazdé
&islo rozvinout v nekon. deset. zlomek jen jednim jedinym zptsobem, nebo
existuji snad ¢&isla, jeZ se daji rozvinouti nékolikerym zptisobem? Ve skole
jste asi tuto otdzku sotva podrobné rozebirali; ale v dalSich tvahach bude
pro nds dilezito, zjednati si v této otdzce jasno. Vezméme v tivahu nekon.
deset. zlomek 09999 ... (samé devitky). Jaka je jeho hodnota? Jeho tseky
jsou 09, 099, 0999, 0:9999,... a lisi se tedy od jednicky po Fadé o 1:10,
1:100, 1:1000, 1:10000... Ty tuseky se tedy neomezené blizi jednicce, hod-
nota toho nekon. deset. zlomku je tedy rovna jedné:

1=09999.. .;
ale ¢islo 1 d& se vyjadriti jestd jinak nek. deset. zlomkem:
’ 1=1-0000...

Mame zde tedy pfiklad ¢isla, které se da vyjadiit d véma zpisoby') jako
nekonecény desetinny zlomek.

Ovsem obdobné se ukaze, ze 01=0-09999..., 0-:01=0.009999... atd.
A z toho snadno poznidme nésledujici okolnost: kazdé kladné &islo, jez se
da psati jako koneény desetinny zlomek, da se vyjadFiti jako nekonecny
desetinny zlomek dvéma zplisoby: jednak se samymi nulami na kone,
jednak se samymi devitkami na konci. Nebof na p¥iklad ¢islo 0-278 se da
psati bud ve tvaru 0278000000 ... nebo ve tvaru 0277999999... (zde jsme
totiz jednu tisicinu ubrali a zato jsme pFidali 00009999 ...=0001). A da
se ukéazati, ze tento pripad je jediny: kaZdé jiné kladné ¢&islo (jez nelze
psati jako konecény desetinny zlomek) lze rozvinouti jen jednim zpi-
sobem v nekon. deset. zlomek, a sice ten zlomek nekonéi ani samymi nulami
ani samymi devitkami.

Tato vyjimka, kterou jsme zjistili u &isel, vyjadFitelnych d vé ma zpi-

soby, je ovSem nepfijemnd: vyhneme se ji tim, Ze jeden z téch zptisobi
prosté zakéZeme: vylou¢ime ze svych dvah ony nekon. desetinné zlomky,
které od jistého desetinného mista pocinajic obsahuji samé devitky. Po této
tmluvé oviem kazdé &éislo nezdporné dd se psati jen jednim dovolenym
zpusobem ve tvaru nekon. deset. zlomku.
- Dospéli jsme tedy celkem k tomuto vysledku (ktery si &tendt musi za-
pamatovati): Kazdé nezaporné ¢islodéd se vyjadriti jednim
jedinym zptisobem pomoci nekon. deset. zlomku a na-
opak kazdy nekon. deset. zlomek vyjadifuje zcela uréité
¢islo nezdporné. PFi tom (to je dilezité!) vyludujeme ze
svych tvah nekon. deset. zlomky, jeZ od ndjakého de-
setinného mista po¢inajic obsahuji samé devitky.

1) A d4 se téZ dokdzati: ne vice neZ dvéma zpisoby.

23



Néco o problémech a metoddch moderni matematiky

2 % a4 3% o F 1 vr 2 % sz

Obr. 1. Zndzornéni redlnych d&isel na ose Ciselné.

Je vidét, ze je lhostejné, mluvime-li o nezdpornych &islech nebo o nekon.
deset. zlomecich (ovSem o téch dovolenych); nebof kaZ?dé nezdporné ¢islo
rovnd se jednomu jedinému takovému zlomku a také naopak.

Dosud jsme nemluvili o &¢islech zdpornych; &isla zdporna dostanu, vezmu-li
vSechna é&isla kladna (t. j. vSechny nekon. deset. zlomky — vyjma zlomek
0-000000...) a napiSi pfed né¢ znameni minus.

Vsechna tato ¢isla, t. j. vSechny nekon. deset. zlomky, opatfené zname-
nim + nebo — (znameni + se ovSem obyéejné vynechdva), nazyvaji se
¢isla redlnd&.!) K znazornéni téchto c¢isel uzivd se dasto t. zv. osy
¢iselné. To jest pfimka, na niZz je zvolen bod 0 (»pocatek«) a jednotka
délky. Kazdy bod na té ose ¢iselné ma uréitou vzdilenost od pocéatku,
kterou budeme poéitati kladné na pravo a zdporné na levo od pocatku. Na

sbod 2« (t. j. bod, jenz méa zndzorniti &islo 2) dostanu, nanesu-li na
pravo od pocatku délku rovnou dvéma (méfeno oviem v té zvolené jed-
notce délkové); bod —3/, dostanu, nanesu-li na levo od pocatku délku 3/,
atd. (»bod nula« je ovSem pocdtek sam); viz obrazek, kde jsou nakresleny
body 0, t, 2, 3, —1, —2, —3/., —3/,, Y3, |/ 2, 5/,, n. KaZzdy bod na ose
¢iselné zobrazuje urdité &islo redlné a kazdé é&islo realné je zobrazeno jednim
bodem na ose &iselné.

K tomu malou poznamku: pojim&me-li osu ¢iselnou smyslovym nézorem,
podidva nadm ovSem jen zcela hruby a nep¥esny obraz souhrnu realnych
¢isel; vzdyt piimka, nakreslend jakymkoliv nédstrojem, je vlastné velmi
slozity hmotny utvar, sloZzeny z tdlomkd kfidy nebo tuhy a pod. Chceme-li,
aby Ciselna osa nam davala pfesny obraz souhrnu redlnych &isel, musime
ji pojmouti abstraktnéd; nejéastdji se to déla tak, Ze se slovy »osa ¢&iselnéc
rozumi prosté souhrn vSech redlnych ¢&isel. Potom to ovSem vlastné je tauto-
logie: »bod na ose é&iselné« je pak prosté realné ¢&islo. Pres to vSak za-
vedeni takové geometricky znéjici termmolovle byva casto wéelné, jeito
usnadiiuje prehled.

Mezi Cisly redlnymi nejzdkladnéjsi jsou t. zv. &isla cel4, t. j. ¢isla cela
kladna (1, 2, 3, ...), nula a é&isla celd zdporna (—1, —2, —3, ...). Dalsi
dilezitou t¥idou jsou &isla racionalni: tak nazyvame é&isla, kterd se daji
psat jako podil dvou ¢&isel celych (na p¥. Vs, 7/, %/, —5/,, —2/,; atd;
¢isla celd patfi ovSem také mezi &isla raciondlni, nebof na p¥. 1=1/,, 3=3/,
(nebo téz 3=9/, atd.), —5=—5/,, 0=/, atd.). Jak pozname, zda néjaké
¢islo, dané nekon. deset. zlomkem, je racionalni nebo ne? To se pozna podle
této véty: Kazdé raciondlni ¢islo kladné ma nekon. de-
setinny zlomek periodicky; a naopak kazdy nekon.
deset. zlomek periodicky vyjadfuje racionalni é&islo.

1) O ¢&slech komplexnich, v nichZ vystupuje t. zv. imagindrni jednotka i, ncbudeme zde vibec
mluvit,

24



Perindické zlomky

Pii tom periodickym zlomkem nazyvdme takovy mnekon. deset. zlomek,
v némZ se néjaka cifra nebo néjakd (konefnd) skupina cifer od jistého
mista stale bez preruseni opakuje; takové periodické zlomky jsou na pf.

0-33333... (samé trojky),

1-252525 ... (samé skupiny 25),

234121212 ... (od tfetiho mista samé skupiny 12).

Ta »periodicitacx mtze tedy za¢inat bud hned za desetinnou tec¢kou
(v prvnich dvou ptikladech) nebo az po nékolika desetinnych mistech (v po-
slednim prikladg). OvSem také zlomky 1-00000... ncbo 2-350000... (samé
nuly) jsou podle nasi definice periodické (na sti. Skole jste ovSem takovéto
zlomky obyéejné nebrali v tivahu — ty »zbyte¢né« nuly jste vynechavali).

Dokazme, Ze skuteéné kaZdé racionalni kladné ¢&islo se da rozvinout
v periodicky zlomek (étenay, kterého by dikaz nezajimal a ktery jest
ochoten vériti tomuto tvrzeni, miiZe tento odstavec vynechati). Vezméme jako
piiklad ¢islo 2/, a rozvifime je; to se d¢la délenim:

2:7=0-285714285 ...

20
60
40
50
10
30
20
60
40
5
Pii kazdém kroku ndm vyjde jakysi zbytek (zde na p¥. po fadd 2, 6, 4,
5,1, 3, 2, 6, 4, 5, ...); ten zbytek je men$i nez ddlitel, mtze miti tedy

pouze tyto hodnoty: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 — to je celkem 7 hodnot. Nejpozdéji
pii osmém kroku musi se tedy ndktery zbytek opakovat; jakmile se vsak
néktery zbytek opakuje, opakuje se zfejmé 1 cely dal$i postup déleni, t. j.
ta skupina cifer, kterd stoji mezi dvojim opakovanim jednoho a téhoz
zbytku, se stile opakuje — dostaneme skuteénéd periodicky zlomek. Dikaz
byl proveden specielné pro ¢&islo 2/, ¢tenaf vSak zajisté vidi, Ze obdobn&
da se diikaz provésti obecng, pro libovolné kladné racionélni ¢islo. Druha
cast té véty, Ze totiz kazdy periodicky zlomek dava racionalni é&islo, dala
by se rovnéz snadno dokéazati, nebudu se tim vSak zdrzovat.

M4-li tedy ndéjaky nekon. deset. zlomek vyjadfovati raciondlni &islo, musi
byti periodicky; existuji tedy ¢isla redlnd, jez nejsou racionalni; nebof
existuji nek. deset. zlomky, jeZ nejsou periodické; na pr. zlomek

0-:101001000100001000001 . . .
(v kazdé skupind vidy o jednu nulu vice nez v ptredchéazejici) zfejm¢ neni

periodicky. Cisla redln4, jez ne jsou raciondlni, nazyvaji se iraciondl-
ni. Cislo 0:101001000... je tedy iraciondlni.
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Cislo 0-101001000 ... neni ¢tendFi asi prilis béiné; existuji vSak téz &isla
velmi béznd, jez jsou iraciondlni. Jako pi#iklad si dokdZzeme, Ze téZ Cislo
V2 je iracionalni (CtendF, ktery se nechce dikazem zdrZovati, muZe tento
odstavec preskocit). Dokazme vskutku, Ze neexistuje zadné raciondlni &islo,
jehoZz druhd mocnina by se rovnala dvéma. Kdyby totiz existovalo racionalni
¢islo (t. j. podil dvou ¢&isel celych) p/q, jehoz druh& mocnina by se rovnala
dvéma

I P * == ik Bz_ =
(t. j. (q) 2 gili 7 2),
potom bychom mohli pfedeviim ten zlomek p/q uvést na zkraceny tvar

(na pf. j*/12 mé zkrécerp? tvar 2/,, 8/,5=V5 atd.); mysleme si, Ze zlomek
p/q je uz napsan ve zkraceném tvaru. Z rovnice

22 =2 by plynulo p2=2¢?,

tedy p? by bylo sudé, tedy p by bylo sudé (nebof kdyby p bylo
liché, bylo by i p? liché, jak ¢tenaf snadno zjisti); tedy by se dalo psati
p=2m, kdez m je celé ¢islo; rovnice p2=2q® by se dala psati téz 4m2=2q2,
¢ili po zkraceni 2m2=¢q2, tedy by i &islo g2 bylo sudé a tedy q by
bylo sudé. Obé ¢&isla, p i q, by tedy byla sud4, zlomek p/g by se dal
tedy zkratiti dvéma; to je vSak nemozné, nebof zlomek p/q byl jiz napsan
ve zkrdceném tvaru. Tedy je vidéti, Zze neni mozno, aby existovalo ¢islo
racionalni, jehoZz druh& mocnina by se rovnala dvéma; nebof z existence
takového &isla by plynul nesmyslny vysledek, Ze zlomek tplné zkraceny
se da jesté dale kratit. Dikaz pravé provedeny je typem t. zv. nepfimého
ditkazu; p¥i ném se dokazuje néjaka véta tak, Ze se ukdze: piedpoklad, Ze
véta je nesprdavni, vede ke sporu.

Vsimnéme si jeSté jedné vlastnosti ¢isel racionalnich a iracionélnich. Ra-
cionédlni ¢isla jsou, jak Fikdme, »v3ude hustd« na ose &iselné. To znamena:
af si vezmu jakoukoliv, sebe mensi tsec¢ku osy ¢iselné, vzdy lezi na té
tsefce néjaky »raciondlni bod«, t. j. bod, jehoz vzdéalenost od pocatku je
raciondlni ¢islo.!) To je bezprostfedné patrno: vezmu-li na p¥. usecku, ome-
zenou body 0435 a 0436 (jejiz délka se tedy rovna 1:1000), najdu snadno
racionalni bod, jenz lezi uvnité té tsecky; na pr. 04351 nebo 0:43563 atd.
Ale také iraciondlni Cisla jsou »v3ude hustd« na ose &iselné; na pf. mezi
0435 a 0436 lezi &islo

0:435101001000100001 . . .,
které je dano neperiodickym zlomkem a tedy je iraciondlni.

Popularné to mtiZeme Fici takto: af vezmu scbhe ostiejsi drobnohled, nikdy
nemohu na ose ¢iselné najiti useCku, jez by ncobsahovala zadny racionalni
bod; a touZ vlastnost maji také iraciondlni body: kazd4a scbe men$i tsecka
osy Ciselné obsahuje jak body racionédlni tak iracionalni.

Z toho v3eho je vidét, Ze na priklad »souhrn vSech ¢&iscl racionélnich« je
pojem, matematicky sice velmi jednoduchy, ale smyslovému ndzoru naprosto

1) ¢&ili: bod, jenZz zobrazuje racionalni &islo.
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nepfistupny: souhrn vSech raciondlnich bodi je vSude husty na ose &iselné
a tedy, abych tak fekl, »pouhym okem« nerozeznatelny od celé osy ¢i-
selné; a prece raciondlni body nevypliuji celou osu ¢iselnou — naopak,
ostatni body (iracionalni) ¢iselné osy jsou dokonce také vSude husté na ose
¢iselné. Jiz na tomto jednoduchém p¥ipadéd vidite, Ze v matematice smyslovy
néazor nepostacuje; z toho plyne dale nutnost, postupovati p¥i matematickych
ditkazech &isté deduktivné, bez odvolavani se k ndzoru. Pies to ovSem hraje
nazor v matematice dilezitou roli: vzdyf matematické pojmy a problémy
vznikly z velké Casti abstrakei z ndzoru; a proto ndzor ndm dasto usnadiiuje
porozuméni, ddvd podnéty, ukazuje pravdépodobné vysledky a naznacuje
cestu k nim; ale v definitivnim dikazu musi nazor byt nahrazen dedukei.
Hraje zde trochu takovou roli jako linkovana podloZka, kterd nam usnad-
nuje psani, ale kterou neni a nesmi byt vidét na definitivhim rukopisu.

8. Zaklady nauky o mnozstvich. Dosud jsme se zabyvali hlavné problémy
z teorie &isel (v odst. 3. aZ 6.); problémy z nauky o mnoZstvich jsou docela
jiného rdzu a mohou mi proto poslouziti k tomu, abych se obratil proti
jednomu nespravnému minéni, které mezi laiky je velmi rozsifeno. Otazky
o prvocislech z odstavce 3. a 4. nabizeji se ka*dému skoro samy sebou;
vim-li jednou, co to jsou prvolisla, je zcela prirozeno zeptati se: je téch
prvocisel koneény podet nebo nekoneéné mnoho (odst. 3.)? Zjistim-li, Ze
je jich nekone¢né mnoho, je pFirozeno se tazati: jak husté ta prvocisla lezi
(odst. 4., problém C)? Na zalatku Yady prvoéiselné vidime nékolik dvojéat:
je téch dvojéat nekoneéné mnoho (odst. 4., problém A)? Kazdé &islo celé
vétsi nez jedna d& se rozlozit v soucdin prvolisel; jak je tomu, chei-li
rozkladat celd ¢isla v sou et prvocisel (odst. 4., problém B)? Vétsina laikt
si predstavuje, Ze takto vypad4 celd matematika: podle jejich minéni sklada
se matematika z Fady otdzek, které se samy sebou naskytaji a kaZdému
jsou patrné; a tkolem matematiky jest pouze, tyto dané otazky Fesiti.
Otéazky, kterymi jsme se dosud zabyvali, byly skuteéné (vice nebo méng)
tohoto druhu; existuji vSak téZz Siroké obory matematiky, v nichz velka
(a Casto hlavni) tloha spo¢ivd ve formulaci otdzek. Kdezto u problémt
dosud projednavanych bylo snadno ty otazky poloziti a jedind potiz
spolivala v tom, ty otdzky zodpové&ddti, uvidime v nauce o mnozstvich
priklad takové nauky, kde &asto hlavni t&zisté spoéiva ve formulaci
otazky; &étenaF poznd v dal$im, jak zvlaStni a na prvni pohled neéekané,
pri blizsim ohleddni vSak velmi zdvazné a prFirozené otazky tato nauka
si klade; a s jakou pfekvapujici snadnosti jest moZno leckdy (ne ovSem
vzdy) tyto otazky Fesit.

Nauka o mnolstvich byla zaloZena a ve svych zdkladnich ¢astech také
do znaéné miry vybudovdna némeckym matematikem J. Cantorem (1845—-
1918); koncem minulého stoleti a jesté vice v tomto stoleti se Siroce rozvinula
a zasahuje dnes rozhodujicim zptisobem do nejriznéjsich oborti matematiky.
Pristoupime nyni k prvnim zdkladim této nauky; ¢tendt se nemusi obavati,
7e budu kl4sti na jeho matematické znalosti v&étsi pozadavky neZ dosud —
spise naopak; zato vSak bude &tendf musiti svou schopnost abstraktniho
"usuzovani napnouti daleko vice nez dosud.
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Ale napfed si dovolim jeden terminologicky poklesek. V &eskych pracich
se dfive casto misto slova »mnoZstvi« uzivalo slova »mnoZina«. Terminolo-
gickd komise zavrhla toto pojmenovani a doporucila slovo »mnoZstvi<.
V tomto populdrnim ¢lanku si vSak dovolim tdchylku a budu Fikati »mno-
zina«. Ze dvou dtvodii: predeviim slovo »mnoZstvi« ma pti sklotiovani skoro

viechny pady stejné, a to by u laika — ktery se tak snadno ncorientuje
jako odbornik — mohlo vést k omyltim; a za druhé je laik pokazdé tim

ponékud divnym slovem smnoZina«< upozornén na to, Ze jde o matematicky
pojem a ne o béZnou predstavu kazdodenniho Zivota.

Tedy piedevsim co je to »mnoZina«? MnoZina je prosté¢ souhrn néjakych
véci (hmotnych nebo pomyslnych); ty jednotlivé viei nazyvame prvky ¢ili
elementy té mnoziny. (Ctendf ovSem miuzZe Yici, Ze tato véta nedava vlastné
definici, nybrz pouhé oziejméni, opsani, objasnéni pojmu mnoZina, a méa
docela pravdu; na zaklad¢ nasledujicich prikladé bude v3ak, doufam, &te-
nafi pojem mnoziny pro nase tkoly dostatetné objasnén.)

Osvétlime si‘nejlépe ten pojem na piikladech.

Piiklad 1. MnoZina vsech zrnek pisku v Atlantickém oceanu dne 7. pro-
since 1930 v 12 hodin stfedoevropského Casu: prvky jsou tedy jednotliva
zrnka pisku, jez v onom okamziku byla v Atlantickém oceanu.!) Téch prvka
je tedy konecny (ovSem ohromny) pocet.

Piiklad 2. MnozZina vSech lidi, ktefi dne 5. listopadu 1929 v 7 hod. stfedo-
cvropského ¢asu méli &eskoslovenské statni obcéanstvi. Prvky jsou tedy
vsichni lidé (i ti, co od té doby zemfeli), ktefi v onom okamziku méli ¢sl.
statni obCanstvi. Zase je téch prvkid koneény pocet.

Piiklad 3. Mnozina v3ech prvodisel, jeZz jsou mensi nez 30. Prvky té mno-
ziny jsou ¢isla 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29; ta mnoZina se sklada opdt
z konetného poctu (totiz z desiti) prvki.

Piiklad 4. Mnozina vSech sudych é&isel kladnych: 2, 4, 6, 8, ...; prvky
jsou tedy ¢&isla, a sice sudd kladna d&isla. Tato mnoZina sec sklddd z ne-
koneéné mnoha prvki.

Vidime, Ze mnoZina mtize obsahovati bud kone¢ny pocet prvki (pak ji
fikime konedénd mnoZina) nebo nckoneéné mnoho prvki (pak ji fika-
me nekoneédnad mnozina).

Piiklad 5. Mnozina vsech ¢isel kladnych, jez jsou men$i nez 1. Také tato
mnozina je zfejm¢é nekoneéna (prvky jsou vSechna ¢isla kladna, mensi
nez 1).

V téchto piikladech byly prvky téch mnoZin ddny jakymsi obecnym za-
konem; mnozinu je vSak mozno dati je$td jinymi zpisoby, na pf. prosté vy-
jmenovanim vsech prvki:

Pfiklad 6. Mnozina, jejiz prvky jsou &isla 3, 5, ]/2. Tato mnozina je ko-
neéna, sklada se ze tf¥i prvki.

1) Aby ta mnoZina byla skuteén& definovdna, musili bychom ovSem piesné vytknouti, co rozumime
slovy »>zrnko pisku¢ a »Atlanticky ocednc.
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MnoZiny koneéné a mnoziny nekoneéné

Priklad 7. MnoZina, jejiz prvky jsou: Cislo 1, polarka, Karel IV.; také

{ato mnozZina se sklada ze t¥i prvkd, je tedy konednd; nic nevadi, Ze ty

prvky jsou zcela riiznorodé, (My se ovsem budeme hlavné zabyvati mnozi-
nami, jejichz prvky jsou &isla nebo body.)

Doufam, Ze &tenari na zéakladé téchto prikladd je pojem mnoziny jakoZz
i rozliSeni mnoZin na konecné a nekoneéné dostatené jasné.

Poznali jsme dva typy mnozin: mnoziny konec¢né (t. j. ty, jez se skladaji
z koneéného poltu prvkil) a mnoZiny nekonefné. MnoZiny konecéné je
jesté dale mozno tFiditi podle toho, z kolika prvka se skladaji: tak
mnozina pFikladu 3. se sklada z desiti prvki, mnozina piikladu 6. se sklada
ze tii prvkli, mnoZina vSech celych ¢&isel od 1 aZz do 1000000 se sklada
z jednoho milionu prvka atd. Bylo by jisté velmi zajimavo a diilezito, kdyby
i nekoneéné mnoziny bylo mozno néjakym obdobnym zptsobem jesté
dale t¥iditi; a prvni velky vykon Cantorliv v teorii mnozin byl, Ze skuteénd
takové t¥idéni provedl; chci vdm v tomto odstavei ukdzati, jak to Cantor
udélal. Aby vsak vée byla co moZna ptistupnd, zaénu hodné ze $iroka, a to
napfed s kone¢nymi mnoZinami.

Mam-li dvé kone¢né mnoziny, mohou nastati dva rizné piipady: bud ty
dvé mnoziny maji obé stejny pocet prvkia nebo jedna z nich ma vice prvkia
nez druha. Jak mtzeme rozhodnout, ktery z téchto dvou pripadi nastava?
Nejjednodussi zptisob je ten, Ze spoctu napied viechny prvky jedné mnoZiny
a potom vSechny prvky druhé mnoziny a vSimnu si, vySel-li v obou pFi-
padech tyZz podéet nebo ne. Ale je moiny jesté jiny zpusob, ktery pro nas
bude dilezitéjsi; vyloZim jej na piikladé. Mysleme si, Ze vstoupime do
tanetni siné, ve které je spousta tancechtivych dam a pant; jak pozname,
je-li téch dam stejné mnoho jako pant (t. j. jak pozname, sklada-li se mno-
zina dam ze stejného poltu prvkd jako mnoZina pant)? Jeden zpisob jsem
jiz vytkl: spoétu napfed vSechny damy a potom vSechny pany; to mi da
oviem hodné prace, je-li téch dam i panti mnoho a jestlize jesté k tomu pie-
chézeji po sédle. Existuje vSak jeSté druhy, jednodussi zptsob: pockam, az
zahraje hudba: péani a ddmy se sdruzi v tanéici pary; je-li jich stejné
mnoho, neztstane nikdo seddt; neni-li jich stejné mnoho, ziistanou sedét
ti, kterych je vice (bud damy nebo péni).!) Je patrno, Zze i tento druhy
zpasob se d& provésti pro libovolné konetné mnoziny: mysleme si, Ze jsou
dany dvé koneéné mnozZiny: mnozina M a mnozina N. Jestlize obé ty mno-
7iny maji stejny pocet prvkl, potom zfejmé je mozno prvky téch dvou
mnozin sdruziti v pary tak, Ze kazdy par obsahuje jeden prvek mnozZiny
M a jeden prvek mnoziny N, p¥i ¢emz zaddny prvek (ani z mnoziny M ani
z mnoziny N) nevyjde na prazdno. Nemaji-li vSak ty dvé mnoZiny stejny
pocet prvki, neni takové sdruzeni v pary mozné (pokusime-li se o né, zbudou
nam bud prvky z mnoziny M nebo prvky z mnoziny N). To »sdruzeni
v pary¢, o némZ jsme mluvili, dd se vysloviti také je§té trochu jinak:

1) Pfedpokldddm ovS3em, Ze vSichni jsou tancechtivi: t. j., Ze nikdo nezistane scdét, pokud ma s kym
tan¢it. Tento pfipad vzal jsem z knihy Rademacher-Toeplitz, Von Zahlen und Figuren (Berlin, J.
Springer, 1930). Upozoriiuji ¢tendfe vibec na tuto péknou knizku (uréenou pravé vzdélanym laikdm),
v niz lze nalézti zajimavé otdzky, vybrané z nejrizngjsich obord matematiky.
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Jestlize dvé konetné mnoziny M a N maji stejny podet prvki, potom lze
prvky mnoZiny N pFifadit prvkiim mnozZiny M tak, Zze kaZzdému prvku mno-
Ziny M je pfifazen jeden jediny prvek mnoZziny N a naopak, kazdy prvek
mnoziny N je prifazen jednomu jedinému prvku mnoZiny M;!) nemaji-li
obé mnoziny stejny pocet prvki, neni takové prFifazeni mozné.

Poznali jsme celkem dva zpisoby, které dovoluji poznati, zda dvé ko-
neéné mnoziny maji stejny pocet prvkt nebo ne: prvni — primitivni —
zptsob spodivd v tom, Ze prosté ty prvky jedné i druhé mnoZiny spocitame;
druhy — rafinovanéjsi — zptsob spoc¢ivd v tom, Ze vySetfime, daji-li se
prvky téch dvou mmnozin sdruziti v pary (¢ili daji-li se prvkiim jedné mno-
ziny pfifaditi prvky druhé mnoziny) tak, jak bylo obsSirné vyli¢eno.

R4di bychom nyni p¥enesli néktery z téchto zptisobti také na neko-
nedéné mnoziny. Prvni postup (spo¢itdni prvkd) se ndm nehodi: neni ndm
(aspomi prozatim) jasno, jak by se daly »spocitat« prvky nekonené mnoziny.
Za to druhy postup (sdruZovani v pary) da se beze vSeho pfenésti i na ne-
koneéné mnoziny: také u dvou nekoneénych mnoZin mtiZeme si poloZiti
otazku, zda se jejich prvky daji sdruziti v pary zptsobem dfive vyli¢enym.
A ponévadz jde o vlastnost velmi dileZitou, dime ji zvlastni nézev: jestlize
dvé mnoziny daji se takto sparovati, budeme fikat, Ze tyto mnoZiny jsou
ekvivalentni. Podrobna definice ekvivalence zni tedy takto:

O dvou mnozindch?) M a N fikdme, Ze jsou navzajem
ekvivalentni, jestlize lze prvky mnozZiny N piifaditi
prvkiim mnoZiny M tak, Ze kaZzdému prvku mnoziny M
je pFifazen jeden jediny prvek mnoziny N, a naopalk,
‘kazdy prvek mnoziny N je pfifazen jednomu jedinému
prvkumnoziny M. (Vlastnd jsem v této definici vynechal jesté jednu
finesu; uéinil jsem to tmyslng, abych &tendfi neztézoval porozumdni; za
chvili se jesté k této schéazejici podrobnosti vratim, aby i ten &tenaf, ktery
uvazuje dokonale matematicky, byl pln& uspokojen.)

U kone¢nych mnozin znamena »ekvivalence« totéz jako vstejnost poétu
prvkig, jak vime. U nekone¢nych mnozin nidm tedy ekvivalence dava jakousi
prirozenou analogii té »stejnosti poétu prvki.« OvSem Ze jde o zobecnéni
¢i preneseni jistého dkazu z mnozin koneénych na nekoneéné; mize se
tedy docela dobie stati, ze se pri ckvivalenci nekoneénych mnozin
setkime se zjevy, jez pFi ekvivalenci koneé&nych mnoZin nemohou na-
stati. Uk&Zeme si to hned na pitikladé. Vezméme néjakou koncénou
mnozinu M a odstrafime z ni jeden prvek nebo nckolik prvki; prvky, které
zbudou, tvoii néjakou mnoZinu N (kterd je, jak se ¥ika, »Casti« mnoziny
M) a je patrno, Ze mnozina N a mnozina M nejsou si navzdjem ekvivalentni;
nebof mnozina N obsahuje méné prvki ne% mnozina M. Unekonedénych
mnozin vypada to v3ak docela jinak, jak ukazi na ptikladd. Vezméme za
prvé mnozinu vSech &isel celych kladnych 1, 2, 3, 4, ..; oznalme tuto

1) KaZdy prvek mnoZiny M a jemu pfifazeny prvek mnoZiny N tvofi pravé jeden takovy »pére
podle pfFedeslé formulace.
2) Koneénych nebo nekoneénych — to je jedno.
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mnozinu pismenem M. Vezméme za druhé mnoZinu vSech &isel sudych klad-
nych 2, 4, 6, 8, ...; ozna¢me tuto mnozinu pismenem N. MnozZina N vznikla
z mnoziny M odstranénim vSech ¢&isel lichych kladnych; pfes to v3ak obé
tyto mnoZiny (M a N) jsou navzajem ekvivalentni, coz pozname takto:
mysleme si napsiny prvky mnoZiny M (t. j. cela kladna ¢&isla) po Fadé podle
velikosti a pod né mysleme si napsany prvky mnoziny N (t. j. sud4d kladna
¢isla) téz po fadé podle velikosti, tedy takto:

123 4 5 6 7..;
2 4 6 8 10 12 14..;

sdruzim-li vzdy dvé &isla nad sebou stojici v jeden par, provedl jsem tim
pFifazeni ve smyslu nasi definice: kazdému prvku mnoZiny M (t. j. kazdému
celému kladnému ¢&islu) je pFifazen jeden jediny prvek mnoziny N (totiz
dvojnasobek toho ¢&isla) a kaZdy prvek mnoZiny N (t. j. kazdé sudé kladné
¢islo) jest pfifazen jednomu jedinému prvku mnozZiny M (totiz poloviné
toho &isla). Mnoziny M a N jsou tedy skuteénd navzdjem ekvivalentni.

Ctenafi asi sotva vadila okolnost,!) Ze kazdé sudé kladné éislo vystupuje
zde dvakrat, totiz jednou v mnozind M a jednou v mnozZiné¢ N. Matematik
oviem ani takovou mali¢kost nenechava nevyslovenu, a proto matematikové
definuji ekvivalenci je$té¢ trochu podrobnéji, a sice takto: O dvou mnoZi-
nach M a N fFikame, Ze jsou navzajem ekvivalentni, jestlize existuje néjaka
mnozina péara (a, b), kterda ma tyto tfi vlastnosti: 1. prvni élen a v kazdém
paru je prvkem mnoziny M, druhy élen b v kazdém paru je prvkem mnozi-
ny N; 2. kazdy prvek mnoZiny M je prvnim ¢lenem jednoho jediného péru:
3. kazdy prvek mnozZziny N je druhym élenem jednoho jediného paru. Je
vidét, Ze je to vlastné naSe pivodni definice: kazdy par (a, b) fika, ktery
prvek b z mnoziny N je pfFifazen prvku a z mnozZiny M; vlastnost 2. rika,
7e ka’dému prvku mnoZiny M je piifazen jeden jediny prvek mnozZiny N;
vlastnost 3. ¥ika, Ze kaZdy prvek mnoZiny N je ptifazen jednomu jedinému
prvku mnoziny M. Jenom je v této nové definici vyslovné vyjadieno, Ze
je-li néjaky prvek soufasné prvkem obou mnozZin, M i N, musi tento prvek
vystupovati dvakrat: jednou jakoZto prvek mnoZiny M, t. j. jakozto prvni
&len néjakého paru; po druhé, jakozto prvek mnozZiny N, t. j. jako druhy
élen néjakého paru. To je ta finesa, o které jsem mluvil p¥i definici ckvi-
valence. Ctené4f, kterému by se snad tato pozndmka zdala piili§ slozita,
muZe ji, doufdm, beze §kody hned zase zapomenout.

Mnozina &isel 1, 2, 3, 4, ... a mnoZina &isel 2, 4, 6, 8, ... vypadaji, zné-
zornime-li je na ose ¢iselné, velmi podobné: ob& se skladaji z osamélych
bodii, jeZ b&Zi smérem na pravo do nekonecéna (viz obrazek) — je tedy dosti
pochopitelné, Ze jsou si navzdjem ekvivalentni. Vezmeme nyni mnoZinu, kterda
vypada docela jinak: totiz mnoZinu v3ech kladnych é&isel racionalnich, kierou
ozna¢im pismenem A; tato mnoZina, jak vime (viz konec predeslého od-
stavce), je vSude hustad na ose Ciselné na pravo od pocatku.2) Ctendi

1) Tento odstavec je urlen jen pro velmi ndro¢ného é&tenéfe.
2) Na levo od poldtku ovSem ne, pondvadZ zdporné &isla raciondlni nebereme v tvahu.
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M Obr. 2. Mnozina M (t. j. mnoZina vSech ¢&isel
g L 2 3 4 2 g celych kladnych 1, 2, 3, 4,...) a mnoiina N
N (t. j. mnozina v3cch &isel sudych kladnych
o 2 4 6 2, 4, 6, 8,...).

tedy asi ofekava, Ze mnozina A, kterd se na pohled tolik 1i5i od mnoziny M
(pismenem M oznac¢uji mnozinu vSech celych kladnych é&isel 1, 2, 3,...),
nebude asi s mnozinou M ekvivalentni. A ted ptijde prvni piekvapeni (mam
jich jeste nékolik v z&sobd); dok&Zeme totiz, Ze mnozina A amnozina
M jsou navzadjcm ckvivalentni

Diikaz provedeme takto. Racionédlni kladné &islo je takové ¢islo, které se
da psati jako podil dvou celych kladnych &isel, &ili jako zlomek, jehoz éitatel
i jmenovatel jsou cela kladnd c¢isla. Takovy zlomek lze vidy prevésti na
t. zv. zkrdceny tvar, ve kterém se uz Citatel proti jmenovateli neda kratit
(na pf. zlomek 3%/,, ma zkraceny tvar 3/,); abychom si tvahy zbyte¢né
nekomplikovali, budeme si vSechny zlomky mysliti uz ve zkraceném tvaru.
Mnozina A (t. j. mnozina vSech kladnych racionalnich &isel) je tedy prosté
mnozina vSech zkrécenych zlomké s kladnym C¢itatelem i jmenovatelem.
(Ovsem také celd ¢isla kladnd budeme psati ve tvaru zkracenych zlomkd,
t. j. ve tvaru zlomkid se jmenovatelem 1; tedy misto 1, 2, 3, 4, ... budeme
psati Y/, 2/, 3/y, ...

Vezméme néjaky takovy zlomek, tfeba 4/, a se¢téme Citatele a jmeno-
vatele: dostaneme 4+7=11; tento soucet Citatele a jmenovatele nazvu »hod-
nosti« zlomku; zlomek %/; ma tedy hodnost 11; zlomky !/,, V4, %/;, 1%/,
maji po fadé hodnost 2, 4, 9, 25. Sefadime si nyni vSechny ty kladné zkra-
cené zlomky podle rostouci hodnosti; zlomky pak, které maji touz hodnost,
sefadime podle rostouciho &itatele. Toto sefazeni vypada tedy takto: napfed
pfijde zlomek hodnosti 2, totiz 1/,; potom zlomky hodnosti 3 v tomto po-
fadi: 1%, 2/;; potom zlomky hodnosti 4 v tomto pofadi: 1%, 3/, (zlomek 2/,
jsme vynechali, jeZto to neni zkraceny zlomek); potom zlomky hodnosti 5
v tomto pofadi: 14, 2/,, 3/,, */,; potom zlomky hodnosti 6 v tomto poradi:
1/, 8/, (nezkracené zlomky 2/,, 3/,, %/, jsme opét vynechali); atd. Tim
dostavam tyto zlomky v néasledujicim uspofadéni:

(3) %: ’;" %) %r ’:1i’ %) g’r ’g') %’ %’ ’?r (15’ %y %, g) ’g’ (1]7 R

Tato Fada (3) ovSem jde do nekone¢na a je ziejmo, Ze obsahuje skute¢nd
vSechny kladné zkricené zlomky a ze kazdy takovy zlomek je v té Fadé
napsian jenom jednou a to na docela urcitém misté. Tim jsme vSak jiz
skoro u cile: napiSme Fadu ¢&isel celych kladnych podle velikosti a pod
ni napi$me fadu (3):

1 2 3 4 5 6 7 8
A T T
A nyni sdruzime v pary vzdy ty dva prvky, které stoji nad sebou,
t. j.: ¢islu 1 pfifadime zlomek 1/,, ¢islu 2 pFifadime zlomek 4%, ¢islu 3 pri-
fadime zlomek 2/, atd.; na p¥. &islu 80 pFifadime onen zlomek, jenz v Fad¢
(3) stoji na osmdesatém mist&, atd. Je vidét, Ze jsme timto zpisobem sku-
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teéné provedli Zddané prifazeni: kazdému celému kladnému ¢&islu je pfi-
fazen jeden jediny kladny zkriceny zlomek (t. j. jedno jediné kladné ra-
cionalni ¢islo); a také naopak kazdy kladny zkraceny zlomek (t. j. kazdé
kladné racionalni ¢&islo) je piifazen jednomu jedinému celému kladnému
¢islu. Tedy mnozina vSech celych kladnych ¢isel a mnozina vSech kladnych
racionalnich é&isel jsou skuteéné navzdjem ekvivalentni, jak bylo dokazati.l)

Podivejme se jestd na to, v Cem spoCivd podstata tohoto dikazu. Méli
jsme mnozinu M (t. j. mnozinu ¢isel 1, 2, 3, 4, ...) a mnozinu A4 (t. j. mno-
zinu vSech kladnych racionalnich ¢isel) a chtéli jsme dokézati, ze tyto dvé
mnoZiny jsou navzdjem ekvivalentni, t. j., Ze prvky mnoziny A4 jest mozno
sdruziti v pary s prvky mnoziny M, tak jak to bylo obsirné vyloZeno v de-
finici ekvivalence. K tomu cili jsme postupovali tak, Ze jsme si nasli fadu
(3), jez ma tyto vlastnosti: skladd se vesmés z prvki mnozZiny 4 (t. j. z klad-
nych raciondlnich ¢isel), a to ze v§ech prvkii mnoZiny A4, a kazdy prvek
mnoziny A (t. j. kazdé kladné raciondlni ¢&islo) stoji na zcela uréitém
(prvnim, druhém, ..., padesdtém, ...) jediném misté té fady.2) Sestrojenim
této fady jest ditkaz vlastnd jiz proveden: stai prvni ¢len té Fady sparovati
s Cislem 1, druhy ¢len té fady sparovati s &éislem 2 atd.

Je patrno, Ze tohoto postupu se d& uziti obecné: mysleme si, Ze mame
néjakou mnozinu R, kterd je ekvivalentni s mnozinou M (t. j. s mnoZinou
Cisel 1, 2, 3, 4, ...); co znamena ta ekvivalence? To znamend, Ze prvky
mnoziny R je moZno sparovati s Cisly 1, 2, 3, 4, ...; ozna¢im-li onen prvek
mnoziny R, jenz je sparovan s ¢islem 1, znakem x,, onen prvek mnoZiny
R, jenz je sparovan s ¢islem 2, znakem x, atd., je patrno, Ze tim jsou prvky
mnoziny R srovnany v fadu

(4) Xy, Xgy Xz Xy ooes
tak, ze kazdy prvek mnoziny R leZi na zcela uréitém (prvnim, druhém,...)
jediném misté té rady.

A naopak: lze-li prvky néjaké mmnoziny R srovnati v takovou Fadu (4),
je jasno, ze mnozina R je ekvivalentni s mnozinou ¢isel 1, 2, 3, 4, ...; nebof
sta¢i, sparujeme-li prvek x, s éislem 1, prvek x, s &islem 2, prvek x,,
s ¢islem 30 atd. MnozZiny, jeZ jsou ekvivalentni s mnozinou é&isel 1, 2, 3, 4, ...,
jsou tedy charakterisovany tim, Ze jejich prvky lze srovnati v takovou
fadu

(4) X1y Koy Xy vos
tak, Ze kazdy prvek té mnoZiny stoji na docela uréitém, jediném misté
této Fady. Prvky takové mnoziny daji se tedy jaksi »odpoditati« pomoci
Cisel 1, 2, 3, 4, ... (mohu si to obrazné myslit tieba tak, Ze pocitdm: jedna,

1) Abychom to pfifazeni mohli provést, musili jsme ovSem mnoZinu raciondlnich kladnych ¢&isel
pofddng zptehdzeti: v fad® (3) nejsou raciondlni kladna &isla sefazena podle velikosti, nybrz podle
docela jiného principu.

?) Na pi.: na kolikatém misté stoji zlomek 4:7? (Pro usporu mista pisi zde misto zlomkové
tary deélitko) Ten md hodnost 4 4 7 — 11; napfed pfijdou tedy zkrdcené zlomky, jeZ maji hodnost

mendi nez 11: 1:1, 1:2, 2:1, 1:3, 3:, 1:4, 2:3, 3:2, 4:1, 1:5, 5:1, 1:6, 2:5, 3:4, 4:3, 5:2, 6:1, 1.7, 3.5,
53, 7:1, 1:8, 2:7, 4:5, 5:4, 7:2, 8:1, 1:9, 3:7, 7:3, 9:1 a potom zkrécené zlomky o hodnosti 11 v tomto
potadi: 1:10, 2:9, 3:8, 4:7, 5:6, 6:5, 7:4, 8:3, 9:2, 10:1. Zlomek 4:7 stoji tedy na pétatficatém misté.
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dvé, tfi, ... a pii tom si ukazuji prstem postupné na ¢&len x,, x,, x,,...).
Proto se takovym mnozinam Fiika »spocetné«. Spocetna mnozina je
tedy takovd mnozina, kterd je ekvivalentni s mnozinou é&isel 1, 2, 3, 4,...

Pozndmka: Ctendt by snad na prvni pohled mohl mysliti, Ze kazdou ne-
kone¢nou mnozinu lze srovnati do takové rady x,, x, x, ...; tomu vSak
tak neni, jak za chvili ukaZeme (zjistime totiZ, Ze mnozinu vSech ¢isel
nezapornych, mensich nez 1 nelze takto srovnati). Tu fadu x,, x, ... ne-
smime si myslit sestrojenu tak, Ze bychom napfed vybrali jeden prvek té
mnoziny a oznalili jej x,. potom druhy a oznaéili jej x, atd.; to bychom
na pk. po 99 krocich jesté nevédéli, ktery bude sty &len té fady; ta rada
by nikdy nebyla uplné uréena a nemohli bychom nikdy zjistit, zda obsa-
huje skute¢né vSechny prvky té mnoziny. Ta celd nekone¢na fada x,. x, ...
musi byti dplné dana, abych tak fekl, jednim rdzem; zrovna tak jako byla
v naSem pFipadé déna rada

(3) %1 '%’ %» %’) %) %: %’ ’g’; %; ey
ta byla dana timto predpisem: kladné zkracené zlomky v ni nésleduji po
sobé podle rostouci hodnosti a zlomky téZe hodnosti nasleduji po sob¢ podle
rostouciho Citatele. Timto pFfedpisem je pofadi viech ¢lend té fady tplnd,
jednoznaéné urceno (na pf. v predeslé poznamce jsme zjistili, Ze zlomek ¢/,
stoji na pétatficatém misté; a podobné bychom mohli uréiti o kazdém zkra-
ceném kladném zlomku, na kolikdtém misté té fady stoji, nebo naopak o
kazdém misté té fady bychom mohli zjistiti, ktery zlomek na ném stoji).

Vysetfovali jsme dosud tfi mnoZiny: mnoZinu M, t. j. mnoZinu viech &isel
celych kladnych; mnoZinu N, t. j. mnozinu vSech é&isel sudych kladnych;
mnozinu ‘A, t. j. mnozinu vSech kladnych é&isel raciondlnich. Zjistili jsme,
Ze mnozina N 1 mnozina A jsou ekvivalentni s mnozinou M, ¢ili Ze jsou
spoCetné. Pfirozené se naskytd nyni otdzka: nejsou snad vSechny nekonedné
mnoziny spocetné, t. j. ekvivalentni s mnozinou M (t. j. s mnozinou é&isel
1, 2, 3, 4,...)? Kdyby tomu tak bylo, byli bychom ovSem s teorii ckvi-
valence hotovi: vSechny nekonené mnoziny byly by ekvivalentni s mno-
zinou M a pojem »ekvivalence« neposkytoval by Zadného jemngéjsiho d&-
litka pro nekoneéné mnoziny.!) Na $tésti tomu tak neni: budeme nyni
vySetfovati mnozZinu viech nezdpornych ¢&isel, men-
Sich nez 1, a dokdZeme, Ze tato mnozZina neni spoéetna,
t. j, Zeneni ekvivalentni s mnoZinou viech ¢isel celych
kladnych.

K tomu malou poznamku: kdybychom vzali jen mnozinu vSech racio-
néalnich &isel nezdpornych a mensich nez 1, zjistili bychom snadno, Ze
tato mnoZina jest spocetnd (diikaz si ¢tendf sdm provede: jde o mnoZinu
viech nezdpornych zkracenych zlomki, kde cCitatel je men $i neZz jmeno-
vatel; tyto zlomky lze opét srovnati podle shodnosti« v fadu takto:

1) Pfejeme si oviem, aby pojem ekvivalence poskytoval jakési délitko pro nekonetné mnoZiny:
wnoZiny konecéné (o koneéném pottu prvkd) miZeme rozliovat jesté dale podle toho, kolik prvkd
obsahuji; a pojem ekvivalence jsme zavedli prdvé proto, abychom ndco analogického dostali i pro
mnoziny nekonecéné.
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Dbikaz Ze mnoZina neni spocletné

o 1 1 1 2 1 1 2 3 1 3 1 2 4 1 3
1s 29 39 45 35 5% 65 59 43 Ts 59 89 Ts 59 99 To =+ o ¢
z ¢ehoZ spodetnost &ili ekvivalence s mnoZinou M jest patrna). Vezmu-li
vSak mnozinu v § e ch ¢&isel nezdpornych mensich nez 1, t. j., pfidam-li k tém
¢islim raciondlnim je$té také ¢isla iraciondlni, dostanu mnoZinu, kterd —
jak dokdZeme — neni spotetnd. Tim pFidanim iraciondlnich ¢isel se tato
mnozina — pfiblizné fe¢eno — tak podstatné zvétsila, Ze ekvivalence s mno-
Zzinou M zmizela; populdrné, oviem ne pfesné, to miiZeme vyjadiiti asi tak,
Ze iraciondlnich &isel je »podstatnd vice« nez racionalnich ¢&isel (pFirozens,
ze i tomuto zcela nepfesnému a neurditému vyroku lze dati pfesny tvar a
piesny smysl pomoci vhodnych definic — ale tim nebudu ¢&tendie zaté-
zovati). _
Dokéazeme nyni vétu, kterou jsme pred okamzikem vyslovili, t. j. tuto
vétu: Mnozina vSech ¢isel nezdpornych, mensich nez 1, neni spocetna.
Prohlédnéme si blize, co mame dokazati. Nezdpornd ¢isla, jak vime, daji
se vyjadFiti nekoneénymi desetinnymi zlomky, a sice kazdé nezadporné &islo
dé se vyjadFiti jednim jedinym zptisobem jako nekoneény desetinny zlomek
a kazdy nekoneény desetinny zlomek vyjadiuje naopak zcela urcité ne-
zaporné C&islo (viz piedesly odstavec). OvSem, abychom dosahli té »jedno-
znac¢nosti«, musili jsme nékteré desetinné zlomky ze svych uvah vylougit:
totiz tv, které od jisté decimaly obsahuji samé devitky. MnoZina vSech ne-
zapornych ¢&isel je tedy prosté mnoZina vSech (nevylouéenych) nekoneénych
desetinnych zlomk#. My vSak mame vySetfovati jen mnoZinu vSech neza-
pornych ¢éisel mensich nez 1, t. j. mdme z mnoziny vSech nezdpornych
¢isel ¢ili z mnoziny vSech (dovolenych) nekoneénych desetinnych zlomki
vybrat jen ty, jejichz hodnota je mensi neZ 1. To je velmi snadné:
vezmeme prosté jen ty nekon. desetinné zlomky, které pied desetinnou teckou
maji nulu: tak na pf. ¢isla 032147 ..., 0-0125..., 0:976.., jsou mensi nez 1,
kdezto nekon. deset. zlomky, jez maji pfed desetinnou tedkou jiné &islo nez
nulu, nejsou mensi nez 1; na p¥. 1:023..., 2:571..., 10320.., Tedy mnoZina
véech nezapornych ¢isel mensich nez 1 je prosté mnoZina vSech nekon.
deset. zlomkd, jez maji pfed desetinnou te€kou nulu (t. j. jeZ jsou tvaru
0- a, a,, a,..., kde a,, a,, a,,... jsou p¥islusné »decimaly, t. j. cifry od
0 do 9); ozna¢me tuto mnoZinu pismenem B; mame dokazati, Ze mnoZina B
a mnozina M (t. j. mnoZina vsech d&isel celych kladnych 1, 2, 3, 4,...)
nejsou navzdjem ekvivalentni. To jest: mdme dokézati, Ze neni moZno prvky
mnozin M a B sdruziti v pary (¢ili p¥ifaditi prvky mnoZiny B prvkim
mnoziny M) tak, jak bylo podrobné v definici ekvivalence vylideno. Dikaz
tohoto tvrzeni provedeme t. zv. »nepfimym zplsobem«<!); to znamena: vy-
jdeme od pYedpokladu, Ze takové sdruZeni v pary jest mozné (t. j. Ze mno-
Ziny M a B jsou si navzdjem ekvivalentni), a ukdZeme, Ze tento pfedpoklad
vede ke sporu (t. j. k nemoZnému, nesmyslnému duasledku).

Mysleme si tedy, Ze takové ptifazeni prvk téch mnoZin M a B jest

1) V prede$lém odstavei byl timto nepfimym zpisobem proveden dikaz, Ze odmocnina ze dvou
neni raciondlni.
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mozné a ze takové urlité prifazeni jest provedeno. Pomoci toho pFifazeni
jest kazdému prvku mnoziny M (t. j. kazdému celému kladnému ¢islu) pii-
fazen uréit? prvek mnoziny B. Onen prvck mnoiiny B, jeni je pi‘ifazen
islu 1, ozna¢me znackou x,; onen prvek mnoZiny B, jenZ je prlrazen éislu 2,
ozna¢me znaCkou x,, atd.; na pF. x,, je onen prvek mnoziny B, jenz je
ptifazen ¢islu 50. Jezto pak podle predpokladu kazdy prvek mnoziny B
je pritazen néjakému celému kladnému é&islu (t. j. néjakému prvku mno-
Ziny M), tedy fada
(5) X, Xy Xy Xy e

(ktera je ovSem nekonetnd) obsahuje vSechny prvky mnoZiny B.!)
A nyni ukdZeme, Ze jest to nemoZno: fada tvaru (5) nemtze apln¢ vy-
¢erpati mnozinu B. Tim dojdeme k hledanému sporu a tim bude nase véta
dokazana.

Rada x,, x,, x,,... se skladd z prvkt mnoziny B, t. j. z nekone¢. deset.
zlomkit, jez maji pfed desetinnou teCkou nulu. Cleny té fady jest tedy
mozno psati ve tvaru:

x, =0 a; a, a; a, a;.

x, =0 b, b, b, b, b5...
x,=0 ¢ ¢, CycCyCp...
x,=0d,d,d, d,d,...
x;, =0 e e, e, e e...

(P¥i tom a,, a,, a, ... zna¢i decimaly ¢&isla x, atd.; kdyby na p¥. bylo
x,=071256 . ... bylo by ¢,=7, ¢,=1, ¢;=2, ¢,=5, ¢,=6, atd. Ctenaf, kterému
by snad poéitani s obecnymi ¢isly a,, a,,... délalo potiZe, af si laskavé
predstavi néjaky konkrétni ptiklad; tfeba si méze myslit, Ze jest

x,=034529...

x,=020031 ...

x,=071256. ..

x,=032510. ..

x5 =012369 . . .;
podstatné v naSem dikazu oviem jest, Ze nase tvahy plati vZdy, af jsou
decimaly a,, a,..., b,, b,... jakékoliv.)

Mame nyni dokdazati, Zze Fada

(5) X, Xy Xy
nevycerpdva celou mnozinu B. Diikaz bude patrné proveden, podafi-li se
nam sestrojiti nekon. deset. zlomek

y=0k, k, k,...

(k,, ko, ki, ... jsou decimaly toho zlomku), ktery neni roven ani ¢&islu x,,
ani Cislu x,, ani &islu x, ani ... atd.2) Takovy zlomek lze vSak snadno de-

1) Ctendf mi odpusti, Ze jsem vlastné jeit&8 jednou zopakoval to, o &em jsem u% mluvil pFfi spolet-
nych mnoZinédch.

2) Nebof potom ¢&islo y, jakoZito nekon. deset. zlomek s nulou pied deset. tetkou, patif k mnoZzin¢ B,
neni vSak obsazeno v fadé (5).
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Podrobnosti dikazu

finovati; zvolime si totiz decimély k,, k,, k,, ... tak, aby ¢&islo y se lisilo
od ¢isla x, v prvni decimale, aby dislo y se llbllO od ¢isla x, v druhé deci-
male, aby éislo y se lisilo od ¢isla X5 v tieti decimale atd. Toho docilime
ttcba timto zplsobem (jsou mozZny ovSem i jiné zpisoby). Decimélu k; volim
rovnu 1, jestlize a, (t. j. prvni decimala ¢€isla x,) je jina &islice nez 1; jestliZe
viak jest a,=1, volim k,=2; tim je dosaZeno, Ze prvni deciméla ¢&isla y
je riznd od prvni decimaly é&isla x,. Obdobné decimélu k, volim rovnu 1,
jestlize ¢islo b, (t. j. druhd deciméla &isla x,) je jind Cislice nez 1; jestlize
vSak jest b,=1, volim k,=2; tim je dosazeno, Ze druhd deciméla ¢&isla y
je riznd od druhé decimaly é&isla x,. A obdobné volime cifry k,, k...
Na pt. Cislice k;, je stanovena timto piedpisem: jestlize tiicatd decimala
¢isla x;, je jina éislice nez 1, volim k;,=1; je-li vSak tficata decimaila ¢&isla
x4 rovna jedné, volime k, =2. (V nasem ¢iselné daném prikladé jsem ty
»diagonalni< cifry (t. j. prvni decimalu Cisla x,, druhou decimélu ¢isla x,,
tfeti decimalu usla x atd ) napsal tuéné; ¢islo y vypadd pak takto: k,=1,
k,=1, k,=1, k,=2, k,=1, ... atd, tedy y=011121...). Timto predpisem
jsou tedy stanoveny vsechny decimély k,, k,, k,,... a tedy i nekon. deset.
zlomek
y=0k, k, k,...

Tento zlomek patfi do mnoziny B. (Zlomek 0 k, k, k, ... nepatii jisté mezi
szakdzané« zlomky; nebof na vSech desetinnych mistech ma samé jednicky
a dvojky, takZe potize s devitkami jsou vylouceny.). Neni vSak roven &islu
x, (nebof nekon. deset. zlomky pro ¢isla y a x; se liSi na prvni decimale),
ani neni roven &islu x, (nebof y a x, se lisi na druhé decimale); y neni
také rovno na pf. Cislu x;, (nebof y a x;, se liSi na padesaté deciméle) atd.
Cislo y nerovna se tedy zadnému ¢&islu z Fady (5), fada (5) nevyCerpava
tedy celou mnoZinu B, a tim jec dikaz proveden.

K vétg, kterou jsme pravé dokazali, pFipojim jesté dvé poznamky. Prvni
z nich tyka se véty samotné. Dokdzali jsme, Ze mnozZina M a mnoZina B
nejsou navzajem ekvivalentni. To je fakt zdkladni dileZitosti; tak jako ne-
jsou vSechny koneéné mnoziny navzdjem ekvivalentni (na p¥. mnoZina, slo-
7end ze dvou prvki, neni ekvivalentni s mnoZinou, sloZenou ze tfi prvki),
zrovna tak nejsou viechny nekoneéné mnoziny navzdjem ekvivalentni. Timto
poznatkem teprve nabyva teorie ekvivalence své plné dilezZitosti: tak jako
je mozno tiiditi kone¢né mnoZiny jesté déle pomoci ekvivalence a neekvi-
valence (t. j. pomoci stejnosti ¢i riznosti poétu prvki), zrovna tak je mozZno
tiiditi je§té déle pomoci ekvivalence a neekvivalence i mnoZiny nekonecéné.l)

Druhé pozndamka tyk4 se dikazu té vity. Hlavni bod dikazu byl asi
tento: napsali jsme ty zlomky

1) Véta, o které mluvime, zni: MnoZiny M a B nejsou navzdjem ekvivalentnf, &ili: Nelze prvky
mnozin M a B sdruziti v pary tak, jak bylo vyliteno v definici ekvivalence. Vidite, Ze i poznatky,
majici zdénlivé negativni rdz (»nclzec, »jest nemoZno«, »>neexistuje« a pod.), mohou mfti v matematice
velky positionf vyznam; nemusi byti nepfijemné a neZddoucf — mohou naopak byti dileZitymi sloupy
na$f védy.
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x,=04a, a, a, a, a5 ...
x,=0b, b, b, b, by ...
x3—0c c, c3 c4 cﬁ...

x—Oddddd

x5—0e e, e; e, e5...

Potom jsme vzali ty tuéné vysézené decimaly (t. j. prvni decimélu &isla x,,
druhou decimalu ¢isla x,, tieti decimalu ¢isla x, atd. — kratce ty decimaly,
jez lezi jaksi v »dhlopPi&né« toho schematu), ty jsme podle uréitého
pravidla vesmés pozménili') a téch zménénych deciméal jsme uzili prave
k sestrojeni toho hledaného ¢isla y. Tato zdkladni myslenka dikazu (t. zv.
sdiagonalni postup«), stejné jednoduchd jako duchaplni, nevysky-
tuje se jen v tomto diikazu: v pfemnohych dikazech matematickych, zbavi-
te-li je nejréiznéjsich obtiznych podrobnosti a odborné-technickych fines,
objevi se vam jako jadro tato prajednoduchd a pfi tom svrchované plodna
myslenka Cantorova.

Mnozinu B je moZno interpretovati také geometricky; redlnd &isla jest
totiz moZno zobraziti na t. zv. ose Ciselné (viz piedesly odstavec). PFi tom
&isltim nezapornym odpovidaji body na pravo od »bodu nula« (t. j. na pravo
od pocatku, ovSem véetné pocatku); ¢islim mensim nez 1 odpovidaji body na
levo od »bodu jedna«. Mnoziné B (jez se sklada ze vSech ¢isel nezadpornych,
mensich nez 1) odpovida tedy mnoZina vSech bodd, lezicich na pravo od
bodu 0 a soucasné na levo od bodu 1 (bod nula inclusive, bod jedna exclu-
sive). Jinymi slovy: mnoZzinu B jest moZno interpretovati také jako mnozinu
vSech bodt usecky, omezené (na ose ¢iselné) bodem 0 a bodem 1.2) MnoZina
B je tedy — geometricky Ffe¢eno — mnoZina vSech bodt jistého »jedno-
rozmérného« tdtvaru, totiZ mnozina vSech bod na jisté tisecce.

Jako posledni ptiklad na teorii ekvivalence budeme vySetfovati mnozinu
bodii v jistém »dvojrozmérném« ttvaru, totiz mnozinu vSech bodi ve
¢tverci. Napfed vSak musime si zopakovati, jak lze urovati body v ro-
viné. Jak lze urfovati body na pfimce, vime z pfedeslého odstavce: zvoli-
me na té pfimce bod, t. zv. »poéateks, a jednotku délky. Kazdy bod na té
pfimce ma uréitou vzdéalenost od pocatku, kterou bereme kladné na pravo
a zaporné na levo od pocatku; tuto vzdéalenost (branou s prislusnym zna-
menim) nazyviame také soufadnici toho bodu. Déati bod na pfimce zna-
mend tedy totéz, jako dati Cislo, totiz soufadnici toho bodu; mnozinu bodd
na piimce mohu tedy interpretovati také jako mnoZinu é&iscl (totiz jako
mnozinu soufadnic téch bodi).

K uréeni bodu v roviné je ticba d vou obdobnych soufadnic. Myslete
si tfeba rovinu tohoto papiru; abychom mohli urovati polohu bodid v této

1) TotiZ misto decimal 0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 jsme psali jednitku, misto decimdly 1 jsme psali
dvojku.

2) PFi tom levy koncovy bod (bod 0) potitime k mnoZiné B, pravy koncovy bod (bod 1) nepoitime
k mnoziné B. To jsme udélali jen pro pohodli (aby totiz mnoZina B byla priavé mnoZina ‘3ech nekon.
deset. zlomkd, jez maji nulu pfed desetinnou te¢kou). Kdybychom uéinili o koncovych bodech té
dseCky jinou tmluvu, dostali bychom tyz vysledek.
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Pravoihlé soufadnice v roviné
Obr. 3. Pravoihlé souFadnice v rovind. osa y

Osy x, y rozdéluji rovinu na ¢&tyFi kvadranty,
n ]
oznalené ¢&islicemi I, 1I, III, IV. Na obrdzka

jsou vedle bodu P zakresleny jes$té dva body:

JEEN—Y

osa x

bod o soufadnicich -3, -1 a bod o soufadnicich ! 5] ; I=}
2, -1. (U posléze uvedeného bodu je omylem ;pH_”

na obrdzku 1 misto spravného -1.) It 1%

roviné, nakreslime dvé kolmé piimky, kterym budeme ¥ikati osa x (nebo
také osa tsecek) a osa y (nebo také osa pofadnic); jejich priseéik nazyvame
pocatkem (bod O; viz obrazek); zvolime kone¢né také jednotku délky. Budiz
nyni P néjaky bod v té roving; spustime z bodu P kolmici na osu x; ta
prctne osu x v bodé, ktery oznaéme R; vzdalenost OR (pocitanou kladné,
je-li bod R na pravo od poéatku, a zdporné, je-li bod R na levo od po-
¢atku) nazyvame x-ovou (¢ti iksovou) soufadnici bodu P nebo také dseckou
bodu P; vzdalenost PR (poc¢itanou kladné, je-li bod P nad osou x, a za-
porné, je-li bod P pod osou x) nazyvame y-ovou (¢ti: ypsilonovou) sou-
fadnici bodu P nebo také pofadnici bodu P. Usetka a poradnice bodu P
nazyvaji se dohromady soufadnicemi bodu P. KaZdy bod v roviné
uréuje tedy dvojici ¢isel, totiz svou tsec¢ku a svou pofadnici. Naopak, kazda
dvojice &isel, bereme-li ta é&isla jako tsetku a pofadnici néjakého bodu,
uréuji jeden jediny, zcela uréity bod v roviné; na pf. bod P,, jenz ma
sovfadnice —3 (Giset¢ku) a —1 (pofadnici), dostaneme tak, Ze naneseme délku
3 na osu x na levo od poéatku a potom sestoupime o délku 1 pod osu x
(viz obr. 3.). Abychom tento vztah mezi bodem a jeho soufadnicemi kratce
vyznaéili, pFipisujeme k oznac¢eni bodu do zavorky jeho soufadnice; tak
na pi. P, (—3, —1) zna&i obsirné: bod P,, jenz mé tsetku —3 a poradnici
—1; nebo dokonce, nemtize-li to vésti k omyltim, vynechavdme zvlastni
oznafeni toho bodu a piSeme jen jeho soufadnice; na pf. symbol (2, —1)
znamenda bod o useCce 2 a o poradnici —1.1)

Soufadné osy (t. j. osa x a osa y) déli rovinu na &ty#i kvadranty (na
obr. 3. oznadeny I, II, III, IV). Body v prvnim kvadrantu (na pravo od
osy y, nad osou x) maji obé soutadnice kladné; body v druhém kvadrantu
(nad osou x, na levo od osy y) maji tset¢ku zapornou, pofadnici kladnou
atd. Body na ose x¥ maji ovSem pofradnici rovnou nule, body na ose y maji
tse¢ku rovnou nule; pocatek ma obé soufadnice rovny nule.

Vedme nyni (viz obr. 4.) pfimku a rovnobé&Zné s osou x ve vysce jednot-
kové nad osou x a piimku b rovnobézné s osou y ve vzdalenosti jednotkové
od osy y v pravo; osa x, osa y, pfimka a a pfimka b omezuji vysSrafovany
étverec; budeme se zabyvati mnoZinou bodit, jez lezi uvnits

1) Obdobného oznaleni miZeme také uZivat pro body na piimce (jeZ jsou ovSem ddny jedinou
soufadnici): tak na pf. P(2) znaéi bod P (na pfimce), jenZ mda soufadnici 2 atd.

39



Néco o problémech a metoddch moderni matematiky

toho ¢tverce (bereme tedy v tivahu jen vnitini body toho &tverce, ni-
koliv body na obvod¢); tuto mnoZinu oznaéme pismenem C.
Ctenaf na prvni pohled vidi, Ze mnoZina C je pravé mnozina vSech bodd,
jejichz obé soufadnice jsou kladné a mensi nez 1.1)

Pismenem B jsme oznalili — geometricky feéeno — mnozinu vSech bodil
na jisté tdseéce, totiz mnozinu onéch bod@ na ose &iselné, jejichZz soufadnice
jest nezdporna a men$i nez 1. Mnozina B je tedy mnoZina vSech bodd na
tsecce, jejiz koncové body jsou »bod 0« a »bod 1« (pfi éemZ pravy koncovy
bod k mnoziné B nepocitaim). A nyni ptijde pfekvapujici véta: Vta 1.
Mnoziny B a C jsou navzajem ekvivalentni.

To jest: body ve ¢tverci C daji se uplné, beze zbytku, sdruziti v pary
s body tsecky B! Dikaz této véty neni zvlasf obtiZzny; obsahuje vSak na
jednom misté malou potiZ pocetniho rdzu; proto nebudu zde vétu 1. do-
kazovati, nybrz dokaZi jinou vétu, kterd neni o nic méné p¥ekvapujici:

Véta 2. Mnozina C je ekvivalentni s jistou ¢asti mno -
ziny B2)

To jest: Body ve &tverci C daji se sdruZiti v pary s body useCky B tak,
ze body ¢tverce C jsou viechny vyderpany, kdezto z bodd usecky B jestd
nékteré zbudou!

Prosim &tenafe, aby laskavé na chvili pi¥estal vrtéti hlavou (za chvili
si jeSté o této podivuhodné vété pohovorime) a aby se mnou sledoval dikaz
této véty 2. Ditkaz probihd velmi jednoduSe. Kazdému bodu ¢étverce C
pFifadime prosté jeden zcela urcity bod tsetky B, a sice podle tohoto pred-
pisu: Budiz P (x, y) libovolny bod é&tverce C, jehoZ soufadnice jsou Cisla
x a y; napiSme tyto soufadnice ve tvaru nekon. deset. zlomké (ovSem v tom
»dovolenémc« tvaru).?)

x=0a, a, a; a,...
y=0b, b, b, b,...

a ptifadme tomuto bodu P onen bod Q tsecky B, jehoz soufadnice jest
t=0-a, b, a, b, a; b,...;

t. j., abychom dostali soufadnici bodu Q, sestrojime nekon. deset. zlomek,
ktery na prvni, tieti, paté, sedmé, ... decimalec ma decimély ¢&isla x a na
druhé, &tvrté, Sesté, osmé,... decimdle méa decimaly é&isla y. (Zlomek
0-a, b, a, b, a, b,... jest zfejmé »dovoleny« nekon. deset. zlomek; nebot
kdyby byl snedovoleny«, byly by vSechny jeho decimédly od jisté polinajic
rovny devitce, a tedy také na p¥. vSechny &islice a,, a,, a,,... by od jistého
mista byly rovny devitce, to znamena, Ze zlomek 0-a, a, a,... by byl »ne-

1) Nebof >tiseka kladnd a men3i neZ jednac znamend, Ze pfisluiny bod leZf mezi osou y a pFimkou
b; »>pofadnice kladnd a men3i nez jednac znamend, Ze piisluiny bod leZi mezi osou x a pfimkou a.

2) Okolnost, ¢ mnoZina C je podle v& 1. a 2. ekvivalentni jednak s mnoZinou B, jednak s &dst{
té mnoZiny B, nemusi &tenafe pFili3 pfekvapit. Vidyt jsme jiZ vidéli, Ze nckoneind mnoZina mbZe byt
ekvivalentni se svou vlastni &asti: na pfiklad mnoZina vZech celych kladnych &isel je ekvivaletnf
s mnoZinou vSech sudych kladnych ¢&isel.

8) Oviem, Ze pied desetinou tetkou stoji nula, jezto é&isla x, y jsou kladnd a mend¥f neZ 1.
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Obr. 4. MnoZina bodi, jejichi obé soufadnrice

jsou kladné a mensi nez 1.

Vnitfek Srafovaného &tverce jest mnoZina C, t. j. 11—

mnoZina vSech bodd, jejichZ ob& soufadnice jseu

kladné a men3i nez 1. Piimka a je vedena

rovnobézné s osou x ve vySce jednotkové nad

osou x. Pfimka b je vedena rovnobé&zn& s osou

Yy ve vzdalenosti jednotkové od osy y v pravo,

.

Osa x, osa Yy, piimka a a pfimka b omezuji 0

Srafovany ¢&tverec, jeho vnitiek jest mnoZina C.

dovoleny«, coz je vsak vylouceno, jezto jsme ¢&islo x rozvinuli v zlomek
»dovoleného« tvaru. Bod Q skute¢nd lezi na tseéce B, jeito jeho soufadnice
t je nezaporna a mensi nez 1.

Tak na pt. bodu P o soufadnicich

x=017432..., y=056097 ...

je prifazen bod Q o soufadnici
1=01576403927 . ..

Timto zplsobem je tedy skuteéné kazdému bodu ¢tverce C piifazen jeden
jediny bod dsetky B; ovSem nevime dosud, zda pfi tom vycerpame celou
mrozinu B ¢ili nic (za chvili ukdZeme, Ze nevycerpdme p¥i tom celou mno-
zinu B, nybrz jen jistou ¢ast té mnoziny); ozna¢me pismenem B, mnoZinu
onéch bodt tsecky B, které skuteéné pii tom pftifazeni vystupuji. Kazdémn
bodu ¢tverce C je tedy prFifazen uréity, jediny bod mnoZiny B, a také
naopak kazdy bod mnoziny B, je pfifazen néjakému bodu é&tverce C (nebof
B, je pravé mnozina téch boda usetky B, které pfi tom pFifazeni skutecné
vystupuji). Jenom se jestd piesvédéime, Ze kazdy bod mnoziny B, je pfi-
fazen jednomu jedinému bodu &verce C. (Kdybychom to prifazeni
provedli néjak nevhodné, mohlo by se ovSem stati, Ze by dvéma (nebo
i vice) riznym bodim ¢tverce C byl pFifazen jeden a tyz bod mnoziny B,;
t. j., Ze ten bod mnoZiny B, by byl pfifazen né&kolika rtiznym bodéim mno-
ziny C. Proto musime zvla$f dokazati, Ze v naSem piipadé tato moZnost
je vyloucena.). Chceme tedy dokazati, Ze Zadny bod mnoZiny B, neni pfi-
fazen dvéma (nebo vice) riznym bodiim mnoZiny C; ¢ili chceme dokazati,
Ze dvéma riznym bodim mnoZiny C nikdy neni ptifazen jeden a tyZ bod
mnoziny Bj; ¢ili kone¢né: chceme dokézati, ze dvéma riznym bodéim mno-
ziny C jsou pfifazeny vzdy dva rizné body mnozZiny B,. To ukéZeme velmi
snadno: Mysleme si néjaky bod P (x, y) z &tverce C, jehoZ soufadnice nechf
jsou
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Bod Q z mnoziny B,, jenz je pFifazen bodu P, ma podle naseho pfedpisu
soufadnici
t=0a, b, a, b, a, b,...

Je vidét: zménim-li bud soufadnici x nebo soufadnici y (nebo obé najednou),
zméni se aspoil jedna z &islic a,, a,, a,..., by, by, by, ..., t. j. zméni se aspon
jedna decimala ¢isla ¢, t. j. zméni se &islo t a tim i bod Q. Piejdu-li tedy
od bodu P (x, y) k libovolnému jinému bodu P’ (x, y’) (ktery tedy ma
aspofi jednu soufadnici (po pfripadé obé&) jinou nez bod P), zméni se jisté
i bod Q; dvéma rtznym bodim mnoziny C jsou tedy vskutku prifazeny
dva ridzné body mnozZiny B,.

Dospéli jsme tedy k tomuto vysledku: pfifadili jsme prvky mnoziny B,
prvkim mnoziny C tak, Ze kazdému prvku (bodu) mnoziny C je prifazen
jeden jediny prvek mnoziny B,, a naopak, kazdy prvek mnoziny B, je pfi-
fazen jednomu jedinému prvku mnoZiny C. Tim je vSak provedeno »spa-
rovani« mnozin C a B, ve smyslu na8i definice ckvivalence: mnoziny
C a B, jsou tedy navzdjem ekvivalentni

Ukéazeme jesté, Ze mnozina B, nevycerpava plné dsecku B; Cili Ze mnozina
B, je skute¢né jen ¢asti mnoziny B. Bodu P (x, y) o soutadnicich

je ptifazen bod Q o soufadnici
t=0-a, b, a, b, a; b,...;

jezto 0 a, a, a,... je »dovoleny« zlomck, nemohou ¢&islice a,, a,, a,,... byti
samé devitky; nemize tedy é&islo ¢ miti na lichych desetinnych mistech samé
devitky. Takové body mnozZiny B, jejichZz soufadnice ma na vSech lichych
desetinnych mistech samé devitky, nevystupuji tedy nikdy pfi tom pfi-
tazeni a nepatii tedy do mnoZiny B,. Na pf. bod, jchoz soufadnice jest
090969090 ... nebo bod, jehoz soufadnice jest 0-919291929192..., ncpatii do
mnoziny B,. MnoZina B, tedy vskutku neobsahuje vSechny body usetky
B. (Ov3em nevycerpali jsme timto postupem viechny body tseéky B,
jez schazeji v mnoziné B,. Snadnou tvahou by é&tenaf mohl udplné vy-
Setiiti, které body usecky B schazeji v mnoZiné B,.)

Tim je véta 2. Gplné dokadzana.

Véta 2. je hodné pirekvapujici: mnoZina C vSech bodi ve étverci d& sc
bod za bodem pfifaditi mnoZin¢ B,, kterd ani nevylerpava celou tsecku!
Af se namdhédme jak chceme, nedovedeme si toto piifazeni nijak smyslové
predstavit — a pfece ten predpis byl tak jednoduchy! Ve skuteénosti ten
predpis je jednoduchy jen formalné, podetné, kdeZto vnitini struktura toho
pfifazeni je vskutku nesmirné sloZitd. Chtél bych na nékolika fadcich tuto
sloZitost trochu osvétliti. Vezméte tyto dva body é&tverce C: bod P, (x,,y,)
o soufadnicich

x,=0100000000. .. (samé nuly),
y,=0100000000 . .. (samé nuly),
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a bod P, (x,, y,) o soufadnicich

x,=0099999000 ... (samé nuly)
Y,=0100000000. .. (samé nuly).

Bodu P, je ptifazen bod Q, o soufadnici
1=0°110000000000 . . .
a bodu P, je pfifazen bod Q, o soufadnici
£,=0019090909090000000 . . .

Body P, a P, jsou si velmi blizko: jejich usetky se lisi jen o 0000001,
jejich pofadnice jsou dokonce stejné; ale body Q, a Q, se znatn¢ lisi:
nebof t,=011 a soufadnice f, je mensi nez 0-02; rozdil téch soufadnic (t. j.
vzdéalenost bodu Q, od bodu Q,) je tedy vétsi nez 0:11—0'02=009. (Ctenaf,
kterému snad délaji posledni fadky potize, nechf si laskavé nakresli body
Q. a Q, na osu ¢iselnou.)

Dvéma velmi blizkym bodim ve é&tverci C jsou tedy ptifazeny body
zna¢nd vzdalené. A tento tkaz bychom mohli sledovat jestd dale: myslete
si na pf., Ze v soufadnici x, byste misto péti devitek napsali milion devitek:
vzdéalenost bodd P, a P, by byla pak nesmirné malé; ale vzdéalenost bodi
Q, a Q, by zlstala v&tsi nez 009. [Nebof f; by se nezménilo: ¢,=011
a ¢islo t, by zlstalo mensi nez 0-02; nebof {, by se rovnalo 0:01909090.. .,
(kde oviem téch skupin 90 by byl milion, a pak teprve by piisly samé nuly.)]
Vidite z toho, Z¢ dvéma nesmirné blizkym bodim é&tverce C mohou byti
pFifazeny dva zna¢né od sebe vzdéalené body mnoZiny B,; a také naopak
snadno seznate, ze dvéma znatné od sebe vzdalenym bodim d&tverce C
mohou byti pfifazeny dva nesmirné blizké body mmnoziny B,. [Na pf. bodu
P, (x; y,) o soufadnicich

x,=0:099900. .. (samé nuly), y,=0999900... (samé nuly)
je pFifazen bod Q; (t,) o soufadnici

t,=0°0999999900 . .. (samé nuly)
a bodu P, (x,, y,) o soufadnicich

x,=0100000. .. (samé nuly), y,=0-000100... (samé nuly)
je prifazen bod Q, (t,) o soufadnici

t,=0'1000000100 ... (samé nuly).

Body P, a P, jsou od sebe zna¢né vzdaleny (pofadnice se lisi skoro o jed-
ni¢ku), kdezto vzdalenost bodt Q; a Q, ¢ini jen 0:00000002.] To p¥ifazeni
je tedy skute¢nd velmi slozité; kdybychom si chtéli toto pfifazeni pied-
stavit tak, e bychom kazdy bod ¢étverce C pienesli do prislusného (t. j.
jemu pfifazeného) bodu mnoziny B,, musili bychom ten &tverec roztrhat,
rozbit do nejmensich ¢astecek (t. j. jednotlivych bodi); ndkteré velmi blizké
Lody tcho &tverce bychom musili daleko od sebe odtrhnout, jiné, znaéné od
sebe vzdalené, bychom musili k sobé& pFitladit atd. To je ostatné docela po-
chopitelné: &tverec je prece jen néco docela jiného nez tsecka; a chceme-li
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tedy vSechny body é&tverce smdéstnati na tse¢ku (ba dokonce jen na &ast
asecky), musime ten Ctverec asi pofadné zohavit, roztrhat, zpiehdzet, aby
se nam na tu useCku veSel.l) Snad téchto nékolik Fadek pomohlo ¢&tenafi,
aby se mohl vnitiné vyrovnati s vétou 2., jejiz dikaz si provedl a ktera
pfes to pouhému smyslovému nézoru ziistdva cizi a nepochopitelna. A k tpl-
nému uspokojeni ¢tendfe poznamendvam je$té toto: mohli bychom se po-
kusit, provésti pFifazeni mnozin C a B, néjakym jinym zptsobem: ale af
bychom se namahali sebe vice, nedostali bychom nikdy pf¥ifazeni o mnoho
jednodu$si. D4 se totiz dokdzati, ¢ neni moZno provésti prifazeni
mnozin B, a C, které by bylo »plynulé«, které by nebylo tak zpietrhané
jako ono pfifazeni, jeZ jsme provedli.2)

Zdrzel jsem se trochu déle u nauky o mmnozZstvich (a sice u teorie ckviva-
lence) a to z n¢kolika diévodi. PiedevS§im zacatky teorie mnoZin tykaji sc
pojmi tak obecnych, tak zadkladnich a tak jednoduchych, Ze se musi v nich
postupovati od zaldtku, bez pouZivani néjakych sloZitych vét a poznatki
z jinych oborii matematiky; a proto daji se tyto zacatky i laikovi vyloZiti.
Za druhé setkali jsme se pravé v téch prikladech, jez jsme probirali, s kla-
sickymi ukdzkami ryziho a (aspoii podle mého vkusu) krasného uvazovani
matematického. A za tfeti mtize mi teoric ckvivalence