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BERNARD BOLZANO
A ZAKLADY MATEMATICKE ANALYSY

Vojtéch Farnik

Objev diferencidlniho a integrilniho poltu Newtonem a Leibnizem
na konci XVII. stoleti oteviel matematice nové obzory a soué¢asné poskytl
mocnou a pro dalii vyvoj nepostradatelnou pomticku rozvijejici se fysice.
Neni proto divu, Ze novy obor matematiky, t. zv. matematick4 analysa,
ktery dovoloval feSeni problémi, na néz diive nebylo pomysleni a sou-
¢asné neustale stavél pied matematiky problémy nové, prodélal v néasle-
dujicim XVIII. stoleti bouflivy vyvoj, pfi kterém se matematikové,
oslnéni nesmirnymi novymi vyhledy, poustéli na daleké objevné cesty
nestarajice se pfi tom pfili§ o upevnéni zakladd, na nichZ novd nauka
spocivala. Tento stav nebyl oviem natrvalo udrzZitelny a v prvni polovici
XIX. stoleti vyrostla budova matematické analysy do takové vysky, Ze
jeji dalsi budovéni bylo nemyslitelné bez upevnéni jejich zaklada. Tak
dochézi k obdobi velké revise zdkladd analysy, které trva asi 50 let a
které je moZno povazovat za dovriené dilem Weierstrassovym asi okolo
r. 1870; soucasné s touto revisi pokracuje oviem i rozvoj ostatnich sméria
v matematice za neustdlého vzidjemného pulsobeni.

Na tomto stupni vyvoje nemohla asi tato revise byt provedena
jinak nez duslednou aritmetisaci analysy. Tato aritmetisace se v dile
Weierstrassové stupfiuje aZ k jednostrannosti, ktera byla pozdé&ji kori-
govana modernim vyvojem matematiky; ostatné se jiz ve zminéném
obdobi projevuje tato dialektika ve vyvoji matematiky: tak B. Riemann,
ktery na pf. svou theorii integrilu prispél podstatné k aritmetisaci ana-
lysy, byl soudasné genidlnim budovatelem geometrické theorie analytic-
kych funkci. '

Bylo by vSak omylem, odlifovat tuto revisi jako praci pouze ,kri-
tickou® na pf. od ,tviréiho“ obdobi XVIII. stoleti. Revise zakla-
did analysy vedla nejenom k upevnéni toho, co bylo jiz zndmo, ale
také k objevim novych spolehlivych a obecnych metod, které dovoluji
asto shrnout v jediné vété pretetné vysledky, z nichZ diive kazdy vy-
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zadoval zvl&itniho vySetfovdni — nehled& k tomu, Ze takovi obecnd
véta znameni i kvalitativné daleko vy$i stupeti pozndni, neZ tisic
jejich specidlnich ptipadt — na které oviem nesmime Zzapominat,
nemame-li utonout ve verbalismu. Tyto metody davaji proto mate-
matikovi daleko G¢inn&j§i a jednoduSeji ovladatelny néstroj, kterym se
muzZe pustlt do mnohem obtiZnéj$ich a sIozxtéﬁich problémi nez dfive.

Rekl jsem jiz, Ze toto velké obdobi revise je mo?no povazovat za
skonéené okolo roku 1870, kdy byly upevnény zdkladni pojmy, souvisici
s pojmem limity a odvozeny hlavni véty o nich a kdy budova byla do-
vriena! také vybudovanim theorie redlnych &isel (z riznych theorii redl-
nych &isel je u nés dosud asi nejpopularnéjii Dedekindova theorie fezi).
Na pocatku tohoto obdobi se pak setkdvdme s na$§im krajanem Bernar-
dem Bolzanem (1781—1848).

Bolzano nebyl oviem jen matematikem a jeho mnohostranné blaho-
darna ¢innost zanechala hlubokou stopu v nafem narodnim Zivoté. Zde
si viak poviimneme pouze Bolzanova dila matematického, které tvoii
velmi podstatny tusek jeho ¢innosti a kterému patii vyznamné misto v dé-
Jjindch matematiky; na pi. ve Velké sovétské encyklopedii je heslo o Bol-
zanovi velkou vétSinou vénovdno pravé jeho dilu matematickému. Ale
ani matematickym dilem Bolzanovym se zde nebudeme zabyvat v celé
jeho §ifi, nybrZ pouze potud, pokud se dotyk4 revise zdkladt matematické
analysy. Zd4 se vskutku, Ze tyto jeho prace svym vyznamem nesrovnatel-
né pfevysuji jeho ostatni prdce matematické, at se tykaji geometrie nebo
theorie &isel.

Za Zivota Bolzanova vyily vlastné jen dvé nevelké, ale velmi vy-
znamné jeho préce, tykajici se zdkladd analysy: ,,Der binomische Lehr-
satz und als Folgerung aus ihm der polynomische und die Reihen, die
zur Berechnung der Logarithmen und Exponentialgréssen dienen, ge-
nauer als bisher erwiesen“ z r. 1816 a ,,Rein analytischer Beweis des
Lehrsatzes, dass zwischen je zwey Werthen, die ein entgegengesetztes
Resultat gewihren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege*
z r. 1817 (déle citovano jako Analyticky dikaz). K nim sludi pfidisti dvé
prace rdzu spife filosofického, totiz ,,Beytrige zu einer begriindeteren
Darstellung der Mathematik, 1. Lieferung® z r. 1810, obsahujici jakysi
program pro dal§i Bolzanovu prici v matematice, a ,,Paradoxien des
Unendlichen®, sepsané r. 1847—48 a vydané po Bolzanové smrti r. 1851
F. Prihonskym. Z téchto praci je nejvyznamnéj§i Analyticky dukaz,

1,,Dovriena‘ smérem dolii: logicky je theorie redlnych &isel potitkem, na kterém
budujeme analysu v redlném oboru; historicky vznikla na konci tohoto obdobi, nebot
pfi revisi zdkladi se $lo od ,,povrchu* do hloubky.
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k némuZ se jeité vratime. VSechny tyto prace zistaly dlouho téméf ne-
znémy a teprve dlouho po Bolzanové smrti upozornili n&ktefi vynikajici
matematikové na jejich vyznam a od té doby byl Bolzano cenén jako
jeden z prednich budovatelti zdkladd moderni analysy. Ale tyto price
zdaleka nevy&erpévaji Bolzanovo dilo v tomto oboru. Koncem prvni své-
tové vélky nasel plzensky profesor M. Jalek v tehdejsi videriské dvorni
knihovné v Bolzanové pozistalosti rozsdhly rukopis, ktery byl potom
r. 1930 vydan Kralovskou &eskou spole¢nosti nauk pod nazvem ,,Func-
tionenlehre“. Vydani je opatfeno vyraznou pifedmluvou prof. K. Petra
a pec¢livymi pozndmkami prof. K. Rychlika. V tomto dile jsou ve dvou
oddilech (o spojitosti a o derivaci) uplatnény systematicky zasady, kte-
rych Bolzano uZil ve specidlnim ptipadé v Analytickém dikazu. Toto
dilo, dokon&ené asi r. 1831—34, obsahuje mnohé zékladni poznatky, které
byly znovu objeveny aZ po desitiletich. Mané se vtira otdzka, jak by se
byl zménil vyvoj analysy, kdyby toto Bolzanovo dilo bylo publikovano
vcas. Dnes, kdy se vice nez kdy jindy zamyslime nad na$i kulturni né-
rodni tradici, je snad na mist¢ pfipomenout, co dluZime velkému dilu
Bolzanovu.

Moje nésledujici pozndmky nezamysleji nic vice, neZ znovu upo-
zornit na zavaznost dila Bolzanova a na nékteré problémy, které se
mohou vyskytnouti pfi jeho hodnoceni.

Rekli jsme jiz, Ze prvni prace Bolzanovy z tohoto oboru (Binomick4
poucka a Analyticky dikaz z let 1816 a 1817) stoji na samém poéatku
obdobi revise zdkladh analysy. Mezi jeho velkymi soulasniky najdeme
nékolik, ktefi ve svych pracich na riiznych mistech pfispéli k spolehlivé-
mu vybudovéni zdklad analysy, ale systematicky nalézame tyto otdzky
v oné dobé zpracovany snad jen u A. Cauchyho vjeho ,,Cours d’Analyse‘
(1821),,,Résumédeslegons... sur le Calcul Infinitésimal‘ (1823),,,Lecons
sur le Calcul différentiel* (1829). Bolzaniv Analyticky dikaz je tedy
star$i; naproti tomu pozdéji se Bolzano s Cauchyovymi dily sezndmil
a ve své ,,Functionenlehre® je cituje. Ale mezi obéma velkymi védci
je podstatny rozdil. Cauchy je pfedeviim matematik (a to jeden z nej-
vét§ich matematiki vSech dob), ktery se zabyva zékladnimi otdzkami
pfedeviim jen potud, pokud je k dal§im vyvodam potiebuje. Naproti
tomu je Bolzano soutasné filosof. Sam pravi, Ze matematika jej pre-
deviim zajimé jako odvétvi filosofie a cviteni ve sprdvném mysleni.
Tato okolnost se zfetelné obrazi v jeho dile. Piedeviim jde v rozbo-
ru zékladnich pojmi, ve studiu jejich vzdjemnych vztahli a ve snaze
o presnost dikazt déle nez Cauchy. Za druhé po strince &isté ,,o0d-
bornické“ neni Bolzano dosti zkuSenym a obratnym matematikem.
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Jaky vliv mél tento nedostatek na jeho dilo, uk4%i pozdéji na ptikladech.?

Proberme nyni jeho Analyticky diikaz, jakoZto nejvyznamn&jsi
z Bolzanovych dél, tykajicich se zakladd analysy a vydanych za jeho Zi-
vota. Véta, které je toto pojednani vénovano, je tato: Jestlize funkce
spojitd v uzavieném intervalu nabyva v krajnich bodech tohoto inter-
valu hodnot riizného znameni, je tato funkce aspoii v jednom vnitinim
bodé intervalu rovna nule.

Bolzano uvadi tuto vétu ve tvaru trochu zkomplikovaném (zbyted-
né): jsou-li f; g dvé funkce, spojité v uzavieném intervalu [a, 6] a je-li
Sfla) < g(a), f(b) > g(b), existuje uvniti tohoto intervalu aspoil jedno
¢islo x tak, Ze f(x) = g(x). Tato véta je velmi plausibilni z ,,ndzoru*: spo-
Jjitd &ara, kterd probihé &astedné pod osou usetek, ¢aste¢né nad ni, musi
ji nékde protnout. Ale Bolzano spravné zdidraziiuje: to nestadi, je nutno
tuto vétu dokazat jakoZto dusledek definice spojitosti. Spojitost pak defi-
nuje Bolzano v podstaté stejné, jako to udinil Cauchy o néco pozdéji.
Nésleduje dikaz této véty. Bolzano pfedné uvadi nutnou a postatujici
podminku pro konvergenci posloupnosti, t. zv. podminku Bolzano-Cau-
chyovu, kterou uvadi také Cauchy o 4 roky pozdéji. Ale Bolzano jde dale
nez Cauchy a pokousi se o dikaz postaditelnosti této podminky. Misto
dikazu podava oviem vlastné jen tivahu, kterd &ini postatitelnost této
podminky plausibilni — tak to musilo dopadnout, jeZto dikaz této véty
spotiva na theorii realnych &isel, ktera byla vybudovana aZ asi o 50 let
pozdéji. Ale jiz pouhé vysloveni této krajné dulezité véty, v némZ ma
Bolzano prioritu pfed Cauchym, svéd¢i o pronikavosti jeho pohledu na
zdkladni otazky analysy. Bolzano zde také dokazuje, Ze posloupnost
muZe miti jen jednu limitu; bylo by snad zajimavo zjistit, kdo kromé
Bolzana si prvni uvédomil, Ze tuto vétu je nutno dokazati (coZ je oviem
velmi snadné).

V dal§im paragrafu dokazuje Bolzano uZitim Bolzano-Cauchyovy
podminky tuto vétu: Jestlize vSechna &isla mensi neZ jisté &islo # maji
vlastnost M a jestliZe existuje aspoti jedno &islo, které nema vlastnost M,
potom existuje &islo U, které je nejvétsi ze viech &isel v, jeZz maji tu vlast-
nost, e kazdé é&islo mensi nez v ma vlastnost M. Rozebereme-li toto
souvéti, vidime, Ze Bolzano zde dokazuje vétu o infimu (neboli o dolni
hranici): ¢islo U je totiz pravé infimem onéch &isel, jez nemaji vlastnost
M. Pro Bolzaniiv smysl pro pomérnou duleZitost matematickych vét

% Za treti se do Bolzanova dila nékdy pfimisily nejasné metafysické prvky a zma-
tily jeho tctyhodnou snahu. Na §tésti se tato vyhrada netykéd jeho praci o zakladech
analysy, kde obor realnych ¢isel (ag jeho theorie tehdy nebyla f4dné vybudovéna) mu
déval dostate¢né spolehlivou zdkladnu.
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svédei diiraz, se kterym v nasledujicim paragrafu upozoriiuje na funda-
mentélni dileZitost této véty. Hlavni vétu dokazuje pak Bolzanov § 15—
stru¢né feteno — takto: budiZ » infimum onéch &isel y intervalu [a, b],
pro néZ je f(») = g(»); potom se lehko dokaze, Ze f(x) = g(x). Na to do-
kazuje v § 17 spojitost mnohotlenu, coZ mu d4v4 moZnost, aby v § 18
pouzil véty z § 15 na piipad rovnice P(x) = o, kde P je polynom.

AZ na nezdar (tehdy nutny) v diikkazu postaditelnosti Bolzano-Cau-
chyovy podminky jsou viechny detaily Bolzanova diikazu spravné, nékteré
zbyte¢né komplikace viak svéd¢i o nedostatku matematické zru¢nosti.
Tak v § 15 z neznamych dtivodi rozliSuje Bolzano zcela zbyteZné néko-
lik piipadt podle znameni &isel a, b a tim znaéné komplikuje dikaz. Dalsi
zbytetné komplikace jsou v § 18, ty viak mozna souvisi s prvnim odsta-
veckem dikazu v § 15, jehoZ smysl mné zistdva nejasny (ale celkem je
tento odstavedek zbyte¢ny, takZe jeho nejasny smysl nevadi). Ale to vie-
chno je jenom neobratnost, ne nespravnost. Hordi je to v § 16, ktery na
Stésti nema pro ostatni obsah price vyznamu. Tam totiZ Bolzano tvrdi,
Ze za predpokladd uvedenych v hlavni vété ma rovnice f(x) = g(x)
v intervalu [a, 8] lichy podet kofeni. Pfi tom Bolzano ziejmé& polita
kazdy kofen jen jednou, i kdyZ jde o t. zv. kofeny mnohonésobné. Véta
je oviem zfejme nespravnéd. Viimneme-li si, Ze tento paragraf, nadepsany
Anmerkung, je stylisovan ponékud zbézné — takie pisobi dojmem ne
zcela promyslené improvisace — a uvazime-li novost a nezvyklost Bolzano-
vych metod, nepodivime se pfili§, Ze se zde dopustil chyby. Ale pozoru-
hodné je, Ze si dodate¢né neuvédomil nesprivnost svého tvrzeni, které by
kazdy matematicky rutinér okamzité vyvratil nejjednodussimi priklady.

Snad tento struény rozbor Bolzanovy prace dosti jasné ukazuje jeho
aritmetisujici stanovisko, jeho vyjime¢ny smysl pro otazky zdkladd mate-
matické analysy a hloubku jeho diikazovych metod, soutasné viak také
jeho podivuhodnou neobratnost v pouZivdni néastroji matematického
femesla.

Obratme se nyni k Bolzanov& ,,Functionenlehre®, vydané r. 1930.
Toto asi o 15 let pozd&jsi dilo se zabyva rovnéZ zdkladnimi otdzkami
analysy, ale na vy$§im stupni vyvoje. Nejzndméj$§im vysledkem tohoto
dila je skvély Bolzaniv piiklad spojité funkce, kterd v Z4dném bodé
Jjisté mnoziny viude husté nema koneénou derivaci. (Dnes vime, Ze tato
funkce nem4 derivaci v Zddném bodé vibec, ale Bolzano to nedoké4zal
a také to nikde netvrdi). Uvédomime-li si, Ze prvni piiklad spojité funkce,
nemajici derivaci v Zddném bod¢, uverejnil K. Weierstrass r. 18753 (podle

3 Ptesnéji feteno: Weierstrasstv pfiklad otiskl P, du Bois-Reymond v jedné své praci
v Zasopise Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 79, 1875, str. 2g—31.
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H. A. Schwarze uvidél Weierstrass tento ptiklad ve svych prednaSkich
jiz dfive, od r. 1861), pochopime, jaky rozruch vyvolala Jaskova zpriva
o objeveni této funkce, zndmé nyni pod jménem ,,Bolzanova funkce®,
v Bolzanovych rukopisech.

Ale bylo by velmi nespridvné, kdybychom vyznam ,,Functionen-
lehre* vidéli jen v této osliiujici podrobnosti, v Bolzanové funkci. Zd4 se
mné, Ze hlavni jeji vyznam je v tom, Ze podava systematicky vyklad
nauky o spojitosti a o derivaci funkci jedné redlné proménné.t Tyto
partie knihy jsem rozebral dosti ob3irné v ¢lanku ,,Bolzanova Functionen-
lehre* (Casopis pro péstovani matematiky a fysiky, ro¢. 6o, 1931, str.
240—262), oviem jen po strince odborné, ponechavaje definitivni hod-
noceni védomé historikim matematiky. Omezim se proto jenom na nékolik
zasadnich pozndmek, ilustrovanych pfiklady. VSimnéme si na pi. Bol-
zanovych uvah o spojitosti. Definice spojitosti je zde poddna formalné
dokonaleji neZ v Analytickém dikazu; mimo to zde Bolzano definuje
spojitost v bodé (téZ zprava a zleva), kdezto diivéjsi definice (v Analytic-
kém dtkazu i u Cauchyho) mluvily pouze o spojitosti v intervalu. A nyni
nésleduje theorie spojitych funkci jedné proménné, vyvozena piisné de-
duktivné z této definice. Tato theorie jde pak dvéma hlavnimi sméry.

Predeviim dokazuje Bolzano obecné véty o spojitych funkcich, t. j.
odvozuje vlastnosti, které 1ze dedukovat ze spojitosti funkce. Zde se
predeviim vyskytuje opét hlavni véta z Analytického dikazu, kterou
mezitim dokdzal také Cauchy (1821), a to se zjednodusenym dikazem,
vedle ni viak také fada novych vét, z nichZ na pf. uvddim fundamen-
talni vétu o existenci nejvétii a nejmensi hodnoty spojité funkce v uza-
vieném omezeném intervalu. Bolzano také hned pfipomin4, Ze tato véta
neplati pro oteviené intervaly. Moderné fedeno: je patrno, Ze Bolzano
si byl védom vyznamu kompaktnosti uzavieného omezeného intervalu.
Dikazy jsou velmi systematicky vybudovany hlavné na dvou vétich:
jednak na vété o infimu, se kterou jsme se uZ setkali v Analytickém da-
kazu, jednak na vété: kazda omezend posloupnost ma hromadny bod.
Zde pak stojime pred zajimavou otdzkou: Rychlik ve svych poznamkach
k ,,Functionenlehre‘ uvadi, Ze tuto vétu nelze nalézti v Zidné z Bolzano-
vych praci, ti$ténych pied rokem 1930. A prece se této vété jiz pred tim
zhusta fikalo ,,véta Bolzano-Weierstrassova‘ — jak se tam jméno Bolza-
novo dostalo?

¢ Poznamen4vam, e partie o derivaci, vyZadujici vice technické zb&hlosti, obsa-
huje vice vadnych mist, nez partie o spojitosti. Mimo to obsahuje kniha téZ vyvody
o funkcich nékolika proménnych; ale tyto partie jsou technicky ptili§ sloZité a proto
trpi u Bolzana mnoha nedostatky.
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Bolzano tedy zde pfedeviim dokazuje fadu zakladnich vét o spo-
jitych funkcich, které vesmés potvrzuji to, co ndm povrchni nizor napo-
vida a které tvoii nutny podklad pro dalii studium spojitych funkci. Ale
Bolzano studuje pojem spojitosti jeité v jiném, fekl bych opaéném sméru:
ukazuje, Ze existuji funkce, majici jisté ne¢ekané ,,paradoxni‘‘ vlastnosti
(dnes oviem na t&chto vlastnostech nevidime jiz nic paradoxniho). Tak
sestrojuje na pi. hned na podatku funkci, které je spojita pravé v jednom
bodé. Nejskvélejiim piikladem je oviem Bolzanova funkce, ktera je spo-
jita a pfitom, jak Bolzano dokazuje, neni monotonni v 24dném intervalu
a nema koneénou derivaci v Zddném bodé¢ jisté mnoZiny viude husté.
Kdezto tedy prvni smér vySetiuje vlastnosti, které se vyskytuji u viech
spojitych funkci, vySetiuje tento druhy smér konstrukci vhodnych pii-
kladi otazku, které vlastnosti se vyskytuji aspori u né&kterych spojitych
funkci, t. j. vyletfuje rozsah pojmu spojitosti.5 Zd4 se mné, Ze v tomto
sméru nebylo pfed Bolzanem vykonano téméf nic. Neni proto snad pie-
hnané, nazveme-li Bolzana pfedchiidcem moderni obecné theorie real-
nych funkci. Bylo by zajimavé, srovnat jeho dilo s vyvojovou linii po-
nékud pozdéjsi, danou jmény P. G. Lejeune Dirichlet — B. Riemann —
H. Hankel.

Ptame-li se, bylo-li dilo Bolzanovo v matematické analyse dosta-
te¢né zhodnoceno, musime odpovédét zdporné. Jeho Analyticky dukaz
i Paradoxie byly znovu vydany, a to s kritickymi pozndmkami. O jakési
celkové hodnoceni se pokusil r. 1881 O. Stolz (B. Bolzanos Bedeutung
in der Geschichte der Infinitesimalrechnung, Mathem. Annalen 18,
str. 225—279) — oviem bez znalosti ,,Functionenlehre® nemiZe toto
hodnoceni byt ani zdaleka Gplné a i jinak mohou byti k Stolzovu
¢lanku vyhrady.

Vydani ,,Functionenlehre® z r. 1930 je opatfeno, jak jsem jiz fekl,
pfedmluvou K. Petra a pozndmkami K. Rychlika. Zminil jsem se jiZ
o instala¢ni fe¢i Petrové i o svém &lanku. Velmi cennd jsou sdéleni ob-
jevitele Bolzanova rukopisu M. Jaska, ale jeho hodnotici poznamky je po
strdnce matematické nutno éisti velmi kriticky. Ve to nelze viak povaZo-
vat za celkové hodnoceni Bolzanova dila v zakladech analysy.

Ti, ktefi budou hodnotit kriticky Bolzanovo dilo, budou postaveni

® Tyto dva sméry zdiiraziiuje také K. Petr ve své v§znamné instalaéni rektorské
fedi ,,Bernard Bolzano a jeho vfznam v matematice (1926). Petr je ilustruje na dvou
piikladech: Hlavni véta z Analytického dtkazu je obecna véta, ktera poterzuje domnén-
ku, k niZ nas vede povrchni nazor; ale ndzor nés vede také k domnénce, Ze¢ kazda spo-
jita kfivka ma viude aZ na isolované body teénu — a Bolzanova funkce je piekvapuji-
cim (dnes jiZ oviem nikoliv) pfikladem funkce, ktera tuto domnénku yyoraci.
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pfed mnoho obtiZi. Pfedeviim bylo hlavni Bolzanovo dilo o analyse vy-
déno aZ asi 8o let po jeho smrti a také ostatni jeho prace o analyse zistaly
za jeho Zivota mélo zndmy, takZe zde schédzi pfimy vliv na soudasniky,
jehoz sledovani miize pomoci v hodnoceni dila.

Uvedl jsem jiZ, Ze Bolzano sdm fik4, Ze se o matematiku zajima
hlavné jako o odvétvi filosofie a cviéeni v spravném mysleni. Proto bude
pro hodnoceni Bolzanova dila nutno — a to se mn& zdd byt obzvlasté
téZkym tkolem — nalézti vztah mezi jeho filosofickymi ndzory a jeho ma-
tematickym dilem. Zda se mné, Ze Bolzano byl plné uspé&$nym tam, kde
jeho zajem byl sice vzbuzen filosofickymi ivahami, jez ho vedly k volbg
programu a metody, kde se vSak pfi realisaci programu obeSel bez tivah
¢isté filosofickych a mohl pracovat jen na matematické basi — jak je
tomu pravé v jeho pracich o zakladech analysy. Naproti tomu tam, kde
piimo pouziva nékterych svych metafysickych piedstav — jako na pf.
v geometrii — nedosahuje Bolzano plného dspéchu pravé tak jako na
druhé strané tam, kde je tfeba mnoha znalosti a schopnosti specificky
odborné-matematickych. Snad je tento soud ukvapeny — ale uvedu aspori
jeden priklad, ktery se zd4 svédiit pro jeho spravnost.

Ve svych Paradoxiich uvadi Bolzano (s velkym dirazem) okolnost,
Ze mnozina M viech &isel mezi nulou a péti a mnozina N viech &isel mezi
nulou a dvanicti jsou, jak dnes fikdme, ekvivalentni; to znamena, Ze
¢isla mnoZiny M lze vzajemné jednoznaéné piifadit ¢islim mnoZiny N —

12

na pf. tim, Ze kaZdému ¢&islu x mezi nulou a péti pfifadime &islo — x,
J

lezici oviem mezi nulou a dvanicti. Tohoto pojmu ekvivalence si

o mnoho pozdéji znovu viiml G. Cantor a vybudoval na ném svou genial-
ni theorii kardindlnich &isel. Naproti tomu Bolzano, misto aby se touto
ekvivalenci dale zabyval, soudi asi takto: Tyto dvé mnoZiny jsou sice
ekvivalentni, ale pii tom je jedna &asti druhé, tedy nemohou mit touz
» Vielheit* — a z toho Bolzano ziejmé usuzuje, Ze pojem ekvivalence neni
u nekoneénych mnozin zdvazny pro posouzeni jejich ,,Vielheit“ a déle
se ekvivalenci nezabyvé. To, Ze Bolzano odhodil dalezity pojem ekviva-
lence, sotva jej nalezl, bylo patrné zplsobeno nejasnymi obrysy pojmu
» Vielheit* a tim, Ze Bolzano nevhodné pouzil metafysickych predstav
o poméru mezi ,,&asti”“ a ,,celkem®.

Bolzanovy véty ze zdkladl analysy jsou dnes nezbytnou soudésti od-
borné-technické vyzbroje kazdého matematika a prednéseji se v Gvod-
nich kursech analysy na kazdé université, ale ve své dob& byly zéroveii
velkym ¢inem filosofickym, ideologickym: jsou plodem nového nazirdni
na zadkladni otdzky matematiky, které ze viech souasnikii se v nejvyspé-
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* lejsi formé vyskytuje pravé u Bolzana. Bylo tfeba postavit se na nové sta-
novisko a stit na ném dusledné i tehdy, vedlo-li k ne¢ekanym, zdanlivé
tfeba i paradoxnim ddsledkim. V tom se Bolzano ponékud podob4 Lo-
badevskému; pied pokiikem omezencl jej ochranilo ‘asi jen to, Ze jeho
»,Functionenlehre® nebyla publikovéina.

Uvedu aspoii jeden piiklad. Jak uvadi M. Jalek, piedlozil Bolzano
rukopis své ,,Functionenlehre* svému oblibenému Z4ku A. Slivkovi ze Sli-
vic; v Bolzanové pozistalosti je pak zachovana obsirnd kritick4 odpovéd
Slivkova. V ni polemisuje Slivka s Bolzanem a pravi m. j., Ze povaZuje za
dokazatelnou vétu, Ze kaZda spojitd funkce mé derivaci viude aZ na iso-
lované body. Zde se setkdvame s podivuhodnym dokladem houZevnatosti
piedsudki v lidskych myslich: Slivka vidi pied sebou konstrukci Bolza-
novy funkce — a pfece nevéii v jeji existenci, protoze odporuje dosavad-
nim (védecky nepodloZenym) predstavdm.® Ostatné se setkdvime —
pravé pii této otazce — s podobnym piipadem o mnoho let pozdéji. Zna-
menity francouzsky matematik Ch. Hermite (neznajici oviem Bolzanovu
funkci) zminuje se v jednom dopise Stieltjesovi o Weierstrassové spojité
funkci, nemajici nikde derivaci. Nepopira oviem jeji existenci — na to
byl pfili§ dobrym matematikem — ale piSe, Ze se ,,odvraci s hrizou* od
této Zalostné rany spojitych funkci, nemajicich derivaci. A toto minéni
sdileli i jini velci matematikové z druhé poloviny XIX. stoleti, ktefi se
domnivali, Ze podobné uvahy o zikladech analysy mohou jenom roz-
leptat krasnou budovu matematiky.” Neméli oviem pravdu; smélé pie-
zkoumdni zaklada analysy zniilo pouze pfedsudky piedeslého obdobi a
tim urovnalo ptidu, na které se ty¢i budova moderni matematiky,® mezi
jejimiz pfedchtdci jedno z prvnich mist — €asové i vyznamem — patii
naSemu Bernardu Bolzanovi.

¢ O tom, jak Bolzano musil nékdy sdm v sobg& bojovat se starymi hledisky, zd4 se
svédéit jeho vyklad o rozliSovani funkci prvniho a druhého druhu; viz o tom na str. 255
mého zminéného &lanku. K ptipadu Slivkovu poznamendvam jesté: je pravda, Ze
v Bolzanovych tvahich o jeho funkci je jedna nedplnost; povazuji viak za vylouéeno,
Ze by si ji Slivka byl viiml.

7 Je pravda, %e existence takové ,,paradoxni‘‘ funkce, jako je funkce Bolzanova
nebo Weierstrassova, musila na prvni pohled piisobit spife jako vystraZny signil, ale
v dal§im vyvoji védy vede pfirozené k otdzkdm: O kterych tiidach funkci Ize tvrdit, Ze
maji ,,skoro viude‘* derivaci? A jaky pfesny smysl mame déat slovim ,,skoro viude‘‘?
Kdo zn4 trochu moderni theorii redlnych funkci, vi, k jak zdvaznym vysledkim vedly
tyto otizky.

8 Viz na ptf. velmi vyraznou ptedmluvu ke knize S. Saks, Théorie de l’intégrale,
Varava 1933. '
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