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ROZPRAVY II. TRIDY CESKE AKADEMIE.
ROCNIK XXXIV. CisLo 27.

Nékolik poznamek o mfiiZovych bodech v kruhu.

Napsal
Vojtéch Jarnik.

Ptedlozeno dne 6, listopadu 1925

Budiz x > 0 a ozna¢me znakem A (x) pofet miiZovych bodu uvniti
kruznice #® + v* = x a na jejim obvodé. PoloZme pro reilné y

1 U2 ,
(1) D(y) = 32 "g) cos(2mVny),
n=l
kde U (n) je pocet miizovych bodu na obvodé kruznice u® 4 v* = n. Jak
znamo, jest U (n) = O (n*) pro kazdé & >0, takZe fada v (1) konverguje
absolutné a stejnomérné pro — oo <y < oo.
Polozme

potom plati?)
2) §P(x)dx = @ (0) v - O (y+9)
. 0

pro kazdé s > 0. V tomto pojednani dokazi v § 1. pro kazdé « >0, § >0
obdobny vztah

(3) ‘fP (Vx +a)P) P ((VE+B))dx=d(a —p) v's + 0 (v *9).

Dukaz jest obdobny Landauovu dukazu rovnice (2) (hlavné dukaz
2. a 3. pomocné véty jest veden zcela obdobné jako dukaz 2. a 3. pomocné
véty v citovaném pojednani Landauové), vyzaduje v8ak vzhledem k ,,fazo-
vému posunuti’ argumentt funkce P &etnych dodatku.

) Landau, Uber die Gitterpunkte in einem Kreise IV, Géttinger Nach-
richten, 1924, str. 58 —65; srovnej téz Cramér, Uber zwei Satze des Herrn G. H.
Hardy, Mathematische Zeitschrift, XV (1922), str. 201—-210; Har dy, The ave-
rage ordre of the arithmetical functions P (¥) and 4 (#), Proc. Lond. Math,
Soc. (2) 15 (1916), str. 192—213.

Rozpravy: Rod. XXXIV. Tt II. Cis 27.
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Rovnice (3) dovoluje ndm velmi snadno odvoditi nékteré dusledky
o prub&hu funkce P (x), jeZ jsou obsaZeny v § 2. Misto funkce P (x) jest
pii tom pohodlnéjdi, uvaZovati funkci Q (x) = f}(_x)_ (t.j. v podstaté:
vziti za neziavisle proménnou polomér kruznice a déliti funkci x', jez udava
stfedni vzrust funkce P (x2?)).

V nasledujicim uzivim oznadeni:

4. /() =7x+1) —1{);
pismenem ¢ znadim kladné konstanty, zdvislé nejvyse na a, 8, »; pouze
v 1. pomocné vété zavisi ¢ jesté na povaze funkce f (x). Ruzna ¢ neodliduji
indexy.
Kone&né viechny tady, jez se v nésledujicim vyskytuji, konverguji
absolutné a stejnomérné¢ v intervalech, v nichZ je uvaZujeme. Odmocniny,
jez se vyskytuji, jest vidy brati kladné.

§ 1.

1. pomoend véta. Budii f (x) funkce integrace schopnd a ohranilend
v katdém intervalu (1, a), kde a je libovolné Cislo vétsi net 1. Budii v > 0,
§ <0, 7 L 5s>0. Konecné budiz pro y —» o

(8 {1@az=00).
Potom jest

y s JOW*), jedir+5s>0,
§1x) = d"—{ouog.v), jeli 7 +s 0.

Dikaz. Podle (4) jest
Fimdxl <cw
pro viechna v > 1; tedy l
Simdx<2cy
pro v, > v, > 1. Tedy podlz 2. vity o stfedni hodnoté jest pro y, >y, >1
(5) ’5:2/' x)vdx =y jf dxi <2cveqy<2cy’y)

(’yo > ﬂ > ’Vl).

Budiz nyni y > 2 a definujme cclé ¢islo N nerovninami 1 < 2" <2
potom jest pfedn¢ N = O (log y), a za druhé
¥ ¥y
y 21\ zn—l
i xaxi< fi@adx 2 X T max 0w +
1 n=l =2
2"

+32e( L) (LL) Gosteon -0 w0 ¥ (,L):

N=
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a posledni vyraz jest patrne
0@+ pro r +s >0, O(N) =0 (logv) pro r —s = 0.
2. pomoena véta. Budif « >0, > 0. Poloime, pro x >0, y >0

v (v, p) & t—}’) 2 U 4, cos (2 T\ n (» ‘x ¥) ’: );

n* -l
potom jest /)ro v>0,a¢>0 >0
Q U @)Y (n B dx =B o)y -0 ()

pro libovolné & > 0.
Dukaz. Bez 4jmy obecnosti budiz v > 1, 0 <& < }. Oividné jest

M) fol @l pdr=c
Diéle jest pro x > 1
(Vx -a)l (Vx +B)h=x"-—cx  ¢x¥ -7 (x),
kde 7 (x)' < c. Polozme
U (m) U (n)

ml

., cos (2:: Vi (v x = ) — ’4’)

Om,n (¥) = A, cos ('.7 z N m (\/x_ —a)- - ’:)

Abychom dokazali vzorec (6), sta¢i dokdzati

(®) jf Y o (9 dx = 20D (B — ) 37+ 5 0 ()
m, =1
nebot podle 1. pomocné véty jest potom
y @
(9) XY Oun(x)dx=0(v),
.5 m,nz=l
7. o
(10) XY O, n (¥) dx =0 (v'),
‘> m,Zt:l
a konedné jest ocividné
y ©
(11) P (X)) 0mn (¥) d x =0 (v).
{\ m,gl
Ale
¥ 1
Vol a)w(r, p)dx= Sw(x, a) ¥ (v, B)dx +
0 (1]
(12) 1 y 0
o Y (A -ex 4+ cxh + 1 (1)) Xpm. w(X)dx
1 m,n=1

a z (7), (8)., (. (10), (11), (12) plyne okamzité (6).

1*
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Koneené jest
y @®

1.29,”,,(x)(1x=0(l) %—f:

] ”m, ne 1
staci tedy dokdzati
Yoo Um) U@

g mien 4, cos (2 aVm(\x @) - 1 )
(]3) 0 mn=1 ! ¢

. 4, cos (2 2 v (Vi - ) — 1;)(1 x=nm'® (B —a)y" -0 (v'*).
Dukaz rovnice (13) probihda vSak téméf doslovné tak jako dukaz
obdobné rovnice pro @ = # = 0 v citovaném pujednini Landauove (Hilfs-
satz 2.), proceZ jej pienechavam ctenafi.
3. pomocena véta. Budif J, (2) Besselova fumkce 1. druhu s indexem
2. Pro x >0, y >0 poloime

Fx 2) = 11: E ‘Uffn) 4, (Vx -9 dy (27 Va (Va2 p)).

Potom jest pro ¢ >0, >0, v >0

(14) {F(x.a)F(x, fldx=0(a —f)y" 0 (+)
0
pro libovolné ¢ > 0.
Dikaz. Jak zndmo, jest

d ( . X ( ' n ))
. 2 - Y Vi x — —
dx \* (27 N nx) = g OS2 VRX—

—a\Nuxd 2z Vax) —&'ﬂsz’n( x\/nx—-—)

+ 3 —-l-—»cos(2n Vaux — n)_o(_ 1
4n oz ’ 4 \4/nx

(v dusledku asymptotického vzorce

PR g (_-vvﬂ_). 2o( L))

n
Tedy jest
4, ((V 7 (27 Vo (Ve = - (Vf.;f-/’)’f' cos (2aVn (Vi —5) — 7)) =
= [_\’Jz (2= Vnv) + — cos ( Viy— " )] =-(:lx+1+y)t _
y=(Nz+;)"

(Ya+1+5)

[ E et 2o oot D)o 0,8

(Vs+y

%) Nebot délka integraniho intervalu jest O (1).
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Jeito plati obecnc
A (%) g(x) /(X)) deg (®) = (v 1) 4] ()

—(Vx ) dtcos(:lu'\/n Vix - t)
— cos (2 v (Ve Lty — ) ( —(Vx ¢ y)"-)
LO(EXU&-LﬂH)»O(¢a).

jest

Tedy jest

"
n=1
.J,\((V-l' y): L (22 Y (Yx = 9)) (—v\—n .;-;,Z)a/f cos [2 x\n(Yx y)— ’: ])_L_
- ,:_,’g Un(”) ((\ X -y d, cos [2 VI (Vo y) — Z] -
— d, [(\ X -p)'s cos { 2w (Vi) - : }]) =0 (_\4|3c )
Tedy jest

j‘v( Fva) -¢v(va) ¢ (v, g)dx /VHI (v.a) —¢(v,a)]? d\(tp (\ﬂ)zh

Vowww%xMJn
0
Ale podle 3. pomocné véty jest (pro e = f)

fﬂf" (v, Bldx = 0@1");

tedy jest

(15) U (v a) -9 (0 @]9 B)dx -0 )

a rovnéz

(16) SIF () w(x Al a)ds =0 .
Koneéné

17) S[F(.\',a) o (%, a)][F (x. ) o (x.B)]dx =0(5‘_:/_“) —0(Yv) =0 (W

NXXVIT.
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Z (6), (15), (16), (17) v8ak plync

y

§ I (v, @) I (x, p)dx = OS’ [F(x a) +9(x )] [F(x, 8) +v(x B)ldx —

< {IF (v alepdr —§(F(x ) +v(xplvEads
SV e pdr = (@—p)yh+00)
jak bylo dokazati.
Hlavni véta. Budiz « >0, 8 > 0; potom plati
(B [P((Vroaf) P((Vx b)) dx =0 («— v =0 ('),
pro libovolné & > 0.

Dikaz. Jak zndmo, jest

~fP(x)dx: ; 2 U Jo (2% Vi x)

7
n=l
a tedy
(Vx + 1 +pp
(18) F (x, 9) =SP (w)d w.
V= + gy

Dokazi nejprve
(19) fP ((Vx - @) = 3) P ((Vx + B - 1)dx =@ (a—p) v!r+ O (v'+9).
Jest
gyP (Vi ap + P vy - f) + dx-= 3? [F (v, @) —

—P(Vx+ - DIF (x B) — P (Vx--8p - Pldx
(20)

~ W xa)—P (V- ar =) Fxpdx—§F () -
-—P((Vx+ﬂ)2+;))F(x,a)dx+fF(x,a)F(x,ﬂ)dx Jy—dy-dy + .
Podle (18) jest
Frp) = (Vx-+1+9r—(Va+yp)p= (1 T’-O(\/‘l'x))l"
kde p je jisté &islo, leZici mezi dolni a horni hranici funkce P (w) pro

(V4w (Va+1 92 Jest P(w) = XU (1) — nw; tedy jest

n<<w
P (w) spojitou funkci, jejiz derivace je rovna — &, vyjma body w = ¢
(g celistvé); v téchto bodech méni se P (w) nespojité skokem velikosti
U(e) =0("); jest tedy p=P () +0 (x4), jedi | (VX +9)* —u]| <1,

XXVII.
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kde ! je libovolna konstanta, a znameni O plati pii tom stejnomérné v u;
plati tedy pro | (Vx 4- )2 — u | <! stejnomérné¢ v u 9)

F(x9) —P () = (1 ()(\}x)) p— P ) =0 (x+) .

V dusledku této pozndmky jest integrand v J; roven O (x¢), a tedy
(21) Jy =0 W),

Uvazujme J, Jest

(.\<¥+a)‘+l (Ve+1+ay
F(ta)—P[(V¢ -0 31— § P@)dw+ | Pw)dw—P[(Vx - a + ]
(Voray (\r+a) +1

a tedy J, = K, + K,, kde
y (Vxra)y+1
K={([P@wdw -P[(Vx+a®+1])F@xpdx.
O (Vrta)
y (x¥i+ay
K={{PwdwF( pdx.

0 (\’;_4- a)t+1
Plati pak

y (!’.v-l-l+¢)‘
K,=|)[F(x.a) +0(")]dwl (v, g)dx=

Y (Vrra)y+1
_ 5 [F (x, a) + O (x)] (Tj—x_ 0 ( l )) Flx g)dy =

= cS: ~17 (x’_a)_lj‘ (xv_ﬁ) dx 0 (:V' ..A,v.) .

0 \/1 N
Ale

§F(x a)F (v, p)dx—f —0(1) 0 (")
1 0
podle 3. pomocné véty; a tecy podle 1. pomocné véty

y . y
* F (x, a) I (x, B) .
7 ’ dx=\ -0 (1) =0{);
6\ Vi ?s 0 .
tedy
K,=0 (.‘" “)'
V K, polozme (Vx --a)®==t, (\'v | a)*-:z; tedy
3 Pouzivim zde a v daldim znamého vysledku Gaussova: P (x) == O (a'h),

z n¢hoZ okamZitd plyne F (r, y) == O (x'1) pro kazdé¢ y>= 0. Utzti piesnéjSich od-
hadd (na pi. P (#) = O (¥5)) nevede zde k lep$im vysledkum.
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x=1+0(VY), dx=dt(l +0('&71i )) z=0();

potom
K, _S'(S:}’(w ydw — P (¢ + '))1' (. ﬂ)(l +0(\/t ))dt——
—§(§;<wdw_p(¢+,))ﬁ B)dt + 0 (y+)

t+1

[nebot { P (w) dw — P (t 4 }) = O (t+))]

Budiz nyni g libovolné celé &islo, ¢ > a?; potom, jak Landau ukdzal,?)
jest
141

[TSP@)dw—P( = )]dt =0,
' [

a tedy, uréime-li & tak, aby pro f == g bvlo (Vx  B)? == h, plati

fTPwdw—Pe-IF (s par= TP wdu—
t =0 (g,

jezto (Vx — )2 — h =0 (1), a tedy F (x, g) — P (h) == O (g'").

—P @+ PIF (%8 —PH)]d

Z toho plyne pro celistvé g
SUfP@dw—Pe = DIFxpdt=0(),
a tedy, jeito integrand je O (f), i pii spojité proménném :z
SUP@dw—P(+DIF @A - 0@ =0 (),
Tedy jest K, = O (y'+9), a tedy
(22) J, =K, - K, =0 (v'*).
Z duvodu symetrie jest i
(23) J3=0('*);

z (20), (21), (22), (23) a (14) plyne v3ak (1Y).

) Viz pojednani, citované sub 1.), str. G4, 7. fadek zdola, kde misto Q (¥ + }),
s+1

¥ (%) jest v nalem oznaceni psati P (r + }), (P (w) dw.
x
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Nyni kone¢né dokazi hlavni vétu. Jest

SP[ )] P[(Vx - )] d ¢
v
PV +y e PU(VE -y B2l -
(24) -3
(PUVr ) a2 P[(Vx+) =8)2dx -0() =
1]
=L —L, —Ly +L; +0(),
kde
0§(Pr{\/x VPN x ) -w) Py R3] -
—P[{Vx -} - BR)dx,

L, _;§(P UV “ap L) —PLVy -~y +a2) PI{VE - B2+ 1]d v,
Ly - gy(P[n/z —BE - M —Pliva =L +R) PV e = )]d
Li={(PUvx af HP[Vx -2 ldx.

Plati
(Vy =3 +rap—([Vy+elP +})=2a(Va=}— Vyx =0( -l-.-_).
Vx

Jest tedy integrand v L, roven O (x¢), a tedy
(25) L, =0 (y+).

Abychom odhadli L,, uvazujme takto: Pokud mezi

J

Y= (Vr o @) la g (VX))

nelezi 7Zadné celé¢ ¢islo, ma P (w) v intervalu (x;, x,) derivaci — &, a je
tedy

P(vy +al =) —P(vy =1 +al)=
=2xa (\/x—; — V) =0 (\}‘,)~

Oznalme, je-li g celé Cislo, g > (a -\ })3,
[, kofen rovnice (VI -- 3 -- a)? — ¢
7¢ kofen rovnice (Vr, - @) + 3 =g;

jest tedy

ly=¢ -;—az—;—2«'\1g,r,=g~;»a-—.}——2a\/g—,'

XXVIIL
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a tedy

1
by~ rgeog, 0<r,—l,<0(v—,g—‘).

Nelezi-li x v Za4dném intervalu (/,, 7,), 3) nelezi mezi x;, a x, 24dn¢

celé &islo, a je tedy

- - 1
P([Vx +aP +§) —P(Vy+§ +a]) =0(f\7;).

Vyjmeme-li tedy z integra¢ni drihy (0, v) intervaly (/, 7,) a ozna-

¢ime-li zbytek integra&ni drahy s, je
i,=S[P ((Vxia2 =1 —P (tVx - P - a)]P([Vx ~p]2 + 3)dx-=

—o| -1 Viax=oup).

VX

o,

V intervalu (I, r,) je

P[(Vx -a) 4] — P[(Vx r | +a)?]=0(g),

a tedy
Min (r"y) :‘
ip=f=0fei"ax=0()
Ig I
Tedy

(27)

(28)

Yi=Yo@ =0w+)

g’y 8<00)
Tedy jest

L=, + Yig =0 ).

l‘<y

Z duavodi symetrie jest také
L, =0 (yt+9).
Podle (19) plati koneéné
L= ®(a— f) y + O (y'+).
Z (24), (25), (26), (27), (28) plyne v3ak (3), jak bylo dokazati.
§ 2.

Polozme nyni pro x > 0

0w =20

1
t. j. O (x) == A4 (2% — = 2%]).
5 QW =/, [4@) —2x)
') Aje-lijesté x > v, , kde g, je nejmendi celé Cislo, vetsi nez (& + \/; )2
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Plati pro y >1, «a >0, 3 >0

. ‘ +a]) P ((x - 1)
S Ot +aQ(x rprde=) Pllx r el P B gy
- IS'P([x «) P+ 80 2 (1+ 5 +0(,))dn=

::;§pqu¥;HﬂP(D@~Fm9(l?'jz +O(§))dm

Podle hlavni véty jest v3ak
yl

§PIVita)P((Vz+pPdz-:| FO(1) =@ (a—f) 1y +0(2)

0
a tedy, pomoci 1. pomocné véty
¥y
S Q(x Fa)Q (v +-p)r2dy — § @D (a — p)1* 40 (v*+),
1
dili
y
f0G+ @@+ p) 10— plads =0 ().
1

Podle 1. pomocné véty jest tedy

VO Q@ +pdx=1D@—py ~0().

7 této rovnice plyne okamzit¢ pro e > 0

29) §I0M TO( @Fdx=3[D(0) F&(a)]y 0 ()

Landau®) dokazal: Existuji dvé &isla K, >0, K, >0 takovi, Ze

pro kazdé r > 1 md kazdd z nerovnin
P(x) >K x", P(x) < — K,x"

tegeni v intervalu t <v <t -- K, Vr .

Z toho plyne ihned pro funkci Q (x): Kazd4 z nerovnin

QM >k, 0 <—-K

ma fefeni v intervalu et < v <7 L K,(z >1).

% Landau, Uber dic Gitterpunkte in cinem Kreise V, Géttinger Nach-

richten 1924, str. 135—136. — Har dy (On the expression of a number as the sum
of two squares, Quarterly Journal of Mathematics 46, 1915) dokazal, zZe

lim inf (102 i).)/ <0,

Y=
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Specieln¢ tedy: v kaizdém intervalu s <x <z 4 K, (zr > 1) lzc
nalézti dvé hodnoty x,, x, tak, Ze

Q (%) — Q (%) >2Kk,.
Nasledujici véty, hlavn¢ véta 2., jeZ jsou téméf bezprostiednimi
dusledky rovnice (29), tvoii jisty protéjSek této vété Landauové.
1. véta. Nelze nalézti a > 0 tak, aby

(30) FOM =0 a)dx =o().
|
Diikaz. Jest
D (o) —= 3]“,_, U; (,”) cos2x\na.

n=|
Kdyby platila rovnice (34), musilo by byti @ (a) —= @ (0), a tedy
cos2x Vna=1 pro viechna =, pro néz U (n) >0, specielné tedyv
cos2ma=cos2xV3a=1t j. a=celé¢ &islo, V2a = celé &slo, coz
je pro a ¥ 0 nemozno.
Dusledek. Pro ddné a > 0 neni

(31) O —0Q@ ~a) -o(l):
nebot z (31) by plvnula rovnice (30).

2. véta. Ke kaZdému Cislu 8 >0 lze nalézti jisté Cislo 1 (d) >0
této viastmosti: v kakldém intervalu (a, a + 1(0)), kde a > 0, existuje jisté
Cislo a takové, Ze

(32) 3 X)— Q@ -a)dy<dv,

jakmile v > v (a, 0), kde v (e, @) je vhodné volené C(islo, zdvislé pouze na
«ad.

Dusledek. Pro tato @ a pro v > v (@, d) jest v intervalu 1 < x < v stdle
[Q(x) —Q(x — )| < V4, vyjma jiston muoZinu, jejiz mira je mensi
neX V'@ v; nebot jinak by bylo [Q (x) — Q (r ~ a)]? > 4% na mnozind
miry aspofi 42y, coZ je ve sporu s (32).

Dikaz 2. véty. Funkce @ (¢) je dana absolutné a stejnomérné
konvergentni fadou periodickych funkci a je tedy funkci quasiperiodickou
(fast periodisch) ve smyslu definice Bohrovy ;7) existuje tedy jisté &islo
I (0) > 0 takové, ze v kazdém intervalu délky I () lezi jisté &islo e, pro

néz @ (V) — P (a) < g , a tedy podle (29)

6
S0 -0l apds< )y 0 <dy
pro y > v (a, d).

) H. Bohr, Zur Theorie der fast periodischen IFunktionen I, Acta mathe-
matica 45, str. 30—127; srovnej zvlasté Corollar na str. 41. dole.
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