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ROCNIK XXXII. _’I‘RIDA 1I. CISLO 15.

O rozsifeni defini¢niho oboru funkci
jedné proménné, pfi némzZ zistava zachovdna
derivabilita funkce.

Napsal
Vojtéch Jarnik.

PifedloZeno dne 25. kvétna 1923.

V theorii redlnych funkci fesi se tento problém: BudiZ ddna #n-roz-
mérnd mnozina bodova € a mnoZina U, obsazend v € a uzaviend v §.
Budiz dana ddle na mnoZiné A funkce f (P) bodu P prostoru #-rozmér-
ného (t. j. funkce #» proménnych); nalézti funkci F (P), definovanou v €
takovou, aby F (P) = f (P) v mnoziné % a aby funkce F (P) byla spojita
ve vSech bodech mnoziny €, vyjma v téch bodech mnoziny %, v nichz
je funkce f (P) nespojitd. Specielné tedy: je-li f (P) spojitd v mnoZin& A,
poZadujeme, aby F (P) byla spojitd v mnoziné €.*)

Zde chci se zabyvati obdobnym ikolem, jejz v hrubych rysech
mozno formulovati takto: Jest dana kone¢nd funkce f (x) jedné proménné
x v uzaviené mnoZiné 9, obsaZené v intervalu << a, b >. Doplniti defi-
nici funkce f (x) v ostatnich bodech intervalu < a, b > tak, aby tato do-
plnénd funkce méla v bodech mnoZiny U stejnd derivovana ¢&isla jako
funkce' f (x), a aby v bodech mimo mnozinu % méla konetnou derivaci.

Tento kol nutno formulovati pfesnéji; ruznou formulaci dospéjeme
k nékolika problémum pfibuznym, jez maji feSeni zcela odli$nad.

Budiz v dal$im 9 lineirni mnoZina uzaviend, ohrani¢end; ndsled-
kem toho obsahuje mnozina U jistou nejmensi hodnotu a a nejvétsi b.

*) Literarni odkazy viz H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen, I. Bd.,
str. 137.

Rozpravy: Rod XXXIL Ti. IL C. 15, 1
XV,



o

UvaZujme interval < a, b>;*) ten, jak zndmo, jest mozno sloziti ze dvou
mnoZin, z mnoZiny A a z mnoZiny komplementdrni A’; pii tom mnozina
A’ sklddd se z jednoduSe spoletné posloupnosti intervali otevienych, jez
se navzdjem nepiekryvaji. Tyto oteviené intervaly nazvu ,,styénymi inter-
valy (vzhledem k mnoziné )‘‘; n-ty interval této posloupnosti, srovnané
jistym zpusobem, oznalim J,, jeho levy a pravy koncovy bod resp.
xa, %h. Jest tedy J, = (xa, #5). Je patrno: viechny body mnoziny A
jsou body zhu$téni mnoZiny A z prava, mimo body b a x,, jeZ jsou iso-
lované z prava. Obdobné body a a x5 jsou jediné body mnoziny ¥, jei
jsou isolovdny z leva.

Budiz v dals$im f (x) funkce jedné prom&nné x, kone¢nd, definovani
v A. Jeli x, bod mnozZiny A, bodem zhusténi z prava, definuji derivo-
vana &isla funkce f (x) v bodé¢ x z prava vztahy

f(x) » Dy [(x) =lminf f(x;) — /@ ’

D+f(x)—lzmsupf( )= F

F=x X' =2z
pfi ¢emzZ bod x’ blizi se bodu x po mnoZiné A z prava. Je-li naproti tomu
x bod isolovany z prava, nejsou ¢isla D + f(x), D, f(x) vibec definovina.
Obdobné definice plati, pokud se tyce ¢iscl derivovanych D — f (x), D_ f ()
z leva. O funkci f (x) budu ftikati, Ze ma v bodé ¥ mnozZiny ¥ derivaci,
je-li x bodem zhusténi mnozZiny A a jestlize ona cisla derivovand, jez
jsou v bodé x definovdna, jsou stejna.**)

Poznamenivam je$té tolik: v dalS§im budeme se snaZiti vzdy, do-
plniti definici funkce f(x) na interval <a, b >, nebof dopln¢ni funkce
z tohoto intervalu na interval Sir$i nepusobi jiZ potiZi. Je patrno zaroveii
z dukazu nésledujicich, Ze podminka, aby mnoZina % byla ohraniéend,
rovnéz neni podstatna.

V dikazech nésledujicich uZivim pro vétsi piehlednost a strucnost
¢asto nazvoslovi geometrického; nedini oviem potizi, vyjiadiiti ptislu$né
opeiace ryze arithmeticky.

Ptistupme nyni k raznym formulacim naseho problému.

Problém I.

Nalézti funkci koneCnou F (x), definovanou v intervalu <a, b >,
jez ma tyto vlastnosti:

a) ve vSech bodech mnoZiny U je F (x) = f (x),

b) v mnoziné¢ komplementdrni A’ ma F (x) konefnou derivaci,

*) <a, b> znatim mnozinu bodu x, pro néz a < » < b (t. zv. interval uza-
vieny); naproti tomu (a, b) zna¢im mnozinu bodu #, pro néz a < ¥ <b (t. zv. interval
otevieny). V obojim ptipadé nazyvam a, b koncovymi body intervalu. Predpoklidam
vidy a < b. -

**) Pokud neni zvlist& poznamenano, pfipoudtim v dalSim derivovana disla
i derivace kone&né i nekonecné.
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¢) v bodech mnoziny A jsou ta derivovana &isla funkce f (x), je
jsou definovdna, rovna ptisluSnym ¢&islim derivovanym funkce F (x).

Véta 1. Takovd funkce F (x) vidy existuje. Jeji konstrukce je skoro
samozfejma: sta¢i voliti F (x) v stvénych intervalech linearni, t. j. pro
%4 < % < x5 volim

Flo =[x+ (o —wi) 109 —10)
xh — x,

Ze funkce T (x) takto definovanid ma vlastnost c), plyne okamzité
F()—F@ _ . f@) -

€

z toho, Ze, je-li ' v.J, a x v ¥, leii

' N v
f (’_‘g) — (%) X * Xy — X
xﬁ — X

Problém IIL

Trividlni feseni problému I. v mnohém ohledu nevyvhovuje: ma-li
na pf. funkce f (¥) v mnoZin¢ 9 vSude derivaci, potom se jeji derivabilita
onou linearni interpolaci obecné porusi v bodech x, a x5, Tuto zivadu
odstranime tim, 7¢ pozmé¢énime formulaci problému timto zpusobem:

Budiz mnozina A dokonald, a budiz na ni ddna kone¢ni funkce
f(x), jez mda v koncovych bodech sty¢nych intervalti derivaci (t. }-
D=f(xs) =D _f(xs), D~ f(x}) = D. f(x)). Nalézti funkci F (x), de i-
novanou v < a, b >, jeZ mi tyto vlastnosti:

a) I'(x) =7 (x) v A,

b) v bodech mnO/ln\ A’ ma I’ (x) kone¢nou derivaci,

¢) v bodech x,/, x5 ma F (x) derivaci (a oviem jest potom v tichto
bodech I’ (x) = f' (x)),

d) v ostatnich bodech mnoziny A jsou derivovand ¢isla funkce F (x)
rovna pfislusnym derivovanym ¢islum funkce f (x).

Véta II. Takovd funkce I' (x) vidy existuje. Dukaz provedeme tim, Ze
takovou funkci F (x) vskutku sestrojime. Abych se vvhnul zbyte¢nym kom-
plikacim, budu pfedpoklidati, Ze ¢isla D - f(x),D f(x),D—f(x). D. f(x)
jsou vesmés koneéna (ptisludné zmény v diukazu pro piipad nekone¢nych
disel derivovanych provede &tenat snadno sim).

Budiz tedv ddna funkce f () na . Volme ¢islae, > 0 (1 = 1,2,3,...)
P 1
jednak meni nez V“" . ™ jednak jiz tak mald, 7e

’

L<f()—(n) ’ nho |

Vil -
M =< < -,
pro viechna x z U, pro né% x, — & < x < %» a

cry b ) — () 1
(2) fem—, < " o </ (<h) + -

pro viechna x z 3, pron& «, < x < «h L e,
l‘
\\VW.



Funkei F (x) volim v % rovnou f (x), v intervalu J, pak ji definuji
takto:

Spojme body X4, =: (xh, f(xh)], X& = [xh, f(x5)]*) usetkou p a se-
strojme z bodu X', polopaprsek p *, smé&fujici v pravo, o smérnici f’ (x2)
a z bodu X’ polopaprsek p—, sméfujici v levo, o smérnici f (x§). Na
polopaprscich p *, p— zvolim body Y, resp. Y4, na spojnici p body Z..
7 tak, aby vzddlenosti bodu Yf., Z! od X! a vzddlenosti bodu Y:, Z%
od X% byly mensi nez ¢,. Funkci F (¥) volim pak pro x, <x<xh tak,
aby hovéla témto pozadavkum:

1.D*F()=D. F (x1) = [ (x1),

2. D—F()=D F (xh) =f (),

3. F (x) ma konecnou derivaci pro x, <x <,

4. Pokud ktivka y = F (x) nele#i v jednom z trojihelnika X, Yi Zi.
X% Y% Z%, necht splyvi se spojnici p bodu X, XA

Takovou funkci F (x) je patrné moZno sestrojiti (viz obrazec).

Tim je funkce I () definoviana v intervalu < a, b >; zbyva do-
kdzati, Ze poddva feleni problému II. PredevSim je patrno, Ze funkce
F (x) hovi podminkdm a), b). Pokud se ty¢e podminek c¢) a d), omezim
se na vySetiovani derivovanych &isel z prava; derivovana ¢&isla z leva
Jze vysetfovati obdobnd. V bodech x’ je dle konstrukce funkce F (x)
D- F(x)=D. F (x)) ={ (x1). Zbyva tedy vySletiovati body ¥ mno-
Ziny A, jez jsou body zhuSténi z prava, a dokdzati, Ze pro n¢ plati
D+F(x)=D-f((x), D, F(x) =D, f(x). Jeito pak samoziejm¢
D+*F(x)>D - f(x), D, F(x) <D, f(x), stati dokdzati, 7e

(3) D+ F(x<D*+* f(x), D, F (x) >D. [ (x).
To je piedevSim samoziejmé splnéno v bodech vnitinich mnoziny A

*) Symbolem [#, ¥] zna¢im bod v roviné o pravouhlych soufadnicich x, y.
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z prava,*) jeito F (x) =f(x) v A. Zbyvd tedy, dokdzati vztahy (3)
v bodech x, jez jsou body zhu$téni z prava jak mnoZiny U, tak mno-
ziny A’.**) Budiz tedy x takovy bod, a vySetfujme nejvétsi a nejmensi
z limit vyrazu

v—x
blizi-li se bod x’ bodu x z prava, pii ¢emZ patrné sta¢i omeziti sec na ty
body ', jez lezi v mnozZing A'.

Rozdélme nyni mnozinu viech bodu x’ z mnoziny U’, jeZ lezi v pravo
od x, v soucet ¢tyf mnoZin &, Q,, L, €, takto: kaidy takovy bod x’ lezi
v jednom ze sty¢nych intervala, tieba v intervalu J, Potom nastiva
jeden z téchto ptipadu:

a) bud bod [#’, F (x')] lezi v trojuhelniku X, Y, Zi,

b) nebo lezi v trojihelniku X% Y% Z2,

¢) nebo neleZi v 2adném z téchto trojihelniku; potom dle konstrukce
funkce F (x) lezi na spojnici boda X, a X%

Nastava-li ptipad 4, muze byti bud

i
aﬁ) Xy — 5”> X,

ncbo a p) P &, < x.

Nyni mnoZina &, budiZ souhrn v8ech bodu v’, pro néz nastivd a e),
mnoziny £,, €;, €; budtez definovany jako souhrny on¢ch bodu x’, pro
néz nastdva resp. a f), b), c).

Budu nyni vysetfovati vyraz (4) pro kazdou z mnoZin ¢, €,, €5, &,
zvlasf. Poznamendivdam je$té tolik: z toho, %e bod ¥ je bodem zhusténi
z prava mnozin A i A’, plyne téméi bezprostiedn¢: blizi-li se v’ jakvm-
koliv zplisobem bodu x z prava po mnoziné 9’ a znali-li J, stv¢ny interval,
v némz lezi x’, roste n jistym zpusobem do nekonetna.

Necht je nyni pfedevsim x’ hod z mnoziny g,. Potom F (A’v)' :1‘ )
lezi mezi
F(an) — F () _ f(w) — i
X, — X X, — X
a

F(v) — @) _fan -7

Xy o\
*) Bod x nazvu bodem vnitinim mmnoziny % z prava, existuje-li ¢ >0 takove,
Ze interval < ¥, x ‘- ¢ > ndlezi cely k mnoziné 9.
**) Potomlezi v kazdém intervalu < x. x - &>, kde ¢ je libovolné ¢islo
kladné, nekoneéné mnoho styénych intervali.
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Blizi-li se ' ku x po mnoZing g, blizi se x; i x5 ku x, a tedy
jisté plati
() D. f (&) <lim inf " * )_1 ® < tim sup ™ )~

= x P — X

F®<p-tw,

pii emZ x’ blizi se bodu x z prava po mnoziné {,.

Budiz za druhé 2’ bod mnoZiny £;. Potom vzdilenost bodu
[¥', F (¥')] od [x5, f (*5)] je men$i nez &), kdezto vzddlenost bodu [x, f (¥)]

!
h—

od [#5, f(x%)] je vo&tdi nez b — x,; ale &2 < ", dle definice &isla

£,. Tedy thel, jejz sviraji piimky A =[x, f ()] [»', I (x')]*) a B =

= [, f( )] [#5, f(x%)], jest men$i nez polovina zornc¢ho thlu, pod nimz
1

n — Xn

je vidéti kruZnici o polomdéru ze vzddlenosti x5 — x5 od jejiho

v oy v o e “ 1 ’ . vt oqe ’
stiedu (Cili kruZnici o poloméru n 2 vzdalenosti 1). Blizi-li se nyni x’

ku x z prava po mnoziné &, roste 7 do nekonecna a % blizi se ku x. Tedy
piedeviim thel piimek 4 a B konverguje k nule; nasledkem toho (a v di-
sledku piedpokladu, Ze derivovand &isla jsou koneénd) i rozdil jejich smér-
nic, t. j. vyraz

F)—F(x) _ () —fW

X —x 25

konverguje k nule. Z toho vSak okamzité plyne, Ze (5) plati i tehdy, blizi-li
se ' ku x po &,

Budiz za tfeti 2’ bod mnoZiny &,. Zde je vzdalenost bodu [x, f(x
od [xh, f(xh)] vé&td nez e, ale vzddlenost [x', F (x')] od (s, f(x,.)] je
men$i nez &5 ; nisledkem toho thel, sevieny spojnicemi [x, f (x)] [47, f (x,.)]
[x, f (*)] [#', F (¥')] je men3i nez polovina zorného thlu kruZnice o polo-
méru &,, pozorované ze vzdailenosti &, (¢ili o poloméru e, ze vzddlenosti
1). KdyZ %’ konverguje ku x, roste » do nekone¢na, &, konverguje k nule;
z toho jako diive plyne (5) pro ptipad, Ze x’ se blizi ku x po 91

Budiz kone¢n& x' bod mnoziny &, Potom plati 0 < xh — x < e,,
a plati tedy nerovniny (1). Bod [x’, F (x')] lezi v pravo od bodu X, v troj-
thelniku X, Y; Z,. Smérnice spojnice [x, f (¥)] [x', F (x')] — ¢&ili vyraz
F (x') — F (x)

¥ —x
bodu [x, f(x)] s body X, Y. Z.; ozname smérnice téchto spojnic

reSP. k]_r kz, k3- Pla.tl: kl = f(x;)l :fx(x) ; k3 leii meZi i( x) :fx(x)

— je jisté obsaZena mezi krajnimi dvéma ze smérnic spojnic

f(x",, f(x) . Jak odhadnu %,? Bod [, f (x)] leZi v levo od X! a tento
xh —x

‘)_Symbolem “[#, ¥][#', ¥’} znadim spojnici bodu (¥, y] a [+, ¥’].
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bod opét v levo od Y;. V dusledku toho lexi k, mezi sm&mici spojnice

[%, f (¥)] X» a smérnici spojnice X} Y4, t. j. mezi k, a /' (x1). Ale jeito

g 10—
]

X — X

, a jeZto plati nerovniny (1), jest

1, . 1
ky — " <[ (xa) <k + n
a tedy

1

6 — k, .

(6) b=k <
Konverguje-li nyni ¥’ ku x po mnoZiné &,, roste » do nekone¢na,
x,, 5 konverguji ku x; z toho je patrno, Ze k,, k, a dle (6) i k, se méni
tak, Ze jejich nejvét$i a ncjmenii z limit jsou obsaZeny mezi D+ f (x)

aD, f (x). Jeito pak vyraz r (xf) : F (x) lezi stile mezi krajnimi dvéma

’ -

-

z hodnot %y, k,, k;, plati i pro body x' mnoziny &, vztahyv (5). Plati tedy
vztahy (5), at se bod a’ blizi ku x z prava libcvolnym zpusobem, t. j.
plati ncrovniny (3):

D+ F () < D* [ (x), Dy F (x) > D. [ (x),

¢imz véta II. jest dokdzdna.

Jako zvlastni piipad véty II. slusi vytknouti vétu Ila:

Je-li v dokonalé mnoZiné N ddina junkce f (x), je£ md v A viude de-
rivact, existuje funkce F (x), definovand v <a, b>, jet md vSude v <a, b>
derivaci (v bodech mnoziny komplementédrni %’ dokonce derivaci kone¢nou)
a takovd, Ze v mnoziné A je I' (x) = f (x).

Pozndmka. Je-li derivace f' (x) nad to konetnd v A, je F' (x) téz
kone¢né a tedy F (x) spojité v <a, b>. Tedy je, jak zndmo, funkce F’ (x)
funkci prvni ttidy Baireovy v <a, b>. Tim spiSe je f (x) funkci prvni
tiidy v . Tak dostivam vétu: Md-li f (x) v A konecnou derivaci f (x),
je f' (x) funkce pruni Baireovy t#idy v U, vétu, kterou jsem za piedpokladu
obecnéjsich odvodil v pojedndni ,,0 derivaci funkci jedné proménné“,
Rozpravy C. Ak., sv. 32, & 5.

Problém III

Problém II. liSil se od problému I. timto:

a) mnozina A byla ptedpoklidina dokonald,

b) predpoklidali jsme D—f (xs) = D_f (x}) = f (x}), D+ f (%) =
D. f() = (<),

¢) predepsali jsme funkci F (x) derivovand &isla D+ F (x1), D, F (x3),
D~ F (x3), D_F (xh) pozadavkem, aby funkce F () méla v bodech x;, x5
derivaci.

I



Pozménime nyni podminky problému II. tak, 7e opustime poza-
davky a) a b), a derivovana ¢isla, vypsand sub c), pfedepiSeme libovolnym
zpusobem. Tak dostivime Problém IIl.: Budiz opét ¥ mnoZina uza-
viend, a f(x) funkce konelnd, definovand na %A. Zvolme si libovolné
isla, jez oznadim

(7 D+ f(xs), D, (%), D—f(x2), D_f(ah), m=1, 2,3, ..)
s jedinym omezenim, Ze md byti
8) D+ f(xa) > D, f(xs), D—f(xh) > D_f(xh).

Tim jsou kaidému bodu x z U ptifazena &tyfi Cisla D+ f(x), D, f(x),
D— f(x), D_f(x), vyjma body x = a, x = b, jimZ je pfifazeno pouze po
dvou &islech: D - f(a), D, f(a), D— f(b), D— f (b). Jest nalézti funkci F (x),
definovanou v < a4, b > a kone¢nou takovou, aby pro kazdé x z A (x * a,
x*0b) bylo F(x)=f(x), D-F(x)=D*f(x), D. F(x)=D. j (x),
D—F(x)=D—f(x), D_F(x)=D_f(x), adale F(a) ==f(a), D * F(a) =
=D~*f(@), D.F(a =D, f(a); F ()=} @®), D~ F (b =D~ f(),
D_ F (b) = D_ f (b).

Abychom tento problém roziedili, sefadme néjakym zpiisobem styéné
intervaly v posloupnost

A A

Je-li x bod mnoZiny A, oznaéme znakem ¢ (x, #) vzddlenost bodu x od
intervalu J, *). Zavedu nyni definici:

MnoZinu N nazvu mnoZinon pravidelnou (vzhledem ke zvolenému
sefazeni styénych intervalu)**) jestlife lze zvoliti fumkci kladnou y (n)
celistvého kladného argumentu n tak, Ze ke kaldému x mnoZiny A existuje
jisté Cislo n, takové, Ze
(9) () <g(x, n)
pro viechna n > n,.

Budiz nyni mnozina A pravidelnd (vzhledem ke zvolenému scia-
zeni sty¢nych intervalu) a budiZ na ni dana konce¢ni funkce f (¥), jakoz
i ¢isla (7). Funkci I (x) definujeme takto: v A budiz F (x) = f (x); v J,
volme F (x) tak, aby D F (x) =D* f(%), D F(x3):=D. f(xJ),
D-F () =D-f@h), D F(xh) =D f(xh); dale tak, aby I (x) mdla
v J, konenou derivaci a aby

3 .
Feo—[r6 + oah (ORI 2

n — Xn
*) Tedy @ (¥, %) je mensi z lisel x — 7, , x— ab.
s#) Ukaze sc pozdé&ji, ze lze uzivorkovanou &ist z definice vynechati, t. j. Ze
pravidelnost mnoziny % zivisi pouze na povaze mnoziny A samotné a ne na zpisobu
sefazeni posloupnosti sty¢nych intervali; coz by sc ostatné snadno dalo dokdzati
ptimo.
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PO % < x < x5. Takovou funkci evidentn& lze sestrojiti. Tvrdim, Ze
tato funkce F (x) fes$i problém III. Omezim se opét na vySettovani deri-
vovanych &isel z prava.

V bodech x mnozmy A, jez jsou bud body isolované z prava (t. j.
v bodech %,) nebo jez jsou body vnitini z prava, je samoziejmé

D*F(x)=D*f(x), D. F(x)=D. | ().

Zbyva dokdzati tyto rovnosti v bodech x, jeZ jsou body zhusténi z prava
i mnoziny A i mnoZiny komplementdrni A’. Budiz x’ libovolny bod z A’
v pravo od x; ten lezi v jistém intervalu J,, a plati:

F )= [1 ) + (= oty T 057 1 20)

Fx) —F(x) _ A 1
2 —x T X —x o
[/ )+t -y 1) =1 )] /0
. Xn — ‘C,.
‘ X —x

Druhy stitanec v pravo znali smérnici spojnice bodu [x, f (x)] s jistym

bodem tsetky, spojujici body [x., f (xa)] a “xb, f(x8)]. Jest tedy

ot . . v . . .. PR
tento sCitancc obsaen mezi smérnicemi spojnic [, f (¥)] “xu, f (2)] a

[x, f(2)][h, f(xh)], t. j. mezi / (""{l) AU (r,,z —f (r). Blizi-li se
Xy — X X —x

nyni bod x’ bodu ¥ po mnoziné¢ A’ z prava, roste n jist¥m zpisobem
do nekonetna, x, a x5 blizi se ku x. Jest tedv — kdvi x'—x je jiz dosti
L s o . - v s n
mal¢ — jisté n > n,, a tedy Citatel prvniho s¢itance mensi nez -z—’(;l,
jmenovatel jeho pak vitsi nez ¢ (v, #) a tim spiSe tedy dle (9) vétsi nez
7 (n); t. j. prvni sCitanec konverguje k nule, bliZi-li se ¥’ ku «r, a druhy
s¢itanec md svou nejvétsi a nejmensi z limit obsaZenu mezi D f (x) a
D. f(x). Plati tedy i pro tvto body

D' F(x)=:D*j(), D F()==D f(x).

Tedy nase funkce F (x) vskutku ie$i problém IIIL.
Méjme nyni mnoZzinu ¥, jez neni pravidelnd a zvolme f (x) =0 v ¥,
a dale volme
D (=D ]
D j()=D_f(x) =
‘ n=123...

ll

(10) .o,

’

Tvrdim: v tomto ptipad¢ nelze nalézti funkcei IF (v), jez by fesila problém
II1. Pitedpoklddejme, 7e¢ bvchom takovou funkci F (x) naSli; v o musi
byti I (x) = 0; v bodech r, musi miti F (xr) derivaci z prava rovnou 2,

N\
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a v bodech 4 derivaci z leva rovnou 2 [dle (10)]. Lze tedy ke kaZidému n

zvoliti ¢islo = (#) > 0 takové, Ze jednak = (n) <-;, jednak Ze plati:

F (x) > x — x, pro x,f<x§x,f+r(n)
F(x) >ah —x proah —z(n) <x <

(11)
Jeito mnozina A neni pravidelnd, lze nalézti x, z A tak, Ze

(12) ® (Y, n) <t (n)

pro nekone¢né mnoho », tieba pro n =mn,, ny, ..., n;, ... Jeito limz(n)=0,

n= c
je patrno, Ze v kaZzdém okoli bodu x, lezi nekonedn¢ mnoho z inter-
valu J,,, Jypy o .., Ju, ... Tedy také aspoit z jedné strany bodu x,
lezi v kazdém okoli nekone¢né mnoiZstvi téchto intervala, piedpokla-
dejme na pi., Ze v pravém okoli. .\’zislcdl\em toho lezi v kazdém pravém
okoli bodu x, nekone&né mnoho bodu x,, 4%, t. j. bod x, j¢ bodem zhuS$teni
0 0

mnoziny A z prava. Jeito pak f(v) = 0 v 9, jest

(13) D j(x) =D J(xg)-=0.
Vyberme nyni z posloupnosti J,, J,,, ..., J,;, ... jistou ¢dstetnou po-
sloupnost interva.lﬁ Juir Juss i ... takovou, Ze J,,; lezi v pravo od x,,

a ze body x,,, konverguiji s rostoucim i ku x,, coZ jc mozno, jezto v kazdém
pravém okoli bodu %o le21 nelxonecm, mnoho intervalu J,;. V bodé x, je
F (xg) =0, v bodé x; —x,,, =~z (m) je I' (%) >=x' — ,f.'.=r(m,)
(podle (11)). Mimo to pro n = m; jec spln¢no (12), a tedy

% — X = — x,,.‘.) + (m; — %) =T (M) + ¢ (o, ) < 27 (m,).

Tedy F (xx) f(x") —-. Jeito pak s rostoucim 7 blizi se x;’ z prava
i T 0
ku x,, musilo by byti
1
(14) D+ F (%) >

Ale dle (13) musilo by byti — kdyby funkce F (x) divala feSeni
problému III. —
(15) D - F (x) = 0.

Jeito (14) a (15) jsou ve sporu, nemd vskutku problém III. v tomto
pripadé feSeni.

Plati tedy véta III.: Budif dina mnotina uzaviend U; aby problém
III. mél #eSeni, at f (x) je libovolnd funkce konecnd, definovand na %, a at
st jakkoliv volim Cisla (7) (ovSem s omezenim (8)), je nuino a staci, aby
mnoZina A byla pravidelnd.

Dodatek: Je-li mnoZina A pravidelnd, mohu mimo to poadovati, aby

funkce F (x), 7edlci problém II1., méla v bodech komplementirni mnoXiny
W' konecnou derivaci.
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Jeizto feSitelnost problému III. nezdvisi patrn& na zpusobu, jakym
sefazujeme posloupnost intervalu styénych, zadvisi vlastnost ,byti pra-
videlnou'* pouze na mnoZin& A a ne na zpusobu sefazeni sty¢nych inter-
vali (viz pozn. na str. 8.).

O mnoZindeh pravidelnyech.

V nisledujicim chci podati nékteré jednoduché podminky — &as-
tedn¢ nutné, &istedné postadujici k tomu, aby mnoZina uzaviend byla
pravidelna.

Véta A: Kaidd mmnofina uzaviend A, jejis ohraniceni je jednoduse
spocetné, je pravidelid.

Budtez x;, %5, %3, ... body ohrani¢eni mnoziny . Je patrno, Ze
pfi pevném 7 je @ (x;, 1) = 0 nejvyse pro dvé hodnoty 7, a pii pevném
1 je g (v, 1) = 0 pouze pro dvé hodnoty ¢ (totiZ pro % = x, a x; = x5).
Z toho je vidét, Ze funkce g (#) je jednoznaéné stanovena pro n =1, 2,
3, ... touto definici:

r()=1,2(2) = _l,, 1 (1) = nejmensimu kladnému Cislu z Cisel 1) @ (v, n),

1

1 1
S (x,mn), o, 9 @ (%n, 1), " (==3, 4,...).

Potom plati pfi libovolném m::
(16) ¢ (Xm 1) > 1 (n)
pro viechna # >m, vyjma snad pro n =1, 2 a pro ty dv¢ hodnoty #,
pro néz snad @ (x,, ) = 0.

Je-li za druhé x wvnitini bod %A, je ¢ (x,#) >d (x) pro viechna =,
kde d (x) je jisté &islo kladné, zavislé na x. Volim-li 2, = je dle

(%)’

definice funkce y (n):
(17 @ (x,n) >y (n) pro n >n,.
Z (16) a (17) plyne vSak ihned platnost véty A.

Véta B. Protnéme mmnolinu U libovolnym otevienym intervalem J
je-li uzaviend obdlka tohoto priiseku*) mmolina dokonald nehustd, nenmi
mnofina N pravidelnd.

Abychom tuto vétu dokazali, uvazme, Ze v okoli kaZdého bodu
mnoziny J A lezi nekonené mnoho stvénych intervala mnoziny A, jestlize
oviem uzaviend obalka praseku J % je mnoZina dokonald nehustd. Budiz
nyni x (#) libovolnd kladnd funkce celistvého kladného argumentu =.

*) Uzaviena obalka pruseku JU jest mnozina J9 sama, zvétsena o ty z kon-
covych bodu intervalu J, jez jsou body zhusténi mnoziny J.

AV
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Vezméme jisty interval styny J, , jehoZ levy koncovy bod :\:,'.1 lezi v inter-
valu J. Jeito v levém okoli bodu x, leZi nekoneiné mnoho styinych
intervald, je moZno jisté nalézti stytny interval J,,, lesici jednak v J,
jednak v intervalu (x,’.l— ; 1 (m), xf,l), jednak v interv. (xf,l— ;-, xf.l)

Obdobné v pravo od bodu xﬁz Ize nalézti interval J,,, obsaZeny cele

jednak v intervalu (xﬁz, xf.l), jednak v intervalu (xﬁz, xh, + ;- 1 (nz)),

jednak v intervalu (x,’.z, xh, + ; ) Tak postupujice dale, dospivdme obecné
k intervalu J,,, jenZ lezi jednak v intervalu (¢, ,_,, %s,,_,), jednak

v intervalu (xf.,“ o % 1(ny, ), xf.z .-—1)' jednak v intervalu (xf.“_

1
24

-
x,'.Zi_l) a k intervalu J,,;,, ,, jenZ lezi jednak v intervalu

xb ., %.. ), jednak vintervalu (x4, , x5 + 1 12;) ), jednak v intervalu
23 24— 1 24 214 21 ]

(.ﬂ:.’.2 o Xyt 21.:_ | ) Z toho snadno plyne, Ze existuje jediny bod x, jenz
lezi v pravo ode viech J,,, a v levo ode vsech J,,;
ku %A, a plati oviem

_,- Bod tento patii

Ny <X <y, (L=1,2,3,..).
Jeito

je tim spise

1 .
(18) Pl om)<  zlm) (=1,2..)
a jeito
! 1
Xy Xnay, 0 < .jl(”-_),+1),

je tim spise
1 .
(19) ? (x, ";z.'71)<21("2.~.1) (f=1,2,..)).

Z (18) a (19) vSak ihned plyne, Ze mnozina ¥ neni pravidelnd, ¢imz
viéta B dokdzana.

Budiz nyni % mnozina dokonald, pravidelni. Vytknéme libovolny
bod x z %A, a sestrojme interval J = (x — &, x = ¢), kde & jest libovolné
¢islo kladné. Uzaviend obdlka pruseku J A jest mnoZina dokonald, ob-
sazend v intervalu uzavieném < x — ¢, x + & >. Dle véty B ncni tato
mnozina nehustd; existuje tedy uvnitt <x — &, x -- & > jisty CdsteCny
interval, v némzZ je tato mnozina hustd; jeito pak je tato mnoZina uza-
viend, vyplituje ccly tento &dstelny interval. Jeito pak ¢ je libovolné

XV.
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¢islo kladné, jest bod x bud sim bodem jistého uzavienc¢ho intervalu,
obsazeného v mnoziné ¥, nebo lezi v libovolném jeho okoli nekonedny
polet uzavienych intervalu, obsaZzenych v mnozZin¢ %. Jeito pak bod x
byl libovolny bod z A, l1ze vysloviti vétu C:

KaZdouw mnoZinu dokonalown pravidelnou lze vytvofiti jako soucet jedno-
duse spocetné posloupnosti uzavienych intervaliv (bez spoleCnych bodu) a
jejich bodir zhusténi.*)

Véta D: Je-li ohraniceni & mmnoZiny uzaviené W mnoiina pravi-
delnd, 7e © A mnoiina pravidelnd.

Budtez J,, J,, ..., J,, ... sty¢né intervaly mnoZiny 9. MnoZina %
sklidd se jednak z mnoZiny bodu vnitinich, jednak z bodu ohranideni.
Mnozina bodu vnitinich je oteviend, a da se tedy vyjddriti jako soucet
jednoduse spocetné posloupnosti otevienych intervalu K, K,, ..., K,, ...

Mnozina ® je, jak zndmo, uzaviend. Je patrno, Ze J, a K, jsou sty¢né
intervaly mnoziny ®; nebot zidny jejich bod nepatii ku @, jejich kon-
cové body vSak patii ku ¢. Naopak, jiné sty¢né intervaly ku (4 nez J,
a K, neexistuji; nebof ka’dy sty¢ny interval mnozZiny & sklddd se bud
pouze z vnitinich bodi mnoziny A nebo pouze z bodii mnoZiny kom-
plementdrni A’ (jinak by totiz obsahoval nutné bod z @), jeho koncové
body pak patii ku @; splyva tedy tento interval nutné s jednim z inter-
vala J,, K,. Setadme nyni tyto sty’né intervaly mnoZiny & timto zpu-
sobem: Jy, K;, Jp, K,, ..., dy, K, Jns1,..

Jeito mnoZina & je dle pfedpokladu pravidelna, existuje funkce
¥ (n) > 0 takova, Ze ke kaZdému x z & lze nalézti #, tak, Ze ¢ (22 — 1)
<g@(x n), ¥ (21 <g, (¥, n) pro n >n,. Pii tom znadi ¢ (x, n) resp.
@, (x, n) vzddlenost bodu x od intervalu J, resp. K,,. PoloZme y (#) = men-

$imu z cisel ;, ¥ (27 — 1), a budiz x libovolny bod z A; je-li x bodem
ohraniceni, je @ (x, #) > g (1) pro n > n,, je-li x bodem vnitinim, je ¢ (x, 1)

>d(x) >0 pro vSechna 7, a tedy @ (x, n) >y (n) pro n > d(lx)' Je

tedv mnozina ¥ vskutku pravidelnd.

Véta E: Rozloime mmofinu uzavienonw A (dle véty Cantor-Bendix-
sonovy) na mnoZinu dokonalou * a spocetnow T : A = P -- T. Potom,
je-li mnoZina P pravidelnd, je © mmotina N pravidelnd.

Ditkaz: kazdy sty¢ny interval mnoZiny 2 jc obsaZen v jistém stycném
intervalu mnoziny B, nebot mnozina B je ¢dsti mnoZiny 2A.**) Oznalme

’e , PR ve 1 2 ,
K, n-ty sty¢ny interval mnoziny R, a J,, Ja, ..., Ju, ... konetny ncbo
*) Citi — coz je totéz — jako uzavienou obilku jisté jednoduse spocetné

posloupnosti uzavienych intervala bez spoleénych bodu.

**) A nacpak: Kazdy stycny interval Ks mnoziny P opsahuje asporn jeden
styény interval mnoziny %, jeito v Ka lezi nejvyse jednoduse spoCetné mnczstvi
bodu mnoziny A.

XV.
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nekonelny polet sty¢nych intervalia mnoZiny %, jeZ jsou obsaZeny v K,.
Je-li mnoZina B pravidelnd, existuje ¥ (#) > 0 takové, Ze pro kaizdé x
z P existuje n, takové, Ze ¢ (n) < @, (x, n) pro n > n,, znaci-li ¢, (¥, n)
vzdalenost bodu x od K,. Volme nyni y, (#) = nejmensimu z isel ¢ (1),

$(2),..., ¥(n), :’ Srovnejme pak intervaly sty¢né¢ J, mnoziny A
v tomto pofadi:

Jo Joy ooy Ion . =d0, 05, I 05, 05 I3, o de

Libovolny bod x mnoziny A je
a) bud bodem ¥,
b) nebo bodem R, a potom je
b 1. bud vnitinim bodem P z obou stran,
b 2. nebo vnitinim bodem B pouze z jedné strany,
b 3. necbo bodem zhusténi (ale ne vnitinim, ani z jedné strany)
mnoziny ‘B z jedné strany a isolovanym z druhé strany,
b 4. nebo bodem zhuiténi P (ale ne vnitinim, ani z jedné strany)
z obou stran.
Znatme v daldim opét ¢ (x, /) vzdédlenost bodu x od intervalu J,.
Je-li x bod z b 1., potom x je téz vnitinim bodem mnoZiny A, a tedy
@ (x,1) >d (x) > 0 pro viechna /, a tedy

(20) TUEACE TR

Body sub a) a sub b 3. tvoii jednodu$e spofetnou mnozinu (nebot
body z b 3. jsou koncové body intervala K,). Ale i body z b 2. tvofi jedno-
duse spofetnou mnoZinu; uvaZujme na pf. mnozinu B bodu z ¥, jez jsou
vnitini body pouze z levé strany. Potom, je-li ¥ libovolny bod z B, exi-
stuje & > 0 takové, Ze interval (x — &, x) obsahuje samé vnitini body
mnoziny B, a tedy Zddny bod mnozZiny B; je tedy kaidy bod mnoZiny
B isolovdn z leva, a tedv mnozina B je dle znamé véty*) jednoduse
spotetnd ; obdobné se to dokaZe pro mnoZinu bodu, jeZ jsou vnitini body
¥ pouze z prava. Tedy mnozina bodu, uvedenych sub. a), b2., b3,
jest jednodusSe spoletna. Zpusobem obdobnym, jako pii dukazu vetv 4,
sestrojim kladnou funkci g, (/) takovou, Ze ke kazdému x této mnoZiny
lze nalézti [, takové, Ze

(21) ¢ (x,]) >2,(0) prol>lL.

BudiZ kone¢n¢ x bod z b 4. Potom existuje n, takové, Ze ¢, (x, n)
> v (n) pro n >n,, a tim spie ¢, (x, n) > 1, (), je-li I > n > n,, jeito
2 () <v(n) pro l>n. Jeito interval J, =J, lezi v K,, je tim spise

*) Viz tfeba H. Hahn, 1. c. str. 177.

XV.
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o ) >n), jei I>n >n, Ale dle zpisobu sefazeni posloupnosti
Ju Jo ooy Iy ... je vidy 1> n, a tedy plati

(22) e ) >n), jelid, =J; an>n,

t. j. jakmile interval J; leZi v intervalu K,, pro néjz n > n,. Zbyvi vy-
Setiovati @ (x, I) pro hodnoty [/ takové, Ze interval J, lezi v jednom
z intervali K, K,, ..., K, . My vime v3ak, Ze bod x (jakoZto bod z b 4.)
je bodem zhu$téni mnoZiny P z obou stran; v dusledku toho neni kon-
covym bodem zidného z intervala K,. Ndsledkem toho maji intervaly
K,, K,, ..., K, od bodu x vzddlenost vétsi nez jisté kladné ¢islo d' (x),

a tedy tim spiSe ¢ (x,]) >d’(x), jei J;,=J, a n-~n,. Plati tedy

(23) ACUET USSR

a to dle (22) i tehdy, je-li pfislusné n vétSi nez #,. Volme nyni funkci g (/) =
= men$imu z &isel g, (1), 1, (/). Potom z (20), (21), (23) plyne: at je x jaky-
koliv bod z A, 1ze nalézti I, tak, Zc plati ¢ (¥, I) > % (/) pro! >I,. Tim
jest véta E dokdzdina.

Pozndmka. Ke konci chei jeSt¢ poznamenati, co by plvnulo z toho,
kdyby se véty D a E daly obrdtit. Potom totiz, kdyby ¥ byla pravidelnd,
bylo by i ohraniceni jeji (¥ pravidelné. RozloZzim-li pak & na mnoZinu
dokonalou ncbo prizdnou PR a spocetnou T, bvlo by i ¥ pravidelné. Ale
#, jakoZto ohrani¢eni uzavien¢ mnoziny, je mnoZina nchustd, a tim
spiSe je ¥ nchustdi. B nemuZe vSak byti dokonali mnoZina nehustd, jeito
md byti mnoZinou pravidelnou (véta B). Musila by tedy mnoZina R byti
prazdna, t. j. ohranieni & bylo by jednoduse spoletné, a méli bychom
tak vétu: nutnd (a jak dle véty A vime, i postafujici) podminka, aby
uzaviend mnoZina A byla pravidelnd, jest, aby jeji ohraniceni bylo jedno-
duse spoletné. Zda tato véta je sprivnd, neni mné znamo.
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