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_ ROCNIK XXXIL _’_rRIDA . ¢ISLO 5.

O derivaci funkci jedné proménné.

Napsal
Vojtéch Jarnik.

Ptredlozeno dne 12. ledna 1923.

Drtive, nez ptistoupim k vlastnimu predmétu této prdce, vyloZim
stru¢né nékterd oznaleni a pojmy, jichz v dalsim uzivam.

V tomto &lanku uvaZuji funkce jedné redlné proménné x, defino-
vané na wuzavieném imlervalu < a, b > (t. j. pro a<x < b). Na rozdil
od uzavieného intervalu nazyvam mnoZinu boda x, hovicich nerovninim
a < x < b, prosté intervalem a znalim ji (a, b). Za hodnoty funk&ni pfi-
poustim téz + o a — oo. Funkci, jeZ nenabyvd téchto hodnot, nazyviam
funkci komnecnou ; funkci, jejiz hodnoty jsou ohranifeny shora i zdola,
funkci ohranicenou. Je-li funkce definovdna ve vSech bodech dokonalé
mnoziny P, iikame, Ze je ,,spojitd v bodé x, na mnotiné P*, je-li x5 bodem
mnoziny P a je-li lim f (x) = f (x,), kdyZ x se bliZi x, po mnoZin& P; pii
tom ptipoustim i limity nevlastni (+ o a — ). Oscilaci funkce f (x)
na mnoziné A rozumim rozdil horni a dolni hranice f (x), kdyZ x jest na 4.
Je-li nékterd z hranic nekonelnd (coz nastiva vidy, je-li funkce v né-
kterém bodé mnoZiny 4 nekonednd, muzZe vSak nastati i jindy), potitam
oscilaci dle pocetnich pravidel

(+o)—a=+> a—(—wo)=4 oo, (+®) — (—x) =+

(@ konené). Nedefinuji tedy oscilaci tehdy a jen tehdy, je-li na 4 bud
stdle f (¥) = + o nebo stdle f (x) = — .

Jako pro funkci, tak i pro jeji derivaci ptipoustim hodnoty + o
a — . Konetné uzivim obvyklého oznaleni: jsou-li 4 a B dvé mno-
ziny bodové, oznatuji A B mnozinu bodu, spole¢nych ob&ma mnoZinidm.

Je-li funkce f(x) definovina na dokonalé mnoZiné P, a jestliZe
v kazdém intervalu (a, b), obsahujicim bod mnoZiny P,!) existuje bod
mnoziny P, v némz je funkce spojitd na P, tikdme, Ze fumkce je bodové
nespojitd na P.

1) a tedy ovSem nekoneén& mnoho bodu P.
Rozpravy: Rod XXXII. Tt II. &fs. 5. 1
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Baire nazval funkcem: I. t#tdy funkce, jez lze vyjadriti jako
limitu jednoduse spoletné posloupnosti funkci spojitych a koneinych
v < a,b >. Dokazal pak tuto vé&tu:2)

Aby funkce (kone€nd &i nekonedna) byla funkct I. t¥idy na < a, b >,
je nutno a stali, aby byla bodové nespojitd na kafdé mmo%iné dokonalé P,
obsafené v < a, b >.

Je téméi bezprostiedné patrno: ma-li funkce spojitd a konetnd
v < a, b > derivaci v kazdém bodé¢ < a, b > (v bodé& a derivaci z prava,
v bod¢ b z leva), je tato derivace funkci tiidy I. na <a, b >.

Stali totiz voliti posloupnost #; > h, > ..., lim A, = 0, poloZiti

f (%) = lim i+ M) = (%) pro a<x < b, a provésti jednoduchou

N - O hll

dvahu je$té v bodé x = b a jeho okoli. V tomto ¢€lanku chci dokdizati,

Ze tuto vétu lze rozsiriti i na funkce nespojité timto zpisobem:

1. Jedi f (x) libovolnd funkce koneénd v < a, b >, je% md v kaZdém
bodé < a, b > derivaci ' (x) (v bodé a derivaci z prava, v bodé b z leva), je
tato derivace funkci téidy I. na < a, b >.

Je patrno oviem, Ze v bodech nespojitosti musi byti f' (x) = + o
nebo — w. Ze existuji funkce nespojité, jez maji v kazdém bodé < a, b >
derivaci, jest rovnéZz kazdému jasno. Dukaz provedu tim, Ze dokdzi:
zvolim-li v < a, b > libovolnou mnoZinu dokonalou P, jest f' (x) bodové
nespojita na P.

I.

Dfive, nez pristoupim k vlastnimu dakazu, dokdZi tii pomocné véty:

1. Véta Steinitzova.

Budiz f (x) funkce kone¢nd, definovand v jistém okoli bodu x = a,
a oznalme

v, vy = L&) —1E)
x x

Nutnd a postacujioi podminka, aby existovala derivace |’ (x) (kone¢na

nebo nekonend) v bodé x = a jest, aby

(1) lim & (x,’, x,”)

existovala (konetnd &i nekonecnd) a to vidy stejnd, af si volim jakkoliv
posloupnosti x,', x,"’, hovitli jen podminkdm

(2) %' <aux', %' <x,/,lim (x, —x,’) =0.

NnN= T

Derivace rovnd se pak limité (1). Posloupnost dvojic [x,’, %,''], hovici
vztahtim (2), budu v daldim nazyvati ,,Steinitzovou posloupnosti o st¥edu
a“. Dukaz neuvddim, jeZto leZzi na snadé.

?) Viz na pf. René Baire, Legons sur les fonctions discontinues, Paris, 1905.
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Viz ostatné: Steinitz, Mathematische Annalen 52, str. 58—69;
Knopp, Mathematische Zeitschrift 2, str. 4; Rychlik, Uber die
Funktion von Bolzano, Vé&stnik kral. &es. spol. nauk, 1922.

2. Véta: Mdam-li interval (a, b), obsahujici body dokonalé mnotiny P,
Ize zvoliti uzavieny interval < a’, b’ > takovv, Ze plati:

a) a<a <b <b

b) bod a' je bodem zhulténi bodit P z prava.

Volme v (a, b) libovolny bod %, z P, a volme a, 8 tak, Ze

a<a<zxy<p<b

Potom bud « je jiz bodem zhu$téni mnoZiny P z prava, a v tomto
pripadé volim prosté a’ = «, b’ = #; nebo body P, leZici v pravo od «,
maji jistou dolni hranici &’ > a. Jest samoziejmé a’ < x,; dile «’ je
bodem zhu$téni mnoZiny P, a jeZto neni bodem zhusténi P z leva, je nutné
bodem zhu$téni z prava; nasi vété hovi potom &' = a’, b’ = §.

Pozndmka. Je samoziejmo, Ze bod a’ patfi ku P, a Ze v <a’, b’ >
lezi nekone¢né mnoho bodu P.

3. Véta: Budi% definovina funkce (konend nebo nekonecnd) f (x) na
dokonalé mno%iné P, a necht ke kafdému Cislu ¢ > 0 a ke katdému inter-
1alu I = (a, b), obsahujicimu body P, existuje jisty interval uzavieny

I'=<a,b>@a<a <b <b),
obsahujict nekonecné mmoho bodi P takovy, fe plati bud
a) oscilace f (x) na I' P je men$i nebo rovna &: O (f; I' P) < a, nebo

b) f(x)> % pro vsechny body I' P, nebo

c) fx) < — % pro vsechny body I' P ; potom je f (x) bodové mespojitd

na mnofiné P.

Pozndmka. Ze oscilace O (f; I’ P) neni definovina, je-li v I’ P stale
f (*) = + o nebo stdle f(x) = — o, nevadi v dalsich ivahdch, jeito
potom nastdva ptipad &) nebo c).

Dukaz: Volme & >¢, > ..., lim ¢, = 0. Volme pak libovolné inter-

»=10

val I = (a, b), obsahujici body P. Mohou pak nastati dva rtizné pfipady:
1. p#ipad. Existuje interval uzavieny
L =<a,b>@<a <b <b),
obsahujici nekone¢n¢ mnoho bodu P, v némz £ (f; I, P) < 5,. Potom f (x)
je ohraniend v I, P, a tedy nemiZe byti |f(x)| > p 1”- v Zidném bodé

I, P, je-lli n v&t3i nez jisté n,. Existuje tedy uvnitf intervalu I, jisty
interval uzavieny I, ., = < @, +1, ba +1> takovy, Ze obsahuje ne-
1*
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kone&né mnoho boddt P aze £ (f; In, +1P) < &n + 1. Zvolme uvnitt I, + 1
dvé hodnoty c., + 1, du, +1 tak, Ze

g1 < Cnpir 1 < Bngi1 <bas, Ay +1—Cnpt1 <% (Bng+1— @nys1)

a %e v (6o + 1, @n, +1) lezi body P. Existuje opét jisty interval uzavieny
I, n+2=<a.,+2 by, +2 >, obsahujici nekonetné€ mnoho bodu P, takovy, Ze

’D (/: I‘:.+2P) é£n°+2;cn,+l <an.+2 <bn,+2 <dn.+l-
V intervalu (a,, +2, by, +2) zvolime opét ¢,, . o, d,, .2 tak, Ze
A2 <Cnps2 <dn,,+" < bn.+2.dn.+" — Gy + 2 <‘i‘ (bno+2 - a"o+")

a Ze v (Cn, + 2, dn, + 2) leZi body P, a sestrojime obdobné interval uzavieny
I, . s Tak postupujice, dostdivime posloupnost intervalii uzavienych
In°+r—<an.,+m b|°+7>(x‘—1 2 3 )

ta.kOVS’Ch, Ze a 1<a,+2<<... <bno+2 <bn,,+b

(3) lim (bn,+ » = @ny + x) =0,
(4) O LiyvnP) < bppun;

pti tom v I, . . leZi nekonetn& mnoho bodu P (x =1, 2, 3,...).

Tyto intervaly maji tedy dle (3) jediny vmitéini bod spoleény, jenZ
je bodem zhusténi P a tedy sim bodem P; v tomto bodé je pak dle (4)
vskutku f (x) spojitd na P.

2. pripad. Neexistuje Zddny uzavieny interval I' = <a’, b >
(@ <a' <?b <b), obsahujiti nekoneiné mnoho bodu P, v némz

O I'P)< ¢

(a tim méné interval, v némz £ (f; I’ P) < &, pro » > 1). Potom existuje
jisty interval uzavieny I, = < a,, b, > (a < a; < b; < b), obsahujiti ne-

konetné¢ mnoho bodii P, vnémi bud «) f (x) > :1- pro viechna x z I, P
1

nebo ) f(x) < — —1— pro viechna x z I, P. Uvafujme ptipad «) (pti-

pad B) lze dlskutovatl obdobné). Potom v Zidném uzavieném intervalu,
obsaZeném v I,, jen obsahuje nekonetn& mnoho boda P, nemuze byti
splnéna okolnost a) ani ¢) nasi véty vzhledem k zidnému &, ; z toho jako
v pifipadé 1. plyne, Ze lze nalézti uzaviené intervaly

jn’: <a,, bn>, n=1, 2, 3,
takové, ze

(5) a<a,<ay...<b<b<b,
(6) lim (b, —a,) =0,
(7 f(x) > si pro viechna x v I, P,

n

a %e v I, lezi nekonetné mnoho bodu P.
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Tyto intervaly maji dle (5) a (6) jediny wvmitini bod x, spoleny,
jenz je bodem zhuSténi P a tedy sim bodem P. V tomto bodé je

f (x0) g-:— dle (7) pro viechna #n, tedy f(x,) = + o a rovnéz ze (7) je

patrno, Ze f(x) je v bodé x, spojita ma P. Tedy vskutku v libovolném
intervalu (a, b), obsahujicim body P, leZi bod spojitosti funkce f (x),
&mZ nale véta je dokdzdna.

I1.

Vlastni dukaz véty I.

Uvazujme funkci kone¢nou f (x) v < a, b >, jeZ ma v kazdém bodé
intervalu (a, b) derivaci (kone¢nou nebo nekone¢nou) /' (x), v bodé¢ a pak
derivaci z prava, v bodé b z leva. DokdZi, Ze je nespravny vyrok (4),
jejz vyslovim takto:

(A) Existuje v < a, b > mnoZina dokowald P, ¢islo € > 0 a interval
I = (a,pB) (a<a<BZ0b), obsahujici body P tak, %e v kaZdém wuzavieném
intervalu I, = < a;, b, > (a¢ < a, < b, < B), obsahujicim nekoneéné mnoho
bode P, plati soucasné:

1. oscilace | (x) na I, P je definovina a vétsi nese: O (f; I, P) >¢;

2. existuji body I, P, v nich# ' (x) < %;
3. existuji body I, P, v nichs f (x) > — %

Dokazi-li nespravnost tohoto vyroku, bude platiti patrné: mdm-li
libovolnou mnozinu dokonalou P v <a, b >, potom k libovolnému & >0
a libovolnému intervalu I = (a, ), obsahujicimu body P, bude existovati
uzavieny interval I, = <a;, b, > (¢ <a; < b, <p), obsahujici neko-
ne¢né mnoho bodu P takovy, Ze bud

£, Ilp)és
nebo

f (%) > i pro véechna x z I, P
nebo

’ 1 % r
fx<— ~ pro viechna x z I, P.

To vsak dle 3. pomocné véty znamend, Ze f' (x) je bodové ne-
spojitdi na P, a jeito P je libovolnd dokonald mmozina v <a, b >,
jest tim véta I. dokazana.

Nespravnost vyroku (A) dokdZi nepiimo. Predpoklidejme tedy, Ze
vyrok (4) je spravny.

Zvolme interval uzavieny I, = <2%, X, > v (0, ) — t. j.
e <% <X, <p — tak, aby x; bylo bodem zhusténi P z prava (to je
moZno dle 2. pomocné véty). Nechf md f' (x) v bodé x;, hodnotu a;
mohou pak nastati tfi ptipady:
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B) a >— (muZe ovSem byti i a = 4 o);
7) a <——5 (téz a = — ).

V kaidém z téchto tii pripadu zvolim body x,’, §, &’ dle jistych
ptedpist, jez nyni uddm.

Ad a) Zvolim ptedevéim v pravo od x, hodnotu x,’ tak, aby
%’ < X,, aby x," bylo bodem P a aby | ¥ (x,, %,) —a| < 182.
moZno, jeito x; je bodem zhu$téni z prava mnoZiny P. V intervalu

% + _1_

To je

uzavieném < x,,

1+"1

> leZi nekone¢né mnoho bodu P, tedy, jeito

a < % <——"1 < B, existuje dle vyroku (4) v intervalu uzavieném

< %y, xl+xl > bod %, z P, v némz |f (g)) —a| > 3
Tento bod %, je bodem zhu$téni mnozZiny P aspofi z jedné strany,
a mimo to x, <pn, <x,'. Zvolme bod %’ z P z té strany bodu y,,
z niZ je %, bodem zhu$téni P, a ddile tak blizko, aby jednak
lm" —m | <) (®% — %),
jednak x, < 5," < %/, jednak, aby platilo bud:

, , & . ., .
«) [T m)—F)l < TR je-li /' (n,) konelné, nebo

, 6 & L0, .
) | ¥ (m, m')| >+ 45, jeli /' () nekonecné.
Oznatime-li jeSté & mensi a §’ vétsi z obou lisel g, %", plati
patrné v piipadé

@) | ¥, %) — Pl &) > — 2

& & v oy
3 2T2' =4 2V pripadé
1
&’

ap) | ¥ (2, %) — ¥ (6, &) | >

Ad B) Jeito a > %, mohu volit x," v intervalu (x,, X,) tak, Ze
%y +

> leZi opét ne-
kone¢né mnoho bodid P, a mohu tedy dle vyroku (A) voliti bod %, z P
tak, Ze f'(n) <+ 1 <m< 0 A

Z té strany, z niZ je 5, bodem zhusSténi P, volim %," z P tak, aby

T (x,, x,") >%. V intervalu uzavieném < x,,

[n' —ml <y (¥ —2x), % <n' <x', aaby ¥ (g, 5 <— Zavedu-li
opét oznaleni §,, £’ pro mensi resp. vét¥ z &isel %y, %,’, plati

V.
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¥ (%, %) > %, T &) <—

Ad p) Postupuji analogicky jako v ptipadé B), a dostivim opét
body x,, x,’, &, &', pro néZ nyni plati nerovniny

4
¥ (xy, x1)<_'— P(sp &)

Nyni ve vSech tfech ptipadech a), g), ) obsahuje interval (¢, &)
nekonedné mnoZstvi boda P, nebot %," bylo zvoleno z té strany %,, z niZ
%, je bodem zhusténi P. Jeito pak kaidy interval uzavieny < a,, b, >,
kde ¢ < a, <b <§', hovi tim spiSe podminkim e« < a, < b, <, lze
ve vyroku (4) nahraditi interval (e, ) intervalem (¢, '), a s.strojiti
v intervalu (§;, &') body x,, x,’, &, &' stejné, jako jsme v intervalu (e, B)
sestrojili body x,, %', &,, §,’. Tak postupujice, dostdivime nekoneéné mnoz-
stvi bodu %,, %', &, &', hovicich nerovnindm

« <x <E << EHE <. <E <x <E <zx' <B,
gul - gn < ':r (xu’ - n)'
Z téchto nerovnin je vidét, Ze existuje jediny bod x, takovy, Ze
Xy < %g < %,
§;¢ < xo < ‘.f/l’

pro vSechna #. Dile [x,, x,'] i [£,, &,'] jsou patrné Steinitzovy posloup-
nosti o sttedu x, (viz pomocnou vétu 1). Plati pak pro kazdé » asponi
jeden ze vztahu (8e,), (8x,), (86), (87):

(8) | (5, 5) — ¥ (6 &) ] > ¢
(82y) W (%) — T G 8] >
(#6) (e, 1) > L T b) <
) W, 5) <~ B b)) > — o

Pti tom, je-li | ¥ (x,, %)) | > - —|— plati rozhodné vztahy (88)

12 ’
nebo (8y); nebot vztahy (8a;), 8(a2) dostali jsme v piipadé, Ze
f' (%) | <£, nade jsme volili x,’ tak, aby | ¥ (x,, ,") —f (%) | <-5 12
Je vidét, Ze vyrazy ¥ (x,, x,’) a ¥ (£, £»') nemohou miti stejnou
limitu konetnou pro lsm # = o ; nemizZe tedy v bodé x, existovati ko-
nefnd derivace. Ale v bodé x, nemiZe existovati ani nekonetnd derivace;
nebof kdyby bylo na pi. f'(x,) = + o, musilo by pro # > n, stile byti

¥ (%, %)) >— + musilo by tedy pro # > n, platiti bud (88) nebo

1‘)'
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(8y). Jeito v3ak (8y) platiti nemuZe pro n > n, (nebot ¥ (x,, x,’) >0
pro n > n,), musi platiti pro viechna n > n, (88). Potom vSak by bylo

T, )< —‘“:- pro viechna # > n,, a nemohlo by byti

lim ¥ (§,, £/) = + .

NemiiZze tedy v bodé x, za predpokladu spravnosti vyroku (4) existo-
vati derivace f’ (¥,) ani kone¢nd ani nekonetna, coz je proti predpokladu,
ie f () ma v < a, b > viude derivaci. Jest tedy vyrok (A4) nespravny,
a naSe véta I. tim dokazina.

Pozndmka. Je-li funkce f(x) definovina pouze na mnoZin& doko-
nalé ohrani¢ené P*, definujeme derivaci v bodé x mnoZiny P* vyrazem

f (%) = lim l(—i),—:—i—(ﬂ, kdyZ ' konverguje k ¥ po mno%ing P*. I pro

tento pfipad plati v&ta Steinitzova, kde ovéem x,’, #,”” zna¢i nyni body
mnoziny P*. UvaZime-li jestE, Ze body x,, ./, &, &', vyskytujici se v du-
kazu véty I., byly body mnoZiny P — a tedy i bod x, byl bodem mno-
Ziny P — a pfipomeneme-li si jeSté roziiteni véty Baireovy, jeZ zni:
aby funkce, definovand na mmnoiiné dokonalé ohramicené P* byla tiidy 1.
na P*, jest nuino a stadi, aby byla bodové nespojitd na kaZdé mno%iné do-
konalé, obsa%ené v P*, vidime, Ze postup dukazu, jehoZ bylo uZito, do-
kazuje vlastn& i v&tu pondkud obecnéjsi, jez zni: Md-li funkce komelnd,
definovand na mno%iné P* dokonalé a ohranilené, derivaci v kafdém bodé
mmokiny P*, jest tato jeji derivace funkce t¥idy 1. na P*. PtisluSné nepatrné
zmény v dikazu si ¢tenat snadno sim provede.

Véta 1. byla témé&t samoziejmd, byla-li f (x) spojitd; toto jeji roz-
ifeni neni vSak samozfejmé ani pro funkce spojité na mnoZin& P*.



		webmaster@dml.cz
	2013-09-29T16:04:24+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




