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ROZPRAVY II.L. TRIDY CESKE AKADEMIE.
ROCNIK XXXV. ¢fsLo 2.

O funkcich prvni tfidy Baireovy.
Napsal

Vojtéch Jarnik.

PtedloZzeno dne 8. ledna 1926.

§1. Ovod.
Budiz P dokonalé¢ ohrani¢ené mnozstvi bodové k& rozmérného prostoru
cuklidovského (k£ = 1). Rikdme, Ze funkcel) £ proménnych [ (%,, %, - . ., %),
definovana na P, jest na P funkci tfidy 1, lze-li nalézti posloupnost

funkci £, (%, %5, ..., %) (#=1,2,... definovanych na P, spojitych na
P a takovych ze
bimf, (%, %o, . .., %) = [ (%), %3, . . ., %),

at je bod [, x,, . . ., %] kterykoliv bod z P.%) Pii definici funkce, limity
a spojitosti piripoustim téZ hodnoty + ooa — oo, jak je zvykem v teorii

realnych funkci. Bod o soutradnicich %, x,, . .., % znatim [x;, x,, . . ., 3]
nebo kratleji [x¥]; obdobné misto f (x;, x,, . . ., %) pisi f ([x]) a pod. Rovnice
[¥] = [y] znaci, Zc jest splnéno % rovnic %, =v; (¢t =1,2,...,k); je-li
vsak aspofi pro jednu hodnotu ¢ (1 =1, 2, .. ., k) platna nerovnost x; % y;,

pisi [x] % [y]

A
Kone¢né zna¢im |[x] — [y]| = Z [% — ¥
tml

Cilem tohoto pojednani jest dukaz véty:

Hlavni véta. Budif ddna funkce f (%, %,, . . ., %) na dokonalém ohrani-
Ceném wmmoistvi P. Aby fumkce | (%, %y ..., %) = [ ([x]) byla junkci
ttidy 1 ma P, jest nutno a stali, aby existovala fukce 2k proménnych
Fa, %y ..., %%, 2", ..,%") =F ([%']; [x")), je£ md tyto viastnosti:

1) Viechny funkce, jez se zde vyskytuji, jsou redlné funkce redlnych pro-
ménnych.
’) Podle této definice patH funkce spojité na P mezi funkce ttidy 1 na P;
n&kdy nazyvajf se funkce koneéné a spojité na P funkcemi tHdy 0 na P.
Rozpravy: Rod. XXXV. TE IL Cls. 2. 1
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1. F ([#'); [%"')) jest definovdna, kdy% bod [x'] ¢ bod [x''] lefi v P
a je-li mimo to [x']+[x"].
2. Je-li [x] kterykoliv bod z P, plati

lim F ([x']; [#"]) = [ (%)),
kdy% body [x'), [x"] konverguji ma P k bodu [x] tak, Ze fest stdle
*e—2x) s —%)<0proi=1,2,...k a mimo to [x'] 4 [x"]

Dukaz této véty jest podinv §2av §3.V §4 odvozuji dvé aplikace
hlavni véty; prvni z nich (véta 3.) dokazal jsem jiz diive.?) Hlavni obsah
druhé aplikace (véty 4. aZz 8.) lze vysloviti (ne zcela presné) asi takto:
Funkce F (x’, #"') budiZ dcfinovana po jedné (tfeba horni) strané uselky
%' =0,a< % <b (b >a). Budiz G (0) jisty obor v roviné (%', x"), G (%)
obor, ktery vznikne z G (0) posunutim o délku x ve sméru osy x'. Necht
pro a < x < b existujc
(@) Um F (x','x") = [ (x),
kdyz bod [#', #''] konverguje k bodu [x, 0] v oboru G (). Je-li obor G (0)
celd pilrovina %' > 0 (viz obr. 1), jest f (x) funkce spojitd pro a < x < b
a naopak 1ze kazdou spojitou funkci takto vytvoriti (véta 4. a 5.) ZaZim-li
obor G (0) libovoln€ milc tak, Ze jej omezim dvéma spojitymi kiivkami
B) 2 = ¢, (x"'), ¥’ = @, (x”'), probihajicimi v pllrovin& x” > 0, konéicimi
v bodé [0, 0], jez nemaji pro x”° > 0 bodu spole¢nych, rozsiii se obor funkci
f (x), definovatelnych pomoci (&), pravé na obor viech funkci ttidy 1 (viz
obr. 2.); zuZuji-li obor G (0) dale tak, Ze kiivky (8) volim libovolné ,,blizko*
vedle sebe (obr. 3.), ncméni se obor funkci f (x), definovatelnych rovnici
(a) (véta 6. a 7.). Redukuje-li se kone¢né obor G (0) na spojitou kfivku

Glo) Gix) Glo) Gx)
{0,0) (x,0l [0,0) [x,0
Obr: 1. Obr: 2.
Go) G() Gix)
T d | w9 kd kd
Oby: 3. Obr: 4.

%' = @ (x”’), probihajicf v pulroving 2’ > 0 a kong&ici v bodé [0, 0] (obr. 4),
rozsifi se obor funkci, definovatelnych pomoci (a), na obor viech funkei
/ (%), definovanych pro a < x < b (véta 8).

3) O derivaci funkci jedné proménné, Rozpravy 32 & 5 (1923); methoda § 3.
pfedloZené price jest zobecnénim metody onoho pojednini.
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§ 2. Dukaz, e podminka vyflend jest nutnd.

Dokaime piedeviim, Ze podminka, vyslovenid v hlavni vé&tg, jest
podminka nutna; t.j. dokaZme tuto vétu:

Vé&ta 1. Budii dina ma mmoistvi dokonalém a ohvanileném P funkce
[ (%, %5, . . ., %), 162 je funkci tFidy 1 na P. Potom existuje funkce F ([x'];[x"']),
definovand, kdy% (¥’ ]a[x")letina P a kdy% mimo to[x'] 4 [x''] a takovd, %e

lmF (x']; [x"]) = [ (%],
kde% [x] je libovolny bod z P, komverguji-li [x'], [x"'] ku [x] po mnoistri P
tak, Ze je stdle (x'; —x;) (¥'; — %) -0 a mimo to [¥']« [%"]

Dukaz. Transformace

(1) ] 2* = _sz|Z_| , je-li z konec¢né;
'z* =+ 1jeliz=+4o00;2*=—1,jelliz=— o0
ptifazuje, jak snadno lze nahlédnouti!), mnozstvi — o < z < +- o0 vza-
jemné jednoznacné a spojité mnozstvi — 1 -7 2% < 4 1.

Podle picdpokladu existuje posloupnost funkci 7, ((%]), spojitych
na P, takovd, Ze na P plati

lim f, (<) =/ (%).

Provedme na funkce f ([#]), /. ([#] transformaci (1); tim dostanu
funkce f* ([x]), /.* ((¥]), jejichZ prostd hodnota na P je nejvySe rovna 1.
Mimo to jsou (nasledkem spojitosti transformace (1)) funkce f*, ([x])
spojité na P — a tedy stejnomérné spojité na P — a plati

(2) dim %, ([x]) = /* ([x).
Budiz nyni # = 1, # celistv¢; oznaéme znakem 7, kazdé ¢islo, hovici
témto pozadavkum:

1
1.0<1),.<n

2| % (%] — /% (") < - pro viechny body [#] [+] z P,
pro néz | [¥'] — [¥"']| <7, Ke kazdému # existuje aspoii jedno g, jeito
/*, jsou funkce stejnomérné spojité na P. PoloZme

horni hranice ¢&isel 1,
H" = ——— 2 - ;

patrng patii H, také mezi &isla 9,. H, je zcela uréitd funkce &isla # a plati

. 1
lim H, = 0 (nebot 0 < H, < —.,——).
N=o = an

Definujme nyni funkci F* ([x']; [#"']) takto:
%) Viznapt. R. Baire, Legons sur les fonctions discontinues (Paris, Gauthier-
Villars, 1805), str. 121—122,
1*
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BudteZ [x'], [x”’] dva bodv z P, [#']F [x"];

1. Jeli | [¥'] — [¥"] | ZH,, poloime F* ([x']; [#"]) = O0;

2. Jeli |[#'] —[2"']] < H,, potom existuje pouzc kone¢ny pocet
¢isel » takovych, Ze

3) I [*']—[x"]] <H.;
budiz n ( | [#'] — [x"] | ) nejvétsi Cislo n, pro néZ plati (3); poloime pak
) F* [z [x") = sqes - 1275 (%))

Cislo n (|[#'] — [¥"']]) jest jistd funkce proménné |[x'] — [x']}, je
patrné roste do nekone¢na, kdvZ I[x’'] —[x"]' konverguje k 0.

Budiz nyni [#] jisty bod z P, a nechf jsou [x'], [+"'] dva bodv z P,
pro néz plati

B)[¥]+["] Wi —x) (" —%)<0,i=1,2, ...k;
budte dale body [#'], [x"] jiZ tak blizko [x], 7e [x'] — [¥"'] < H|;
potom plati (4), a tedy
(] ) — (4] | 2 |
(6) waeer = 0000 XD — Pwrer = 1500 (%] |
+ 1 Paiees - 100 (3D — 1> ([%]) .
Jezto podle (8) je . [x]—[x]; 2 ('] — [#"11 < Huepey— gy 3¢
1
w(FT—1)
Kdy% nyni body [x’], [x"'] konverguji k [x] tak, Zc stale plati (5), konverguje
'] —[x"]] k 0, tedy = (|[x'] —[x"] ) roste do nekone¢na; tedy
konverguje prvni s¢itanec na pravé strané nerovnosti (6) k 0 a podle (2)
i druhy s¢itancc; t. j. F* ([x']; [x"']) konverguje k f* ([x]).

Z konstrukce funkce F* je patrno, Ze prostd hodnota funkce F* jest
nejvysc rovna 1; mohu tedy pomoci transformace (1) prejiti od funkce F*
k jisté funkci F ([x']; [x"']). Ze spojitosti transformace (1) jest pak patrno,
Ze plati

prvni s¢itanec na pravé strané nerovnosti (6) mensi ne? —

lim F ([x']; [#"]) =1 (%],
jestliZe body [x’], [#"'] z mnoistvi P konverguji k bodu [%] z mnoZstvi
P tak, Ze stile plati (5). Tim je vSak 1. véta dokazana.

§ 3. Dukaz, Ze podminka vy!‘éena’. je postaéujici

e e v

v ni uvedend je postacujici, t. j. dokazcme-h tuto vétu:

Véta 2. Predpoklad: Budii ddna funkce f([x]) =f (%, %,, . .., %)
na dokonalém ohranileném mnosstvi P. Budifddle F (x'y,. .., %'x: %"}, ..., %"})
=F ([%']; [x"]) funkce, definovand, je-li [x']v P, [x'] v P a[x']+ [x"]
Necht plati ddle

(7) bim F ([x']; [»"]) =1 ([*],
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kde [x] je libovolny bod z I, konverguji-li body [x'], [x''] po mnoistvi P k bodu
[x] tak, Ze jest sidle [x'] ¢ [x"') (s — %) (¥ —x)<0(=1,2,...,k).

Tvrzeni: Potom fest f ([x]) funkci tFidy 1 na P.

Ukazi nejprve, Ze staci, dokaZeme-li vétu 2. za picdpokladu, Zc
funkce f, F jsou ohrani¢ené. BudteZ tedy f, F dvé funkce, hovici ptedpo-
kladam véty 2. Pomoci transformace (1) sestrojim z nich nové funkee
ohranicné f*, F*, jcz v dusledku spojitosti transformace (1) hovi opét
picdpokladim véty 2, piSeme-li v ni resp. f*, F* misto f, F. Predpoklada-
me-li tedy, Ze véta 2. byla jiZz dok4zana pro funkce ohranic¢ené, vidime, ze
/* jest funkci tiidy 1 na P. Existuje tedy posloupnost funkei f*, ([x]),
spojitych na P, takova, Zc lim f*, ([x]) = /* ([x]).

” =

Polozme g*, = f*, pro ty body [x], pro néz — 1 < f*, <1;¢g*, =1
pro ty body [x], pro néz f*, =1 a g*, = — 1pro ty body [x], pro néz
/*, = — 1. Funkce g*, jsou patrn¢ opét spojité,|g*, < la— jeito|f* <1
— plati patrné

lim g*, (2] = /* (z).

Pomoci transformace (1) dostavam z g*, funkce g,, jeZ jsou opét
spojité a pro néz plati
lim g, (x]) =7 (%];
n=oo
jest tedy vskutku / ([x]) tiidy 1 na P, jak bylo dokazati.
Pripominam je$té tuto vétu Baireovu:®) Aby f([#]) byla funkci
tiidy 1 na P, jest nutno a staci, aby byla bodové nespojiti na kazdém
mnozstvi dokonalém PP*, obsazeném v P.

Abychom dokazali vétu 2, sta¢i tedy dokazati vétu:
Véta 2%, Ptredpoklad: [ ([x]), I’ ((x']; [x"']) budtez dvé fumkce ohra-
nicené, hovici predpokladim véty 2.

Tvrzeni: f ([x]) je bodové nespojitd na kaidém mnoZstvi dokonalém P*,
obsateném v P.

Nez piistoupim k dukazu véty 2%, podim nékolik definic. Budiz
[#] libovolny bod k- rozmérného euklidovského prostoru; ¢ ¢islo kladné.
Potom nazvu mnozstvi vSech bodlu [x'], pro néZ 0 < |[x'] — [x]]| <e
okolim bodu [x] o poloméru ¢ a ozna¢im je O ([x], ¢). Budiz dale [x] bod
jistého dokonalého mnozstvi P*; bod [%] je oviem bodem zhu3téni mnoZ-
stvi P*. Mohou pak nastati tyto dva piipady: bud existuji v kazdém okoli
bodu [#] body [%'] z mnoZstvi P*, pro néZ jsou splnény v3echny nerovnosti
i+ % (1=1,2,..., k); potom nazvu bod [x¥] bodem typu (a) na P*.
V opa¢ném piipadé nazvu bod [#] bodem typu (8) na P*. Budiz nyni din
bod [x] z P* a jisté jeho okoli O ([x], ¢); jsou-li viechny body z O ([#], ¢),

%) Viz Baire, l. c.!); mnozstvi P* muze oviem byti identické s P.
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ktcré patid ku P*, typu (¢) na P*, nazvu O ([x], ¢) okolim typu (a) na P*,
jinak okolim typu (B) na P*.

Hlavni pomickou pii dikazu véty 2% je tato pomocnd véta:

1. pomocnd véta. Funkce [ ([x]), F ([x']; [%"']) mecht hovi predpo-
kladum véty 2¥s. BudiZ & libovolné Cislo kladné, P* libovolné mmoZstvi do-
konalé obsatené v P, O ([x], ¢) libovolné okoli typu () na P* 6 pit lemz [x]
jest bod z P*. Potom existuje v O ([x], @) Jisty bod z P*, v ném% je oscilace
funkce f ([x]) na P* nejvySe rovna s.

Diukaz. Kdyby tato véta byla nespravna, bylo by mozno sestrojiti
dvé funkce f, F, hovici ptedpokladim véty 2% pro néz byl by sprivny
tento vyrok:

Vyrok A. Existuje jisté Cislo &, > 0, jisté mmoZstvi dokonalé Py* obsa-
Zené v P, jisty bod [x°] na Py* a jisté okoli O ([2°], @) typu («) na Py* takové,
Ze v katdém bodé z mnoistvi Py*, ktery leti v O ([°], o), je oscilace fumkce
f([x]) na Py* vétsi nez &,

Pripustme, ze vyrok A je spravny; z toho vyvodime spor.

Sestrojim picdevsim posloupnost bodu
(8) 1 ') 2 B2 - -
ktera md tyto vlastnosti:

L [#'] = [»°];

2. vSsechny body [#*], [y*] (w=1,2,...) leii v Py* a soucasn¢

J.pron=1,2,...; 1=1,2,..., k plati

1 ]
ly.”“—x;’“"l )|xn+l_xn|< yn_xn .

4 pron=1,2...; 1=12,..,k plati

sgn (2 +1 — xr) =sgn (yr — xr) =+ 18)
5 pro n=1,2,... plati

1) = f (e +1]) >3 [ F (@) D) — F ()] <%

Abychom dokazali existenci takové posloupnosti, predpokladjeme, Ze
jsme jiz pro jisté m =1 sestrojili body [x'], [y'], ... [*""1] [y™ 1] [2"]
tak, Ze plati:

1) [#] = [2];

2’.) vsechny tyto body lezi v Py* a v O ([2°], ¢o);

3’.) podminky 3., 4., 5. jsou splnény pro viechna # < .

Uka%i pak, Ze lze sestrojiti body [y™], [¥"+1]tak, Ze bodv [4'], [y*],...,
[xm], [y*], [¥™*1] opét splituji podminky 1’, 2’, 3’, piSeme-li v nich m + 1

+1 >
%) Pisi sgna= [, je-li resp. a 0.
-1 <

II
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misto m. Jeito pak pro m =1 jest volbou [%'] = [4°] vyhovéno viem poza-
davkum 7’, 2°, 3’, bude tim cxistence posloupnosti (8), majici vlastnosti
1. az 5. dokazana pomoci Uplné indukce.

Body [y™], [x™*1] sestrojim takto:
Jezto bod [x™]lezi v Py* a v O ([x°], o), j¢ [#”] bodem typu («) na Py*;
existuje tedy jista posloupnost bodu navzajem ruznych

(9) (&4 (62 . ..

lezicich na Py* a v O ([x°], ¢,), konvergujicich k [x™]takovd, Ze pro vSechna
h=1,2 ... aprot=12 .., k plati §*+ xm. Jeito systém k &iscl
sgn (E» — xm) (hpevné,: =1,2,..., k) je identicky s nékterym z 2*
systémul z,, 7,, . . ., 7y, kde r; = + 1, je patrno, Ze existuje v posloupnosti
(9) jista &aste€na posloupnost

(10) (w'] (2%, . ..

takova, Ze plati (11) sgn (9* — x,”) = sgn (g — x;") = + 1 pro vechna
h=1,2,... a pro ¢=1,2, ..,k Nasledkem pitedpokladané platnosti
rovnice (7) jest iimF ((x™]1; [4*])) = [ ([#™)) ; 1ze tedy zvoliti v posloupnosti

(10) jisty bod — oznaéme jecj [y™] — tak, Ze
(12) |F (@] ) — /(=) | <%

1 . ..
(13) [ — x| <--2 | %™ — x| prot=1,2,...kjelim >1.

Déle zvolim v posloupnosti (10) jisty bod — oznaéme jej [g] —
tak, Ze

1 .
(14) M & <5 [y™ —xm | (0 =1,2,...k).

Podle (11) oviem plati
(15) sgh (g — %") =sgn (V™ —x") =+ 1.

Jezto bod [n] lezi v Py* a v O ([2°], g,), je oscilace funkce f ([x])
v bodé€ [n] na P,* vétsi neZ s, a lze tedy nalézti jisty bod [£] z Py* tak
blizko bodu [5], Ze bod [£] leZi téZ v O ([°], ¢,), Ze plati

1
(16) !fo“'x.‘"'|<'2 [y™ — %™,
(17) sgn (8 — x™) = sgn (" —xm) =X 1
a mimo to tak, Ze jest

(18) 17 @) —/ Ca) 1 >3

Ozna¢me znakem [¥"+1] onen z dvou bodu [§], [g], pro n&jz plati

(19) /(2D = (1] | >3

II
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to plati podle (18) skutedné& aspofi pro jeden z té&chto dvou bodu. Body
[y»], [#+1] lef v Py* a v O ([20], ¢,) a vztahy (12), (13),(14), (15), (16),
(17), (19) ukazuji, Zc¢ tyto body maji vlastnosti pozadované. Tim je tedy
existence posloupnosti (8), majici vlastnosti 1. az 5. dokazana.

Nyni dojdeme snadno ke sporu takto: Z vlastnosti 3. plyne pro

1=1,2,...,k existence limit lim x» = lim v = z,.
7 =00 N =0

Z vlastnosti 3. a 4. plyne pak toto: Ze vztahu sgn (x2+! — x) =
sgn(yr —x0)=+ 1, 40+l — a1 < }) | y» — 2 | plyne

(20) sgn (Y4 — 2P+ = sgm (! — x) =+ 1.

Ze vztahu |yt — a9l | < l

2

[ 2+ — %2 | plyne

(21) sgn (Y41 — &7) = sgn (x0+ —xp) =+ 1;
1
ze vztghu | 22 — 2 | < 9 | ¥ — %" | kone¢né plyne | y#+l— g+t
1 1 .
< 4 [ —2r | < o | ¥ — & |, a tedy

(22)  sgn (0" — y+Y) = sgn ()" — ) =sgm (AP — xp) 2 A0 ]
(podle (20)). Z (21) a (22) v8ak plync
(23) sgn (Vi — yprtl) = sgn (Yt — x) =+ 1.

Vyznaime-li tedy na ose ciselné body %, y* (n=1,2,...), lezi
body x+1, y*+! podle (20) a (23) uvnitf intervalu, jehoZ koncové body jsou
%, ¥ Bod z jest tedy vnitinim podem vSech téch intervald, a plati tedy

(24) (%" —z) O — =) <O0.

Body [*], [y*] jsou v3ak body mnozstvi P, jeZ konverguji k bodu
[2]; jest tedy i bod [2] bodem mnoZstvi P. Podle ptedpokiadu (7) a vzhledem
k (24) musi tedy byti

(25) lim F ([#]; D) =/ ().
Jezto v8ak z vlastnosti 5. plyne okamzité
|F ((#) ") — F () | > 2 e =12,..),

nemuze limita v (25) cxistovati, coz poskytuje hledany spor. Tim je tedy
1. pomocna véta dokazéana.

2. pomocnad vé&ta. Funkce j a F mechf hovi predpokladum véty 2bs,
Budtek ddny: libovolné kladné Cislo &, libovolné dokonalé mnoZstvi P* obsaZené
v P, libovolny bod [%] z P* a libovoiné okoli O ([x], @) bodu [x]. Potom existuje
v O ([x], @) jisty bod z P*, v némZ je oscilace tunkce f ([x]) na P* nejvyse
rovna .

Dikaz. 2 pom. v&ta lidf se od 1. pom. vétv jen tim, Z¢ neobsahuje
piedpoklad, e O ([x], @) je typu (a) na P*. Je li & == 1, je oviem kazdy bod

1I



z P* typu (a) na P*, a tedy jc 2. pomocnd véta pro &k =1 jiz dokdzina.
Abychom ji dokézali obecné, uZijeme dplné¢ indukce: budeme ptredpokla-
dati, Ze je jiz dokdzana pro & < k, a dokazemc ji pro %k -= k,. BudiZ tedy
k = ko, a budiz dano e, P*, [x], O (|x], ¢). Bud jc O ([%], ¢) typu () na P*
a potom cxistuje podle 1. pom. véty v O ([x], ¢) bod z P*, v ném? je oscilace
/ ([x])) na P* ncjvyse rovna & Nebo je O ([#] @) typu (8) na P*; potom
existuje v O ([x], ¢) bod [2°] z P*, jenZ je typu (B) na P*. Existuje tedy
jisté okoli O ([x°], 6)?) takov¢, Ze pro kaZdy bod [§], jenZ lezi v P* a soutasné
v O ([%°], 0), je splnéna aspoil jedna z vovnic ¢, =x2( =1,2,... k);
oznatme 7; pocet téchto rovnic, jeZ jsou splnény pro bod [£]; je patrné pro
uvazovan¢ body 177 <k, (rovnice 7, =&, plati jen pro [§] = [2°]).
Ozna¢me 7 dolni hranici &isel 7; pro viechny [£], lezici soulasn¢ v P*
a v 0 ([x°], 0); jest patrné¢ 1 -7 < k,. Budiz [y] jeden z bodu, lezicich
v P* a v O ([»°], 6), pro néjZ », = r. Budi’ na pi.
V1=, Ve =% .., ¥, =A%, Ve D Yo = X0

Zvolmc okoli O ([y], =) tak mal¢, Ze lezi v O ([1?), 6) a Zc¢ pro viechny
body |¢§] z P*, lezici v O ([yl =) plati & 4% ((=7r+ 1,7+ 2,..., k).
Potom jsou tedy pro viechny tyto body [§]splnény rovnice §; = %% (£ = 1,
2,..., 7). Budiz M uzaviena obidlka priascku mnoZstvi bodovych P*

a0 ( [v], -r)—) ; M jest patrné dokonalé mnozstvi, obsazené v P* a v O ([x°], 0).

Funkce f ([x]), F ([¥']); [#"']) mlZemc patrné povaZovati, pokud body
[x), [#), [#"] lezi v M, za funkce Ik, — 7 resp. 2 (k, — r) proménnych:
f_(x,,,l, Xe42) -« oy xk,), F (x',+1, ey x’k.,; x",+,, ey x",,.,).

Probiha-li bod [x¥] mnoZstvi M, probiha bod [x,.q, ..., %,] patrné
jist¢ mnoZstvi dokonalé M prostoru (k, — 7) rozmérného. Snadno na-
hlédneme, Ze pro funkce /, F jsou spinény piedpoklady véty 2bis, piseme-li
v nich f, F, M, k, — r misto /, F, P, k. Jezto piedpokladime, zc 2. pom. véta
je spravna pro k& = k, — 7, tedy existuje v okoli bodu [v,,1, . . ., ¥4.] 0 polo-

~ t v ’ Evd ¥ v * . - -
méru - bod [§,41. . . ., &] mnozstvi M , v némz je oscilace funkce f na M

2
nejvyse rovna &. Tedy je patrné oscilace funkce f na M v bodé [x0,. . ., x,°,
&1, ..., &) Dejvyse rovna &; jeito pak tento bod je vnitinim bodem

okoliO([y], —;) a jeito M je uzaviend obidlka priseku mnoZstvi P*

aO([y], :) , j¢ patrné i oscilacc funkce f na P* v bod¢ [ ..., 45,

&1, ..., &) Dejvyde rovna s Jeito v¥ak bod [ ..., 25, &1, .. ., Ekol
lezi v O ([%], @), je tim 2. pomocna véta dokdazana.

Dukaz véty 2, Mamc dokazati toto: f, F necht hovi ptedpokladiin
véty 2Ys. Budiz dano libovolné dokonalé¢ mnozstvi P* obsazené v P, libo-
volny bod [x] z P* a libovolné okoli O ([x], ¢) bodu [x]. Jest dokazati, Ze

) Zvolim ¢ hned tak malé, aby okoli O ([+°], 6) lezelo v O ([], @).

1I
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v O ([x], o) lezi bod mnozstvi P*, v némz jc f ([x]) spojitd na P*. Abychom
to dokazali, sestrOJme posloupnost bodu [x1], [#2], ... z P* a jejich okoli
0 ([#'], 0,), O ([#%], @.), - . “takto: podle 2. pom. véty existuje v O ([#], @)
bod [#'] z P*, v némz je oscﬂace f na P* mensi nez 1. Zvolme g, tak malé,
Zc uzaviend obalka okoli O ([x!], ¢,) lezi v O ([x], ¢), %c @, < 1 a Ze oscilace
funkce f na pruseku O ([#1], ,) s P* je mensi ncz 1. Jsou-li body [«1], ... [x*]
zP*aokoli O ([#'], 0,),...,0 ([x"] ¢,) jiZ voleny, volim [x**1]a O ([x**1],0s+1)
takto: podle 2. pom. véty existuj( v O ([x"], @s) bod [x"*+1]z P*, v némz

jc oscilace f na P* mensi nei - zvolme g1 tak malé, Zc¢ uzaviena

+ T
obilka okoli O ([x**1], @u.1) lezi v O ([#*], ¢.), 7#C @ns1 < " :_ @ Ze oscilace
funkce f na pruseku O ([¥**1], gu+1) s P* je mensi nez ::l Oznaé¢me

znakem O, mnozstvi O ([*], ¢,) a znakem O, uzavienou obalku mnozstvi
0,. Jest patrno, Zc 0,4, jc obsaZeno v 0, ; jezto lim g, = 0, maji 0, 0,, . . .

fn=am

a tedy i 0,,0,, ... jediny spoleiny wnit#ni bod [z]. Tento bod je bodem
zhudténi mnoistvi P* a tedy lezi v P*. Jeito oscilace funkce f na pruseku

mnozstvi O, a P* je mensi nez i , je patrné oscilace funkce f v bodé [z]

na P* rovna nule, t. j. f je spojitd v [z] na P* Jeito vSak bod [z] leZi
v O ([x], @), je tim véta 2¥¢ dokizédna, a tedy i hlavni véta.

§ 4. Uziti.

Ke konci podam je3té dvé aplikace hlavni véty. Bylo by mozno,
formulovati je obecnéji; vyslovuji je radéji v jednoduchych ptipadech,
kde jejich formulace je pregnantnéjsi.

Véta 3. Nechl je komelnd fumkce [ (x) jedné proménné definovina na
dokonalém ohranileném mmnoistvi P, mecht pro kaidé x z P existuje limita

(konelnd nebo nekonelnd) lim —)—HL) I %), kady: x' konverguje
k % po mmoZstvi P. Potom je [’ (x) /unkcz t¥idy 1 na P.

Dukaz: Z predpokladia snadno plyne, Zec lim A’;}-:—i—(f-) = f (%),
konverguji-li #’ a 2" ku x po mnoZstvi P tak, Ze stile plati x' 3 x”,
(" — x) (x” — %) < 0. Tedy je véta 3. bezprostiednim dasledkem véty 2.

D:uha aplikace tyka se okrajovych hodnot funkci dvou proménnych ;
jeji obsah je dan vétami 4.—8., jeZ nasleduji. (Véty 4., 5., 8., jez jsou
trividlni, uvadim jen pro tplnost.)

Véta 4. Budi( b >a, ¢ >0; funkce F (x', x"') budi% definovina pro
(26) a < 2" < b, 0 < x'" < c a necht existuje pro kaZdé x (a < x < b)

@7) lim F (¢, 2") = | (%),

II
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kdy: x' —y» x, x'" —» 0 tak, %e stile plati (26); potom je f (x) spojitd pro
a~x<hb

Diikaz. BudiZ tieba a < %, <b /( xo) koneén¢ ; & budiz &islo kladné.
Potom pro |2 — %,|<@ (¢), 0 <" <& (&) plati | F (', x") — f (%)| <.
Je-li tedy |[x — 2%, | <& (¢), je podle (27) také | f(x) — f (%) | =
t. j. / (%) je spojitd v bod¢ x,. Podobné sc dokazZe tvrzeni pro f (%,) neko-
ncéné nebo pro x, = a, x, = b.

Véta 5. Budiz b >a, ¢ >0; [ (x) budii spojitd pro a . x < b. Potom
lze nalézti funkci F (x', x''), definovanou v oboru (26) tak, e lim F (x', x
=f(x), kdyz ' --»x, "' —» 0 lak, Ze stdle plati (26).

Dukaz: trividlni — poloZme F (x', x”) = [ (#').

Véta 6. BudiZ b > a, ¢ > 0. Budte’ @, (v), @, (v) dvé funkce spojit’
pro0 < v~ canechl;est(pl 0) =9, (0) =0,¢9, (v) >, (¥) pro0 <y<c.
Funkce F (x', &' ") budif definovdna v oboru

0<x"<¢, ') +alx <, ")+ b
a mecht existuje pro a < x < b limita
(28) limF (&, ") = { (x),
kdy: x' —» x, "' » 0 lak, Ze stdle jest

0<x"<c¢ @)+ 22 < @y (x7) + x.

Potom je [ (x) funkci t¥idy 1 na intervaly a <~ x < b.
Dikaz. Polozme ¢ (0) = ¢ (0) =0;

20)=9.09), v ) =9, ) + Mm ‘Pz (*) — @, (%))

pro 0 <y =Zc. Potom jsou @ (y), y) spo]1te pro 0<y-l¢ @ () =
=@ () <v@y=< (p2 (Wpro0<v<caw(() —e¢(® ]est stale rostouci
pro 0 <y<c.

F (x', x"') jest oviem definovana v celém oboru
(29) 0<x"<c,p@')+asx<yp@"’)+0b
a plati (28), kdyz " —» x, " —» 0 v oboru
(30) 0<zx'Zc, o) +x<x <o ')+ %

Zavedme nové proménné rovnicemi
(31) E=x—9p "), =2 —9 (")

Jeito n — & =¥ (¥') — @ (x”) je stile rostouci funkce x”, jest x”
zcela urditou spojitou funkci proménnych ¢, g; plati tedy totéz i o #'.

Transforma¢ni vzorce (31) pfifazuji tedy vzajemné& jednozna&né obor (29)
oboru

E_bn=a0<g—§<¥()—9(
a obor (30) oboru
E<%9Z%0<n—{<y()—9.

II
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Definujme nyni funkci @ (£, 4) takto:
D¢, n) =F @', x"),jeli a<&<yg-1b,
0<n—¢<y(c) —eo(c) kdez x’, x” souviseji s §, 4 rovnicemi (31);
D (E,n) =0, je-li
a-§<nzb g—§E>v() -9l
D) =D @nf jeliasg <=0

Je tedy @ (§, 9) definovéno, je-li
(32) a<E<b a<n-.b Exn
a patrné plati

lim® (§,9) =/ (),
jestlize §—-» x, 9 —» x, a plati-li stale (32) a (§ — x) (g — %) < 0. Tedy jest
podle véty 2. f(x) funkci tiidy 1 v intervalu a << x < b.

Véta 7. Budif b >a, ¢ >0. @, (y), @p (y) budte: dvé funkce spojité
pro 0 _y<c, @ (0)=¢,(0) =0, 0< @, (v) — @, (v) pro 0< y<c;
[ (%) budi% fumkce t¥idy 1 pro a < x < b. Potom existuje fumkce F (x', x"’),
defimovand pro
(33) 0<z"<c @) +tasx g, (&) +0
a takovd, e plati

limF (x', ") = [ (%),
kdy: ' —» x, &' - » 0 tak, fe stdle plati

(34) 0<x"<6 g ") + 527 gy (W) +x
Dukaz. Podle 1. véty lze nalézti funkci @ (¢, 5) takovou, Zc
(35) lim @ (&, 9) = [ (),

kdyz § —» x, n » x tak, Ze stale
aE<nb (§—x m—2x<0.
Definujeme jesté
D) =/@pro —o<E<aasins

=nsb
D7) =/ podb<n<+owal{<h
@& n) =0 proé<a q>b
Potom plati (35), kdyz § —»x, 4-—»x tak, Z2e £ < b, y=a, 9 >§,
€ —=x) (g —2)<0.
Poloime ¢ (0) =9 (0) =0,

?0)=0,0), v =9, () +£I¢g (P2 (%) — @, () (1 + ).

=y
Potom jsou ¢ (¥), ¢ (y) funkce spojité pro0 < y < ¢, ¢ (y) > @, (¥) >
>@, () =@ (¥) pro 0 <y (¥) — @ (y) jest stile rostouci pro
0 < y < ¢. Transformace

(36) 6 i xl _w (x”), ,’ — xl _q) (xl/
zobrazuje podle tvahy, provedené pii dukazu véty 6, obor

II
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(37) 0<x'Zc,p@')+a<lzx<y@E")+0

resp. obor

(38) 0<%"<c @) +r<x<yp()+x@<x<0)
vzidjemné jednoznaéné a spojité na obor

(39) E<bnz=a 0<g—¢(<v()—9()

resp. na obor
E<x =% 0<q—E<¥ () —9()
Definujme nyni funkci F (%', ") rovnici
Fx,x") =® (&),

kdyz £, 9 jsou v oboru (39) a souviseji-li 2, ' s §, g rovnicemi (36).

Potom jest patrné F (x’, x') definovano v oboru (37) a tedy tim spise
v oboru (33), a plati
(40) limF (x,x") = [ (x),
kdyz z' -» x, x”" > 0 tak, Zc stile jest splnéno (38); tedy tim spiSe jest
(40), kdyZz x' —»x, x''--» 0 tak, Ze stale jest (34). Tim je véta 7. dokazéna.

Véta 8. Budiz b >a,c > 0; @ (y) budiZ funkce spojitd pro 0 <y < ¢;
@ (0) = 0. [ (%) budiz libovolnd funkce, definovand pro a < x < b. Potom
lze nalézts fumkci F (x', x"") definovanon pro 0 < x”’ < ¢, @ (x') +a< x'<
<@ (x") + b a takovou, Ze

limF (x',%") = [ (%),

kadyi x' -y x, 2" » 0 tak, Ze stdle jest
(41) 0<x"<c¢,p(x")+2=2x.

Diikaz: trividlni; stali polozit

F, %) =/(),

kdyz %', 2" spliluji (41).
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