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O analytické geometrii.
OTAKAR BORUVKA.

V clinku o euklidovské geometrii*) jsem vylozil, ze body po pt. pfim-
kami euklidovské geometrie se rozuméji dvé skupiny jakychkoli objekta,
mezi nimiz jsou definoviny vztahy, vyznadujici se uréitymi vlastnostmi.
Téchto vztahu je étvero a vyjadriuji se slovy ,prochdzi®, ,,mezi“, ,shodny*,
kongruentni. Jejich vlastnosti jsou popsany v 15 axiomech, a soustava
téchto axiomu s dusledky odvozenymi z nich logickymi dsudky jest
euklidovskd geometrie. Vylozil jsem, ze euklidovska geometrie jest soustava
abstraktni, jejiz jednou realisaci je geometrie kreslenych obrazet — fi-
kejme ji v dalsim geometrie deskriptivni — a to takovou, ze body po pr.
primkami se rozuméji tecky a primé cary a slovy ,,prochdzi®, ,mezi®,
ssshodny“, ,kongruentni prislusné nazorné vztahy mezi nimi. Aby vyklad
byl co nejsrozumitelnéjsi a snad i zabavnéjsi, podal jsem jej tak, ze jsem
se stanoviska pozorovatele popisoval myslenkovy vyvoj ¢lovéka (jemuz
jsem pro pohodlnéjsi vyjadfovani dal jméno pan Um), jak z jednodu-
chych poznatku ziskanych zkusenosti si euklidovskou geometrii vybudoval.
Nyni budeme sledovati pan Uma déle na cesté za geometrii analytickou.

Je pochopitelné, ze pan Um poéne pétrati po tom, zda muze svou
abstraktni euklidovskou geometrii realisovati 1 jinak nez geometrii deskrip-
tivni — od niz ostatné vysel. Jeho price v tomto sméru jest nyni daleko
obtiznéjsi nez kdyz mu slo o to vymysliti realisaci bodi a primek a
jenom takového vztahu mezi nimi, aby platil jediny axiom

a) Kazdymi dvéma body prochdzi jedna a ne vice nez jedna primka.
Tehdy snadno nasel radu takovych realisaci na pf. tremi koulemi a tfemi
draty anebo tény a dvojzvuky a v obou pripadech vhodnou definici
vztahu ,prochdzi“. Nyni véak se snazi mezi dvéma skupinami vhodnych
objekta definovati vztahy étpero druhu a ty maji miti celou radu vlast-
nosti, totiz vlastnosti popsané v 15 axiomech! Tak na pf. nyni jisté jiz
nemuze realisovati body a primky tfemi koulemi a tremi draty. Vskutku,
jednak jest mezi 15 axiomy euklidovské geometrie jeden, ktery vyslovné
pozaduje, aby body byly alespori tii (a dokonce takové, ze jimi nepro-
chazi taz primka). Jednak jest mezi nimi axiom

Pro kazdé dva body A, C plati, Ze existuje alespori jeden bod B mezi
body A, C a alespon jeden bod 1) takovy, ze C jest mezi A, D a piitom
body A, B, C, D prochdzi tdZ primka
a tento axiom spolu s dalsim axiomem

b) Pro kaZdé tri body, jimiz prochdzi tdZ primka, plati, Ze jeden a jen
Jeden z nich jest mezi druhymi dvéma
vyzaduje, aby body byly alespon ¢tyfi. Vskutku, jsou-li pouze tii body

*) Véda a zivot II., str. 64 az 70.
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Obr. 1.

4, B, C,muze prvniz obou axiomu byti splnén
jenom tak, ze bod D jest totozny s bodem B.
Pak ale pro body 4, B, C plati, ze bod B jest
mezi body 4, C a souc¢asné C mezi body 4,
B a pri tom body 4, B, C prochazi taz
pfimka — a to jest vylouceno axiomem b).

Podstatnym pokrokem k poznani dalsi rea-
lisace abstraktni euklidovské geometrie jest,
kdyz si pan Um uvédomi, ze muze tecky a
primé ¢ary kotovati podobné jako znaci po-
lohu mist, a tok fek a béh cest na mapeé. Na
listu papiru nakresli si dvé pfimé &ary pro-
chazejici stredem listu; jednu vodorovnou od
levého okraje papiru k pravému a druhou

svislou, od horniho okraje k dolnimu. Pan Um rika témto ¢ardm osy a tecce,
v niz se protinaji pocdtek. Kdyz si nyni nakresli kdekoli na listu tecku,
méa tato teCka od kazdé z os urcitou vzdilenost. Pozna¢me pismenem x
miru vzdalenosti teCky od osy svislé a pismenem y miru jeji vzdalenosti od osy
vodorovné, takze méri-li se vzdalenosti treba v centimetrech, jest z (nebo

y) nezéporné ¢islo udavajici
pocet cm pripadajicich na
vzdélenost tecky od svislé
(vodorovné) osy. Je-li tedy
na pr.tecka na ose svislé,
jest ¢islo x nula, je-li na vo-
dorovné, je y nula. Nuze pan
Um priradi tecce jako kotu
dvojici ¢isel + x, + y, pri
¢emz vezme znaménko + u
prvniho éisla, kdyz je tecka
napravo od osy svislé a u
druhého ¢isla, kdyz je tecka
nad osou vodorovnou, a zna-
ménko — v opaénych pri-
padech, tedy u prvého éisla
kdyz tecka jest nalevo od
svislé osy, a u druhého kdyz
je pod osou vodorovnou¥),
Takto je kazdé teéce prifa-

y
Ers0 -Cla.4)
RY03) -A(D
0r42) “8(52)
=10
X NC50) M(20) ¥
o
L J542)
Gl-3-9
Q (0.~4) “Lll-ay
L H K2
E1-8) K25
Obr. 2.
It-4-6) .

Pro ty, kterym je novy tento zptisob kotovini bodd,
prind&ime diagram s 16 body, které necht si kotuji na
¢tvereCkovaném papife na némsz si nakreslili obé osy,
a pak srovnaji s diagramem. Jsou to body: A (1, 3),
B (572)7 C (47 4)7 D (— 41 2): E (_61 4)1 F (_11 1)?
G(—3, —3), H(—1,—5), I(=4,—6), J(5,~2),
K2 —5), L1, —4), M@ 0), N(-5,0),Q (9,
—4), R (0, 3).

*) Predstavime-li si, Ze jde o kotov4ni mist na mapé, predstavuje ndm osa vodorovna rovnik, a osa svislg
nulty (Greenwichsky) polednik; polohu kazdého mista Ize uréiti dvéma Cisly, z nichz prvé udava jeho vzda-
lenost od zdkladniho poledniku, a nese znaménko +, kdyz je od tohoto poledniku na vychod, a zna-
ménko —, kdyz je od ného na zdpad, a druhé udivé vzdilenost od rovniku, kterd je - na sever a — na

jih od rovniku.

192



déna jedna dvojice ¢isel, z nichz kazdé muze byti budkladné nebo nula nebo
zéporné; a naopak, ke kazdé dvojici ¢éisel existuje — anebo alespon zdd
se prirozené pripustiti, ze existuje —, pravé jedna tecka, jejiz kotou jest
pravé ta dvojice. Tak na pr. pocitek ma kotu (0,0); kotu (—1, 2:5) mé
teCka nalevo od osy svislé ve vzddlenosti 1cm od ni a nad osou vodo-
rovnou ve vzdalenosti 2:5cm od ni (obr. 1).

Jak jest tomu nyni s kotovanim pfimych ¢ar? Pan Um nakresli prede-
vsim pfimou ¢dru — poznaéme ji p —, ktera neni rovnobéina se zadnou
z obou os ani se zadnou nesplyva; tedy bud stoupa jako na obr. 3. anebo
klesa, jako prima c¢ara c¢arkované vyznacend na obr. 3. Aby vyklad byl
konkretni, mysleme si

. vy ‘
predevsim,ze p stoupa. P
cku, v niz r P(
Tecku, v niz p protne ) . xy
vodorovnou osu, po- .
~
zna¢me na pr. pisme- oo
. o, ~
nem P; a jeji kotu (z;, Sao

0). Pan Um vyznaéi li-
bovolnou dalsi tecku P,

ruznou od P,, kterou , \‘\ ’
p prochazi; poznacme 3P (X2,0) 1P (XuO)/ (QO) N H X0)

jeji kotu (z, y). Od S

tecky P nakresli kol- ..
mici na vodorovnou ~
osu a vsimne si troj- X

dhelniku P, P'P.Zde P’ zR "M) Obr. 3.

znaci tecku, v niz kol-

mice protne vodorovnou osu, takze kota tecky P’ jest (z, 0). Jedna odvésna
P,P’ toho trojihelnika jest na ose vodorovné, druhd P'P jest svisld. Je-li
situace pro tetky P, P’ takova, jako na obr. 3, t. j. tecka P’ napravo
od P, jest délka odvésny P,P" patrné x —x, a délka odvésny P'P jest
y; je-li vSak tetka P’ nalevo od P;, jest délka odvésny PP’ patrné
— 2z -+ 2, = — (x—a,) a délka odvésny P'P jest —y.V obou pripadech
jest tedy pomér délek odvésny svislé a vodorovné éislo y:(z — zy). Pan
Um vyznaéi na piimé &afe p jesté dalsi tecku Py, ruznou od Pyiod P a
jejl kotu poznadi (zy,y32). Obdobné jako dfive nakresli trojihelnik Py P'sPy,
jehoz jedna odvésna PP’ jest na ose vodorovné, druhd P’y P, svisld a pomér
délek odvésny svislé a vodorovné jest ¢islo yy:(2s — ;). Oba trojihelniky
P,P'P a PPyP, jsou v tom vztahu, ze dvé strany PP’ a P,P jednoho
jsou na téchze primych d¢ardch jako dvé strany PP, a PP, druhého
a zbyvajici strany P'P a P',P, jsou rovnobézné. Aviak o takovych dvou
trojahelnicich pan Um vi — jest to jedna z vét, kterou ziskal empi-
ricky —, ze pomér délek kterychkoli dvou stran v jednom trojihelniku
jest tyz jako pomér délek stejnolehlych dvou stran v druhém. Pii tom
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se stejnolehlou k nékteré strané jednoho trojihelnika nazyvd ta strana
drubého, kterd jest s ni na téze prfimé care anebo jest s ni rovnobézn4.
Podle této véty tedy plati rovnice y:(x— ;) =py:(z2—x,) a z ni
plyne (nasobenim spoleénym jmenovatelem a prevedenim vsech élena
na jednu stranu)

Y2+ (T — @) y — 212 =0 (1)
Tato rovnice byla odvozena se zretelem k okolnosti, ze prima é&ara p
stoupd. Tato okolnost jest vsak nepodstatna. Vskutku nakresli-li pan Um
primou ¢&dru, kterd klesd, dojde analogickymi tvahami k poznatku, ze
i pro koty (z,,0), (z,5), (%5 ys) tii ruznych tedek na této primé Care,
plati rovnice (1). — V rovnici (1) z, y znaci obé ¢isla koty libovolné
tetky P na primé d&are p, pokud ta tecka jest raznd od P; i od P,.
Avsak rovnice (1) jest patrné splnéna i kdyz pismena =z, y znaci obé
¢isla z;, 0 po pr. &y, yp koty tecky Py po pr. P,

Pan Um tak dosel k tomuto nézoru: Ke kazdé pfimé care p, kterd neni
rovnobézna se zZadnou z obou os ani se zidnou nesplyva, existuji tii
¢isla @ (=y3), b (= &y — x3), ¢ (= — 2, )2), kterd maji tuto vlastnost: Obé
¢isla koty (z, y) kazdé tecky, kterou ta prima Cara prochazi, splnuji rovnici

ax + by + ¢ =0;
a zadné z obou ¢isel @, b neni nula.

Nez hotejsi éisla a, b, ¢ nejsou jedina, kterd maji tuto vlastnost. Vskutku,
poznacime-li pismenem ¢ libovolné é&islo ruzné od nuly, také éisla ga,
0b, oc maji vlastnost, ze obé éisla koty (z, ») kazdé tecky, kterou ta prima
¢ara prochazi splnuji rovnici

(ea) =+ (0b) y + (¢¢) = ¢(az + by +¢)=¢.0=0
a zadné z obou ¢isel (ga), (¢b) neni nula. Tedy — struéné feceno — mimo
trojict ¢isel a, b, ¢ kazdd trojice éisel jim imérnych mé tu vlastnost. Na-
opak, jestlize néjaka trojice a’, &', ¢/, ma tu vlastnost, plati pro obé &isla
koty (z, y) kazdé tecky, kterou ta pfimd d¢dra prochdzi obé rovnice
ax + by + ¢ =0,
adzx+by+c =0,
a z4dné z obou ¢isel @, b ani z o', b’ neni nula. Poznaéime-li (z,, 0) po pr.
(0, ) kotu tecky, v niz piima ¢dra p protind vodorovnou po pf. svislou
osu, plati obé rovnmice jednou pro z;, 0, po druhé pro O, y;. Tedy jest
ry—=——c:a=—c":a’; yi=—c:b=—c":¥,
a snadno vychazi a':0':¢’ = a:b:c, takze obé trojice (a,b,c) a (d’,b',¢")
jsou tmeérné. Tedy trojice (a,b,c) jest aZ na trojice umérné jedina, ktera
mé uvedenou vlastnost. Nuze, pan Um pritadi piimé c¢afe p jako kotu
pravé trojici (a, b,c) anebo kteroukoliv jinou trojici této tmérnou. Timto
pravidlem jest kazdé pfimé &are, ktera neni rovnobézna se zidnou z obou
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os ani se zddnou nesplyva, priradéna jako kota pravé jedna trojice ¢isel
— az na trojice umérné —, pii ¢emz zddné z prvnich dvou &isel trojice
neni nula. A naopak, ke kazdé takové trojici (a,b,c,) existuje pravé jedna
piima ¢&ara, jejiz kotou jest pravé ta trojice; totiz ta prima &4ra, kterd
prochézi obéma teckami, jejichz koty jsou (—c¢:a,0) a {0, — ¢:b), v pri-
padé, ze ¢&islo ¢ neni nula a obéma teckami, jejichz koty jsou (0,0), (— b, a)
v pripadé, ze ¢islo ¢ jest nula.

Jak se nyni maji véci u primych ¢ar, které jsou rovnobézné s nékterou
osou po pr. s nékterou z nich splyvaji? Lze horejsi pravidlo kotovéni
roz3ifiti 1 na tyto primé ¢ary? Snadno se zjisti, Ze ano. Vskutku, pan
Um nakresli néjakou primou éaru p rovnobéznou na pf. s osou vodo-
rovnou a tieba nad ni. Kazda tecka P (x, y), kterou primad ¢ara p
prochazi, ma pak od vodorovné osy tutéz vzdédlenost; poznaéme miru
této vzdalenosti pismenem c. Jezto p jest nad vodorovnou osou, jest druhé
¢islo y koty takové tecky rovmno ¢. Obé ¢cisla koty (z, y) kazdé tecky,
kterou prima ¢ara p prochazi, splnuji tedy rovnici

O.2+1.y—c=0.

Nuze, pravé trojici ¢isel (0, 1, —¢) anebo kteroukoli jimou ji tmérnou
t. J. trojici (0, 9, —¢.c),kde ¢ znac¢i néjaké od nuly ruzné cislo, priradi
pan Um jako kotu primé care p. Podobné priradi primé care rovnobezné
s vodorovnou osou a pod ni ve vzdalenosti, jejiz mira jest ¢, jako kotu
trojici ¢isel (0, 1, ¢) anebo kteroukoli jinou této imernou; a ose vodo-
rovné trojici (0, 1, 0) anebo kteroukoli jinou této tmeérnou. A koneéné,
kazdé primé care svislé a ve vzdalenosti miry ¢ od osy svislé priradi
trojici (1, O, 5 ¢) anebo kteroukoli trojici jinou ji tmérnou; pfi tom
vezme znaménko — kdyz ta prima éara jest napravo od osy svislé anebo
s ni splyva a znaménko -+, kdyz jest nalevo. Timto pravidlem, jest kazdé
primé ¢ate, ktera jest rovnobézna s nékterou z obou os anebo s nékterou
splyv4, pritadéna jako kota pravé jedna trojice Cisel — az na trojice imérné
—, pri éemz pravé jedno z prvnich dvou cisel trojice neni nula. A na-
opak, ke kazdé takové trojici existuje pravé jedna prima éara, ktera jest
rovnobézhd s nékterou z obou os anebo s nékterou splyva, jejiz kotou
jest ta trojice. — Nyni prehlédne pan Um svou dosavadni praci o ko-
tovan{ pfimych car timto vysledkem: KazZdé primé cdare jsem prifadil
podle urcitého pravidla jako kotu trojici Cisel, z nichZ kaZdé muZe byt
bud kladné anebo nula anebo zdporné avsak alesporn jedno z prynich dvou
éisel trojice neni nula. KaZdd takovd trojice jest kotou urcité primé cdry
a dvé trojice umérné jsou kotami tézZe primé Cdry.

Nuze, zd4 se prirozené, ze pan Um si nyni polozi tuto otdzku: Existuje
snad takovéa realisace abstraktni euklidovské geometrie, ze se body roz-
uméji dvojice a prfimkami trojice ¢isel takové, ze alespoii jedno z prvnich
dvou ¢isel trojice neni nula a dvé trojice imérné se povazuji za stejné?
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— Tomu tak jest kdyz a jen kdyz lze mezi takovymi dvojicemi a troji-

cemi cCisel definovati vztahy &tvero druhu, vyjadrované slovy ,,prochdzi,

wmezi®, ,shodny“, ,kongruentni, tak, aby mély vlastnosti popsané v 15

axiomech euklidovské geometrie. A takové vztahy se skutecné podari

panu Umovi definovati. Nebudu unavovati étenare podrobnym vykladem,

jak se k definici takovych vztaht dojde. Definice vztahu ,prochdzi“ zda

se ostatné na zdkladé horejsiho vykladu jisté prirozenou a snad také pro

definice ostatnich vztahu, které uvedu, najde si étendr nazorny podklad

— Nuze, vztahy, o néz jde, definuje pan Um takto:

Vztah ,,prochdzi“. Vyrok, ze uréitd trojice (a, b, ¢) prochdzi dvojici (z, y)
ma ten smysl, ze &islo ax + by + ¢ jest nula.

Vztah ,,mezi. Vyrok, ze urcitad dvojice (z, y) jest mezi dvéma raznymi
dvojicemi (z;, yi) a (xz y2) ma tento smysl: 1. Dvojicemi
(z1, ¥1), (@2, y2), (x, y) prochdzi tiz trojice, 2. Jsou-li obé
lisla x,, x, ruznd, jest x vétsi nez mensi z nich a mensi nez
vétsi z nich; jsou-li obé éisla x;, z, stejnd, jest y vétsi nez
mensi z obou ¢isel yy, 1, a mensi nez vétsi z nich.

Vztah ,,shodny“. Vyrok, ze uréitd tsecka (z;, y1), (s, y2) jest shodnd
s useCkou (7', ¥'1), (¥'s, ¥'s) mé ten smysl. ze obé ¢isla (kladna
nebo nuly) V(z, — 2,)* + (31 —y2)* V(@1 — &) + (31— ¥")’

sou sl rovna.

Vztah kongruentni jest definovén slozitéji a proto jej neuvadim.

O takto definovanych vztazich pan Um zjisti, Ze maji vSechny vlast-
nosti popsané v 15 axiomech euklidovské geometrie. Ukazme na pr. ze
maji vlastnost popsanou axiomem;

a) Kazdymi dvéma riznymi body prochdzi jedna a ne vice neZ jedna

primka
anebo jinymi slovy: Pro kazdé dvé ruzné dvojice (zy, y1) a (z,, y3) plati,
ze existuje jedna a — az na trojice imérné — ne vice nez jedna trojice

(a, b, c) takova, ze alespon jedno z obou ¢isel a, b neni nula a ze jest

ax, + by, +¢=0,

ax; + bys +c=0.
To viak plyne bezprostiedné z toho, ze tyto dvé rovnice v nezndmych
a, b, c maji — az na trojice imérné — jediné FeSeni

a=y1—Ye b=1xy— xy, C=Z1Y2 — Z2Y15
a jeito obé dvojice (z, ¥,), (%3, ¥s) jsou ruzné, alespon jedno z obou
¢isel y3 — ys, T3 — 2, neni nula. Snadno se také zjisti, ze ty vztahy maji
vlastnost popsanou na pf. axiomem
b) Pro kazdé tri body, jimiZ prochdzi tdZ piimka, plati, Ze jeden a ne

pice nez jeden z nich jest mezi druhymi dvéma;
zjisti se to na zakladé fakta, ze ze tii ruznych ¢isel pravé jedno jest
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vétsi nez mensi z druhych dvou a mensi nez vétsi z nich. A Ze maji
také vlastnost popsanou na prf. axiomem

c) Jestlize tsecka AB jest shodnd s tseckou A'B’ i s dseckou A"B’, pak
usecka A'B’ jest shodnd s useckou A"B”
na zdkladé fakta, ze dvé cisla rovna tfetimu jsou si rovna. A podobné
pro ostatni axiomy. Pan Um nasel takto dalsi a to ¢iselnou realisaci
euklidovské geometrie. V této realisaci kazdému axiomu, kazdému logic-
kému tdsudku a kazdé vété abstraktni euklidovské geometrie odpovida
axiom, logicky tdsudek a véta s éiselnym obsahem. Euklidovskd geometrie
v této realisaci nazyva se analytickd anebo podrobnéji euklidovskd ana-
lytickd geometrie. Nékdy také Cartesiova geometrie, podle slavného Des-
cartesa, ktery prvni k ni polozil zaklady ve své Geometrii, vyslé r. 1637.

Vyznam analytické geometrie neni snad v tom, zZe jest prikladem re-
alisace, modelem, abstraktni euklidovské geometrie. Jest v tom, ze se na
tomto modelu mohou ziskati poznatky o vlastnostech vztaht mezi body
a primkami analysou éiselnych vztahu. Osvétleme tuto poznimku dika-
zem této veéty abstraktni euklidovské geometrie:

KazZdd kruznice a primka se protnou ¢ nejoyse dvou bodech.

Pro kazdy bod (t. j. objekt prvni skupiny) O rozumi se kruinici o stiedu
v O mnozina véech takovych bodu X, ze vsechny usecky OX jsou shodné.
Podrobné popsén, jest tedy obsah hofejsi véty tento: Zvolim-li kterékoli
dva (razné) body O, A a kteroukoli primku (t. . objekt druhé skupiny) p,
pak mnozina — poznaéme ji M; — vsech takovych bodu X, ze usecka OX
jest shodnd s tuseckou OA a mnozina — poznaéme ji My, — vsech boduy,
jimiz prochézi p. maji spoleéné nejvyse dva body. — Plati-li tato véta,
plati zvlast¢ na modelu analytické geometrie; neplati-li, neplati ani na
tomto. Staéi tedy, kdyz vezmeme v tvahu tento model. Nuze, zvolme
kterékoli dvé (ruzné) dvojice (z.,y), (x1, 1) a kteroukoli trojici (a, b, c),
v niz alespon jedno z obou ¢isel a, b neni nula. Podle definice vztahu
»shodny“, jest kruznice o stfedu (x, y,) a obsahujici dvojici (xy, y1)
mnozina M, viech takovych dvojic (z, y), ze obé ¢isla Y(x— ;) + (y — y1)*
a J(z;—x,)* + (e —31)* jsou stend, takze plati pro z, y rovnice

(z— @)+ (y =) =1% (2)
pii ¢emZ jsme pro stru¢nost poznalili pismenem r druhé z téch dvou
¢isel. Mnozina M, jest podle definice vztahu ,prochdzi“ mnozina vsech
takovych dvojic (x, y), ze pro obé ¢isla z, y plati rovnice

ax + by +c¢=0. (3)

Méme ukazati, ze existuji nejvyse dvé dvojice (z,y) takové, Ze jsou sou-
dasné i v M; i v My t. j. ze ¢&isla z, y hovi soucasné i rovnici (2)irov-
nici (3). Ze tomu tak skute¢n& jest, plyne snadnou analysou obou rovnic
(2), (3) na zdklad¢ fakta, ze kazdé rovmici druhého stupné o jedné ne-
znamé hovi nejvyse dvé ¢isla.
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