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O analytické geometrii. 
OTAKAR BORŮVKA. 

V č l á n k u o e u k l i d o v s k é geomet r i i* ) j sem vy lož i l , že body po př. přím­
kami e u k l i d o v s k é geometr ie se r o z u m ě j í d v ě skup iny j a k ý c h k o l i ob jek tů , 
m e z i n i m i ž j sou d e f i n o v á n y vz tahy , vyznaču j í c í se u r č i t ý m i v l a s tnos tmi . 
T ě c h t o v z t a h ů je č t v e r o a vy jad řu j í se s lovy „prochází", „mezi", „shodný", 
„kongruentní". Je j ich v las tnos t i j sou p o p s á n y v 15 a x i o m e c h , a soustava 
t ě c h t o a x i o m ů s d ů s l e d k y o d v o z e n ý m i z n i c h l o g i c k ý m i ú s u d k y jest 
euklidovská geometrie. V y l o ž i l jsem, že e u k l i d o v s k á geometr ie jest soustava 
abs t r ak tn í , jej íž j ednou r e a l i s a c í je geometr ie k r e s l e n ý c h o b r a z c ů — ř í ­
kejme j í v d a l š í m geometrie deskriptivní — a to t akovou , že b o d y po př. 
p ř í m k a m i se r o z u m ě j í t e č k y a p ř í m é č á r y a s lovy „prochází", „mezi", 
„shodný", „kongruentní" p ř í s l u š n é n á z o r n é v z t a h y m e z i n i m i . A b y v ý k l a d 
b y l co ne j s rozumi t e lně j š í a snad i z á b a v n ě j š í , p o d a l jsem jej tak, že j sem 
se s t anov iska pozorovate le p o p i s o v a l m y š l e n k o v ý v ý v o j č l o v ě k a ( j e m u ž 
jsem p ro p o h o d l n ě j š í v y j a d ř o v á n í d a l j m é n o pan U m ) , jak z j e d n o d u ­
c h ý c h p o z n a t k ů z í s k a n ý c h z k u š e n o s t í s i euk l i dovskou geomet r i i v y b u d o v a l . 
N y n í budeme s ledova t i pan U m a d á l e n a c e s t ě za g e o m e t r i í a n a l y t i c k o u . 

Je p o c h o p i t e l n é , že pan U m p o č n e pá t r a t i po t o m , zda m ů ž e svou 
a b s t r a k t n í e u k l i d o v s k o u geome t r i i r ea l i sova t i i j inak n e ž g e o m e t r i í deskr ip -
t ivní — o d níž os t a tně vyše l . Jeho p r á c e v tomto s m ě r u jest n y n í daleko 
obt ížně jš í n ež k d y ž m u š lo o to v y m y s l i t i r ea l i sac i b o d ů a p ř í m e k a 
j e n o m t a k o v é h o v z t a h u m e z i n i m i , aby p l a t i l jediný a x i o m 

a) Každými dvěma body prochází jedna a ne více než jedna přímka. 
T e h d y snadno n a š e l ř a d u t a k o v ý c h r ea l i s ac í na př. t ř e m i k o u l e m i a t ř e m i 
d r á t y anebo t ó n y a d v o j z v u k y a v obou p ř í p a d e c h v h o d n o u def inic í 
v z t a h u „prochází'':. N y n í v š a k se snaž í m e z i d v ě m a s k u p i n a m i v h o d n ý c h 
o b j e k t ů def inovat i v z t a h y čtvero d r u h u a ty m a j í mí t i c e lou ř a d u vlas t ­
nos t í , to t iž v las tnos t i p o p s a n é v 15 a x i o m e c h ! T a k na př. n y n í j i s t ě j iž 
n e m ů ž e rea l i sova t i b o d y a p ř í m k y t ř e m i k o u l e m i a t ř e m i d r á t y . V s k u t k u , 
jednak jest m e z i 15 a x i o m y e u k l i d o v s k é geometr ie jeden, k t e r ý v ý s l o v n ě 
p o ž a d u j e , aby b o d y b y l y alespoň tř i (a dokonce t a k o v é , že j i m i nep ro ­
cház í t á ž p ř í m k a ) . Jednak jest m e z i n i m i a x i o m 

Pro každé dva body A, C platí, že existuje alespoň jeden bod B mezi 
body A, C a alespoň jeden bod D takový, že C jest mezi A, D a při tom 
body A, B, C, D prochází táž přímka 
a tento a x i o m spolu s d a l š í m a x i o m e m 

b) Pro každé tři body, jimiž prochází táž přímka, platí, že jeden a jen 
jeden z nich jest mezi druhými dvěma 
v y ž a d u j e , aby b o d y b y l y a l e s p o ň č tyř i . V s k u t k u , j sou- l i pouze t ř i b o d y 

*) Věda a život II., str. 64 až 70. 
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H,2'5) 
A,B, C^může první z obou axiomů býti splněn 
jenom tak, že bod D jest totožný s bodem B. 
Pak ale pro body A, JB, C platí, že bod B jest 
mezi body A, C a současně C mezi body A, 
B a při tom body A, By C prochází táž 
přímka — a to jest vyloučeno axiomem b). 

Podstatným pokrokem k poznání další rea-
lisace abstraktní euklidovské geometrie jest, 
když si pan U m uvědomí, že může tečky a 

(0*0) přímé čáry kotovati podobně jako značí po­
lohu míst, a tok řek a běh cest na mapě. N a 
listu papíru nakreslí si dvě přímé čáry pro-

Obr. 1. cházející středem listu; jednu vodorovnou od 
levého okraje papíru k pravému a druhou 

svislou, od horního okraje k dolnímu. Pan U m říká těmto čarám osy a tečce, 
v níž se protínají počátek. Když si nyní nakreslí kdekoli na listu tečku, 
má tato tečka od každé z os určitou vzdálenost. Poznačme písmenem x 
míru vzdálenosti tečky od osy svislé a písmenemy míru její vzdálenosti od osy 
vodorovné, takže měří-li se vzdálenosti třeba v centimetrech, jest x (nebo 
y) nezáporné číslo udávající 
počet cm připadajících na 
vzdálenost tečky od svislé -A op 
(vodorovné) osy. Je-li tedy D ( 4 2 ) 

na př. tečka na ose svislé, 
jest číslo x nula, je-li na vo­
dorovné, je y nula. Nuže pan 
U m přiřadí tečce jako kotu 
dvojici čísel _+ x, +_ y, při 
čemž vezme znaménko + u 
prvního čísla, když je tečka 
napravo od osy svislé a u op.-v -L(i.-

druhého čísla, když je tečka 
nad osou vodorovnou, a zna- Obr. 2. 
ménko — v opačných pří­
padech, tedy u prvého čísla 
když tečka jest nalevo od 
svislé osy, a u druhého když 
je pod osou vodorovnou*). 
Takto je každé tečce přiřa-

E(-6.4) 

NÍ-5,0). 

GC-3.-J) 

K- 4,-6) 

• C(4A) 

M(zor 

• KC2.-S) 

Pro ty, kterým je nový tento způsob kótování bodů, 
přinášíme diagram s 16 body, které nechť si kótují na 
čtyerečkovaném papíře na němž si nakreslili obě osy, 
a pak srovnají s diagramem. Jsou to body: A (1, 3), 
B (5,2), C (4, 4), D (-4, 2), E (-6, 4), F ( -1 , 1), 
G ( - 3 , - 3 ) , H ( - l , — 5 ) , I ( - 4 , - 6 ) , J (5, - 2), 
K (2, -5 ) , L (1, - 4 ) , M (2, 0), N ( -5 , 0), Q (0, 

— 4), R (0, 3). 

*) P ř e d ^ t a v í m e - l i si, ž e jde o k ó t o v á n í m í s t na m a p ě , p ř e d s t a v u j e n á m osa v o d o r o v n á rovník, a osa s v i s l á 
nultý ( G r e e n w i c h s k ý ) poledník; polohu k a ž d é h o m í s t a Jze u r č i t i d v ě m a č í s l y , z n i c h ž p r v é u d á v á jeho v z d á ­
lenost od z á k l a d n í h o p o l e d n í k u , a nese z n a m é n k o - f » k d y ž je od tohoto p o l e d n í k u na v ý c h o d , a zna­
m é n k o — , k d y ž je od n ě h o na z á p a d , a d r u h é u d á v á v z d á l e n o s t od r o v n í k u , k t e r á je - | - na sever a — na 
j ih od r o v n í k u . 
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l?(Xi,Q) f?<KOK PÍKO) 

děna jedna dvojice čísel, z nichž každé může býti budkladnénebo nula nebo 
záporné; a naopak, ke každé dvojici čísel existuje — anebo alespoň zdá 
se přirozené připustiti, že existuje —, právě jedna tečka, jejíž kótou jest 
právě ta dvojice. Tak na př. počátek má kotu (0,0); kotu (—\, 2*5) m á 
tečka nalevo od osy svislé ve vzdálenosti 1 cm od ní a nad osou vodo­
rovnou ve vzdálenosti 2*5 cm od ní (obr. 1). 

Jak jest tomu nyní s kótováním přímých čar ? Pan U m nakreslí přede­
vším přímou čáru — poznačme j i p —, která není rovnoběžná se žádnou 
z obou os ani se žádnou nesplývá; tedy bud stoupá jako na obr. 3. anebo 
klesá, jako přímá čára čárkovaně vyznačená na obr. 3. A b y výklad b y l 
konkrétní, mysleme si 
především, zep stoupá. 
Tečku, v níž p protne 
vodorovnou osu, po­
značme na př. písme­
nem Px a její kotu [xx, 
0). Pan U m vyznačí l i ­
bovolnou další tečku P , 
různou od P 1 ? kterou 
p prochází; poznačme 
její kotu (x, y). Od 
tečky P nakreslí kol­
mic i na vodorovnou 
osu a všimne si troj­
úhelníku P t P ' P . Zde P 
značí tečku, v níž kol ­
mice protne vodorovnou osu, takže kota tečky P ' jest (x, 0). Jedna odvěsna 
PtP' toho trojúhelníka jest na ose vodorovné, druhá PTP jest svislá. Je-li 
situace pro tečky P l 9 Pr taková, jako na obr. 3., t. j . tečka PŤ napravo 
od P l 9 jest délka odvěsny PXP patrně x — xx a délka odvěsny PP jest 
y\ je-li však tečka P nalevo od P l 9 jest délka odvěsny PXP patrně 
— x + #i = — {x — Xt) a délka odvěsny PP jest —y .Y obou případech 
jest tedy poměr délek odvěsny svislé a vodorovné číslo y:(x — x^ Pan 
U m vyznačí na přímé čáře p ještě další tečku P 2 , různou od Pt i od P a 
její kotu poznačí (x2,y2). Obdobně jako dříve nakreslí trojúhelník PiP2P2> 
jehož jedna odvěsna P±P2 jest na ose vodorovné, druhá P2P2 svislá a poměr 
délek odvěsny svislé a vodorovné jest číslo y2: (x2 — #i)- Oba trojúhelníky 
PXFP a P,P2P2 jsou v tom vztahu, že dvě strany PXF a PtP jednoho 
jsou na těchže přímých čarách jako dvě strany P^P2 a PXP2 druhého 
a zbývající strany PP a P'2P2 jsou rovnoběžné. Avšak o takových dvou 
trojúhelnících pan U m ví — jest to jedna z vět, kterou získal empi­
r icky —, že poměr délek kterýchkoli dvou stran v jednom trojúhelníku 
jest týž jako poměr délek stejnolehlých dvou stran v druhém. Při tom 
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se stejnolehlou k některé straně jednoho trojúhelníka nazývá ta strana 
druhého, která jest s ní na téže přímé čáře anebo jest s ní rovnoběžná. 
Podle této věty tedy platí rovnice y:{x— x±) = y% : {x$— Xi) a z ní 
plyne (násobením společným jmenovatelem a převedením všech členů 
na jednu stranu) 

y2x + {x1 — x2)y — x1y2 = 0. (1) 

Tato rovnice byla odvozena se zřetelem k okolnosti, že přímá čára p 
stoupá. Tato okolnost jest však nepodstatná. Vskutku nakreslí-li pan U m 
přímou čáru, která klesá., dojde analogickými úvahami k poznatku, že 
i pro koty (# l5 0), (x^y), ( ^ 2 ^ 2 ) tří různých teček na této přímé čáře, 
platí rovnice (1). — V rovnici (1) a;, y značí obě čísla koty libovolné 
tečky P na přímé čáře pokud ta tečka jest různá od P1 i od P 2 -
Avšak rovnice (1) jest patrně splněna i když písmena x, y značí obě 
čísla xu 0 po př. x 2 ? y2 koty tečky P1 po př. P 2 . 

Pan U m tak došel k tomuto názoru: Ke každé přímé čáře p, která není 
rovnoběžná se žádnou z obou os ani se žádnou nesplývá, existují tři 
čísla a {=y2)y b (= xt — x2), c {= — Xi y2), která mají tuto vlastnost: Obě 
čísla;koty {x, y) každé tečky, ;kterou ta přímá čára prochází, splňují rovnici 

ax + by + c = 0; 

a žádné z obou čísel a, b není nula. 
Než hořejší čísla a, b, c nejsou jediná, která mají tuto vlastnost. Vskutku, 

poznačíme-li písmenem Q libovolné číslo různé od nuly, také čísla ga? 

Qb, QC mají vlastnost, že obě čísla koty {x, y) každé tečky, kterou ta přímá 
čára prochází splňují rovnici 

(pa) x + {fib) y + {QC) = Q{CLX + by + c)= g . 0 = 0 

a žádné z obou čísel {QCL), (gb) není nula. Tedy — stručně řečeno — mimo 
trojici čísel a, b, c každá trojice čísel j im úměrných má tu vlastnost. N a ­
opak, jestliže nějaká trojice a', b\ c\ má tu vlastnost, platí pro obě čísla 
koty {x, y) každé tečky, kterou ta přímá čára prochází obě rovnice 

ax + by + c = 0, 
ax + Vy 4- c = 0, 

a žádné z obou čísel a, b ani z a', V není nula. Poznačíme-li {xlv 0) po př. 
(0, yx) kotu tečky, v níž přímá čára p protíná vodorovnou po př. svislou 
osu, platí obě rovnice jednou pro xl9 0, po druhé pro 0,yv Tedy jest 

Xx = — c:a= — c :a \ JTi = — c:b = — c :b\ 

a snadno vychází a':V:cř = a:b:c, takže obě trojice {a,b,c) a {a',V,c') 
jsou úměrné. Tedy trojice (a,b,c) jest až na trojice úměrné jediná, která 
má uvedenou vlastnost. Nuže, pan U m přiřadí přímé čáře p jako kotu 
právě trojici {a,b,c) anebo kteroukoliv jinou trojici této úměrnou. Tímto 
pravidlem jest každé přímé čáře, která není rovnoběžná se žádnou z obou 
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os ani se žádnou nesplývá, přiřaděna jako kota právě jedna trojice čísel 
— až na trojice úměrné —, při čemž žádné z prvních dvou čísel trojice 
není nula. A naopak, ke každé takové trojici (a, ó, c,) existuje právě jedna 
přímá čára, jejíž kótou jest právě ta trojice; totiž ta přímá čára, která 
prochází oběma tečkami, jejichž koty jsou (—c : a, 0) a (0, — c: b\ v pří­
padě, že číslo c není nula a oběma tečkami, jejichž koty jsou (0,0), (—b, a) 
v případě, že číslo c jest nula. 

Jak se nyní mají věci u přímých čar, které jsou rovnoběžné s některou 
osou po př. s některou z nich splývají? Lze hořejší pravidlo kótování 
rozšířiti i na tyto přímé čáry ? Snadno se zjistí, že ano. Vskutku, pan 
U m nakreslí nějakou přímou čáru p rovnoběžnou na př. s osou vodo­
rovnou a třeba nad ní. Každá tečka P {x, y\ kterou přímá čára p 
prochází, má pak od vodorovné osy tutéž vzdálenost; poznačme míru 
této vzdálenosti písmenem c. Ježto p jest nad vodorovnou osou, jest druhé 
číslo y koty takové tečky rovno c. Obě čísla koty (x, y) každé tečky, 
kterou přímá čára p prochází, splňují tedy rovnici 

0.x + 1 .y — c = C. 

Nuže, právě trojici čísel (0,1,—c) anebo kteroukoli jinou jí úměrnou 
t. j . trojici (0, Q. — g . c), kde Q značí nějaké od nuly různé číslo, přiřadí 
pan U m jako kotu přímé čáře p. Podobně přiřadí přímé čáře rovnoběžně 
s vodorovnou osou a pod ní ve vzdálenosti, jejíž míra jest c, jako kotu 
trojici čísel (0, \, č) anebo kteroukoli jinou této úměrnou; a ose vodo­
rovné trojici (0, \ , 0) anebo kteroukoli jinou této úměrnou. A konečně, 
každé přímé čáře svislé a ve vzdálenosti míry c od osy svislé přiřadí 
trojici (1, 0, c) anebo kteroukoli trojici jinou jí úměrnou: při tom 
vezme znaménko — když ta přímá čára jest napravo od osy svislé anebo 
s ní splývá a znaménko + , když jest nalevo. Tímto pravidlem, jest každé 
přímé čáře, která jest rovnoběžná s některou z obou os anebo s některou 
splývá, přiřaděna jako kota právě jedna trojice čísel — až na trojice úměrné 
—, při čemž právě jedno z prvních dvou čísel trojice není nula. A na­
opak, ke každé takové trojici existuje právě jedna přímá čára, která jest 
rovnoběžná s některou z obou os anebo s některou splývá, jejíž kótou 
jest ta trojice. — Nyní přehlédne pan U m svou dosavadní práci o kó­
tování přímých čar tímto výsledkem: Každé přímé čáře jsem přiřadil 
podle určitého pravidla jako kotu trojici čísel, z nichž každé může býti 
bud kladné anebo nula anebo záporné avšak alespoň jedno z prvních dvou 
čísel trojice není nula. Každá taková trojice jest kótou určité přímé čáry 
a dve trojice úměrné jsou kótami téže přímé čáry. 

Nuže, zdá se přirozené, že pan U m si nyní položí tuto otázku: Existuje 
snad taková realisace abstraktní euklidovské geometrie, že se body roz­
umějí dvojice a přímkami trojice čísel takové, že alespoň jedno z prvních 
dvou čísel trojice není nula a dvě trojice úměrné se považují za stejné ? 
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— Tomu tak jest když a jen když lze mezi takovými dvojicemi a troji­
cemi čísel definovati vztahy čtvero druhu, vyjadřované slovy „prochází" 
„mezi'', „shodný", „kongruentní", tak, aby měly vlastnosti popsané v 15 
axiomech euklidovské geometrie. A takové vztahy se skutečně podaří 
panu Umovi definovati. Nebudu unavovati čtenáře podrobným výkladem, 
jak se k definici takových vztahů dojde. Definice vztahu „prochází" zdá 
se ostatně na základě hořejšího výkladu jistě přirozenou a snad také pro 
definice ostatních vztahů, které uvedu, najde si čtenář názorný podklad 
— Nuže, vztahy, o něž jde, definuje pan Um takto: 
Vztah „prochází". Výrok, že určitá trojice (a, b, c) prochází dvojicí (x, y) 

má ten smysl, že číslo ax -f- by -f- c jest nula. 
Vztah „mezi". Výrok, že určitá dvojice (x, y) jest mezi dvěma různými 

dvojicemi {xu yx) a (x2 y2) má tento smysl: 1. Dvojicemi 
ixu Xi)> (x2> (x> y) prochází táž trojice, 2. Jsou-li obě 
čísla xl9 x2 různá, jest x větší než menší z nich a menší než 
větší z nich; jsou-li obě čísla xly x2 stejná, jest y větší než 
menší z obou čísel yly y2 a menší než větší z nich. 

Vztah „shodný". Výrok, že určitá úsečka {xly yx), (x2, y2) jest shodná 
s úsečkou (x\, y\), (x2, y\) má ten smysl, že obě čísla (kladná 
nebo nuly) f[xx — x2)* + {yt —y2)* 10'i — x'2y + (.Ti — J a ) ' 
sou si rovna. 

Vztah „kongruentní" jest definován složitěji a proto jej neuvádím. 
O takto definovaných vztazích pan Um zjistí, že mají všechny vlast­

nosti popsané v 15 axiomech euklidovské geometrie. Ukažme na př. že 
mají vlastnost popsanou axiomem; 

a) Každými dvěma různými body prochází jedna a ne více než jedna 
přímka 
anebo jinými slovy: Pro každé dvě různé dvojice (xi9 yi) a (x2, y2) platí, 
že existuje jedna a — až na trojice úměrné — ne více než jedna trojice 
(a, b, c) taková, že alespoň jedno z obou čísel a, b není nula a že jest 

axL -j- by1 -f- c = 0, 
ax2 + by2 ~\~ c = 0. 

To však plyne bezprostředně z toho, že tyto dvě rovnice v neznámých 
a, by c mají — až na trojice úměrné — jediné řešení 

a = j ! — y2, b = x2 — xu c = xxy2 — x2yx, 
a ježto obě dvojice (xu yj, {x2, y2) jsou různé, alespoň jedno z obou 
čísel yt — y2, x2 — x± není nula. Snadno se také zjistí, že ty vztahy mají 
vlastnost popsanou na př. axiomem 

b) Pro každé tři body, jimiž prochází táž přímka, platí, že jeden a ne 
více než jeden z nich jest mezi druhými dvěma; 
zjistí se to na základě fakta, že ze tří různých čísel právě jedno jest 
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vě t š í n e ž m e n š í z d r u h ý c h d v o u a m e n š í než vě t š í z n i c h . A že m a j í 
t a k é vlas tnost popsanou na př . a x i o m e m 

c) Jestliže úsečka AB jest shodná s úsečkou ABr i s úsečkou A"B*\ pak 
úsečka ÁB' jest shodná s úsečkou A"B" 
n a z á k l a d ě fakta, že d v ě č í s l a r o v n a t ř e t í m u jsou s i rovna . A p o d o b n ě 
pro os t a tn í a x i o m y . P a n U m n a š e l tak to da l š í a to č í se lnou rea l i sac i 
e u k l i d o v s k é geometr ie . V té to rea l i sac i k a ž d é m u a x i o m u , k a ž d é m u l o g i c ­
k é m u ú s u d k u a k a ž d é v ě t ě a b s t r a k t n í e u k l i d o v s k é geometr ie o d p o v í d á 
a x i o m , l o g i c k ý ú s u d e k a v ě t a s č í s e l n ý m obsahem. E u k l i d o v s k á geometr ie 
v t é to rea l i sac i n a z ý v á se analytická anebo p o d r o b n ě j i euklidovská ana­
lytická geometrie. N ě k d y t a k é Cartesiova geometrie, podle s l a v n é h o D e s -
cartesa, k t e r ý p r v n í k ní položi l z á k l a d y ve s v é Geometrii, v y š l é r. 1637. 

V ý z n a m a n a l y t i c k é geometr ie nen í snad v t o m , že jest p ř í k l a d e m r e -
alisace, m o d e l e m , a b s t r a k t n í e u k l i d o v s k é geometr ie . Jest v t o m , že se n a 
tomto m o d e l u m o h o u z í ska t i p o z n a t k y o v las tnos tech v z t a h ů m e z i b o d y 
a p ř í m k a m i ana lysou číselných v z t a h ů . O s v ě t l e m e tu to p o z n á m k u d ů k a ­
z e m t é to v ě t y a b s t r a k t n í e u k l i d o v s k é geomet r i e : 

Každá kružnice a přímka se protnou v nejvýše dvou bodech. 
P r o k a ž d ý b o d (t. j . objekt p r v n í skup iny) O r o z u m í se k ružn ic í o s t ř e d u 
v O m n o ž i n a v š e c h t a k o v ý c h b o d ů X , že v š e c h n y ú s e č k y OX j sou s h o d n é . 
P o d r o b n ě p o p s á n , jest t edy obsah hoře j š í v ě t y t en to : Z v o l í m - l i k t e r éko l i 
dva ( různé) b o d y O, A a k t e r o u k o l i p ř í m k u (t. j . objekt d r u h é skup iny ) 
pak m n o ž i n a — p o z n a č m e j i M x — v š e c h t a k o v ý c h b o d ů X , že ú s e č k a OX 
jest s h o d n á s ú s e č k o u OA a m n o ž i n a — p o z n a č m e j i M 2 — v š e c h b o d ů , 
j i m i ž p r o c h á z í p* m a j í s p o l e č n é n e j v ý š e dva body . — Pla t í - l i tato v ě t a , 
p l a t í z v l á š t ě n a m o d e l u a n a l y t i c k é geomet r ie ; nepla t í - l i , n e p l a t í a n i n a 
tomto . S t a č í tedy, k d y ž v e z m e m e v ú v a h u tento m o d e l . N u ž e , z v o l m e 
k te réko l i d v ě ( různé) dvoj ice (#.., y0), (x^y^ a k t e r o u k o l i t r o j i c i (a, 6, c\ 
v n íž a l e s p o ň jedno z o b o u č íse l a, b nen í n u l a . P o d l e definice v z t a h u 
„shodnýc\ jest k r u ž n i c e o s t ř e d u (^ 0, yo) a obsahu j í c í d v o j i c i (x^ y^) 
m n o ž i n a Mí v š e c h t a k o v ý c h dvo j i c (x,y\ že o b ě č ís la ^{x— x^ + (y—y^)* 
a Í(xÁ — x1f-j-(y2—yi)2 j sou s te jná , t akže p la t í p ro x, y r o v n i c e 

( x - X o y + ( y - r o f = r \ (2) 
př i č e m ž jsme p ro s t r u č n o s t poznač i l i p í s m e n e m r d r u h é z t ě c h d v o u 

čísel . M n o ž i n a M 2 jest pod le definice v z t a h u „prochází" m n o ž i n a v š e c h 

t a k o v ý c h dvoj ic (x> y \ že p ro o b ě č í s l a x, y p la t í r o v n i c e 

ax + by + c = 0. (3) 
M á m e u k á z a t i , že ex i s tu j í n e j v ý š e d v ě dvoj ice ý) t a k o v é , že jsou sou­
č a s n ě i v M1 i v M 2 t. j . že č í s la x, y hov í s o u č a s n ě i r o v n i c i (2) i r o v ­
n i c i (3). Z e t o m u tak s k u t e č n ě jest, p l y n e snadnou ana lysou o b o u r o v n i c 
(2), (3) n a z á k l a d ě fakta, že k a ž d é r o v n i c i d r u h é h o s t u p n ě o j e d n é ne­
z n á m é hov í n e j v ý š e d v ě č í s l a . 
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