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v cuklidovske geometrii.
OTAKAR BORUVKA.

- Tento é&ldnek jest prvnim z nékolika populdrnich &linku,
v nichz budu psiti o geometrii euklidovské, analytické a ne-
euklidovaké, steduje ten cfl, abvch jasné a pristupné a s jednoho
hlediska vylozil piedevdim obsah a metodu téchto geometriis

Mnoho se v posledni dobé mluvilo a psalo o geometrii neeuklidovské,
zejména v souvislosti s proslulou teorii Einsteinovou; néktera hesla a
tvrzeni, kterdi s nidechem sensace proskoéila do Sirokych vrstev, pri-
sp€la jenom k zmateni pojmi a nékdy se zdila i protismyslné, jako na
pF. vyrok, Ze k dané pfimce lze bodem mimo ni leZicim vésti vice neZ
jednu rovnob¢iku. VétSina &tendid uvitd tedy radostné vyklad o této
geometrii: pro¢ vSak piSeme o geometrii euklidovské? Pfedev§im proto,
76 k porozuméni geometrie me-euklidovské je potieba védét, co je'ito
geometrie euklidovski.

Namitne se mi, Ze o té neni tfeba psiti, ponévadz ji kaZidy zna. Vidyt
pfece geometrie euklidovskd je pravé ta, jiz jsme se vSichni ufili jiZ
na §kole méSfanské nebo na niZSim stupni Skoly stfedni. Je to geometrie,
jejiz poucky jsou nam béiné, tim vice, Ze je vidime realisovany v tom
¢i onom tvaru v dennim Zivoté téméF na kaZdém kroku. Na pf. vyrok,
Ze horni hrana dvefi tvofi s obéma hranami bo¢nimi pravé tuhly, jestliZe
jsou tyto boéni hrany stejné dlouhé a stoji kolmo na hrané spodni, jest
realisaci jedné a ostatné slavné poulky euklidovské geometrie. AvSak
sta¢i zamysliti se jenom docela povrchné nad kteroukoli pouckou eukli-
dovské geometrie, jak jsme se ji uéili, abychom pfiznali, Ze vyklad i o
této bé€iné — a snad pravé proto — geometrii miZe byti uiiteény. Za-
mysleme se na pi. nad touto jednoduchou poulkou euklidovské geome-
trie: Kaddé dvé rizné primky maji spoleCny nejviySe jeden bod. Tato
poucka v kazdém z nis pravdépodobné vybavi predstavu obrazce, skli-
dajiciho se ze dvou Car, nakreslenych podle pravitka, na pf. na papife
a zda se popisovati fakt, Ze se takové Eary protnou privé v jedné tedce
ancbo viibec neprotnou, podle toho, jak jsme je nakreslili. Co vSak
znamend na pr. slovo piimka v této poudce? Znamend to slovo totéz
co piitmd Cdra nakreslend podle pravitka? JestliZe ano, pak patrné
musime po zpusobu fysikalnim definovati, podle jakého pravitka a €im
a jak nakreslené primé ¢afe Fikdme pfimka. Nebof jinak jsme ve zl§
pochybnosti, zda sbirka poulek .euklidovské geometrie popisuje vlast-
nosti obrazct, sklidajicich se na p¥. z 8ar, tfeba nékolik centimetrd iro- -
Kych, jimiZz malif pokoji zdobi naSe pFibytky anebo naopak obrazci,
které nakreslime na p¥. ostrou tuZkou na hladkém papife a které pfece
vypadaji hodng odlisné od malifovych. Jisté§ kaidy z &tenifd alespoii
tusi, Ze slovo pfimka v hoiejSi poudce znamend néco jiného ne# pFimdi
Cdra nakreslend podle pravitka a Ze si takovou &arou pojem primky
jenom realisujeme. Asi v tom smyslu, jako pojem ténu komorniho «
realisujeme tieba na houslich anebo na flétné a pod. NuZe opé&t: Co jest
primka po pf. bod a jaky jest smysl hofejsi pouky a celé euklidovské
geometrie? Odpovéd na tuto otdzku neni bezprostfedni; abych ji ob-

Jasnil, a abych m¢l vhodny podklad pro vyklad o geometrii neeuklidov-

ské, budu psiti o geometrii euklidovské a v souvislosti s touto o geo-
metrii analyvtické.
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Aby mdj vyklad byl co nejsrozumitelnéjsi a snad i zibavnéjsi, posta-
vim se na stanovisko pozorovatele a budu popisovati po¢inini a mySlen-
kovy postup a vyvoj Cloveéka, ktery plivodné o geometrii nevi nie, je
viak pii-tom dostatedné bystry a vytrvaly, aby si sam vybudoval geo-
metric 0 néz jde. Tento hrdina se bude jmenovati pan Um.

NuZe, pan Um vezme list papiru, tuiku, pravitko a kruzidlo a pocne
kresliti rozmanité obrazce. Kresli pfedevSim obrazce, jez se mu zdaji
hodnd jednoduché, sklidajici se z jediné tecky. Nakresli tecku a viimne
si, %¢ miZ%e na papife poloZiti pravitko tak, aby primd &ira podle ného
nakreslend tu tecku obsahovala. Nakresli si jinow teé¢kuw a opCt se mu
podafi nakresliti podle pravitka piimou &aru, kterd tu tecku obsahuje.

'ak opGt a opdt, takie po dostateéné velkém poctu takovych pokusu
nabude pan Um piesvidéeni, Z¢ se mu to poda¥i vidy. Vezme si tudiz
arch papiru a jako vysledek svych pokush si zapiSe na pi. tuto vétw:
KaZdou teCkou prochdzi alespon jedna piimd c¢dra. Zdlraziiuji slovo
kaZdou; privé timto slovem vyjadiuje pan Um pfesvédCeni, ze fakt,
ktery zjistil o nékolika teckach, jez si nakreslil, bude platiti 1 o teckich.
které nakresli kdykoli jindy. PPo tomto vysledku nakresli si pan Um dvé
rizné teCky a zjisti, Zc miZe poloZiti pravitko, a to pii dostateéne
plesné prici — jen jednim zplsobem tak, aby pfima ¢ara podle ncého
nakreslend prochidzela obéma teCkami. Nakresli si jiné dvé tecky a opét
najde tyz vysledek, & po dostateéném poctu takovych pokusit nabude
zase presvCdleni, %e s¢ mu to podari u kazdych dvou telek. Zapise si
tedy na arch dal&i volu: KaZdymi dvéme rdzmjni teCkami prochdzi
jedna @ nc vice nef jedna primd Cdra.

Pan Um poc¢ind chapati, e si podobnym zpasobem miize opatiiti jestd
mnoho a mnoho daliich vét. Znendhla postupuje k obrazeim a vitim
sloZitéjSim o slozit§j8im. Ndzorem ziskd predstavu o primé polodife, t. j.
¢asti pfimé Cary, kters lezi od uréité tecky, vyznacené na piimé ¢aFe po
jedné sirang, ziskd predstavu o tiseCkich, o uhlech, o kruZnicich, o ve-
likosteeh tisedek o hld, kterézto velikosti mitZe pomoei kruZitka srov-
navali, seéitati a odé&itati. Slova, jako na pi. .usecka. (aihel™, ,aihel
ostry“, ,athel primy, ,rojiuhelnik®, ,Fruinice a pod. a slova vyjadiu-
jiei vztahy: . prochdzi«, .mezi, shodny*, ,Jkongruenini®, vehidzeji tak
ponendhlu do jeho vét. Nokteré vity, jez se octly na jeho archu, nejsou
nikterak samoziejmé a pan Um teprve po dloubé¢ Fadé pokustt dospel
k presvédéend, %e jsou spravné a odhodlal se je zapsati na sviij arch.
Kolik na pi. riznyeh trojihelnikdt v nejrozmanitéjSich velikosteeh a
tvarech nakreslil a soudet jejieh vhli proméfily nez se odhodlal zapsati
viétu: SouCet whla v kazdém trojihelnikw jest iihel primy! Opét zdiraz-
fiuji slovo Kaddém: tedy i v trojuhelnicich. které pan Um nenakreslil a
nepromdiil.

Pan Um takio pokratuje a arch se mu plni vétamt a jest pochopitelne,
Ze ¢im vice v8t mu na archu piibyva, tim rychleji o nich ztrdci prehled.
Konetnd pro ndj tento zpiisob prace — nazveme jej empiricky — ziraci
pivab a pan Um zatouZi, aby se nad svymi vysledky zamyslil a vty
na archu napsané ndéjak piehledné uspofidal a prohlédl, co je v nich
vlastng skryto. — Nyni opousti pan Um ve svém vyvoji nejnizii formu
poznivaci, stupeii, na némz cerpal a budoval své vEdéni geometrickd
jenom ze zkuScnosti, a postupuje na stupeit vyE8i, kde bude tvofiti
pojmy.
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Dovoluji si upozorniti &tenafe, Ze nyni pfijde mySlenkovy prechod,
ktery jest pro dalii vyklad velmi dﬁlemty — NuZe, pan Um polne
patrati, zda mezi vétami na archu napsanymi neni ne]aké vnitini sou-
vislosti. A tu pozna po Case — a to je veliky pokrok v jeho vyvoji —-
7¢ nékteréd z viét na archu napsanych miiZe z jinych vét tam na,psan)?ch
odvoditi logicky, t. j. podle pravidel myslenl, JimZ uéi loglka, Tak na pf.
md na archu napsinu tuto vétu, kterou jsem ostatné jiz uvedl:

a,) Kuzdymi dvéma riznymi teckamz prochdzi jedna a. me vice ned
jedna piiing Cdra.

Dile tamn ma napsinu také tuto vétu:

b,) Ke kaidym dvéma riznym pFimym Cardm existuje nejviSe jedna
leCka, kterou obé pr ochazeji anebo jinymi slovy: Kazdé dvé riuzné primé
cdry se protnou mejviyjSe v jedné tecCce.

Nuie, panu Umovi se poda¥i vétu b, odvoditi logicky z véty a,, a to
takto: Mysleme si, Ze véta b, neplati. Pak podle logického pravidla, Ze .
z jakychkoli dvou V\'rloku z nichZ jeden jest zaporem druhého, jeden
& ]enom |(‘dLll jest spravny, plati zapor véty b,. Jaky Jest zapor veéty
b,? Zf ‘ejmé tento: Ne ke kaidym dvéma riznym przmym cardm existuje
nejvyse jedna tecka, kterou obé prochdzeji, anebo jinymi slovy: Jspu
drojice piim J( h Caz, k nimz (neexastu]e nejvyse jedna a tedy) existuji
alespoii dvé ruzné teCky takové, Ze jimi prochaze]z obé przme cary dvo-
jice. Tento vyrok obsahuje, Ze k jakymsi dvéma riznym pfimym ¢arim
P, ¢ — a pripadné muze byti takovych dvojic vice — existuji dvé rizné
teCky — a miZe jich pfipadné byti i vice — takové, Ze jimi ob& piimé
cary prochizeji. AvsSak véta a, pravi, Ze Zidnymi dvéma ridznymi tec-
kami a tedy ani témito neprochdzi vice neZ jedna p¥ima &ara. Nemohou
tedy obd primé &iry p, ¢ byti rizné, to je vSak v rozporu s tim, Ze jsme
Fekli, Ze riizné jsou. Vysledek téchto usudki jest tedy tento: Zapor véty
b, popira logicky platnost véty a,, takie plati-li véta a,, neplati zapor
vity by o tedy plati véta b, sama. Jinymi slovy, véia b, je logickym di-
sledkem véty a,.

KdyZ toto pan Um zjistil, zaSkrtne si na archu vétu b,, aby si p¥ipo-
mndl, Ze tato véta jest logickym disledkem jiné véty nezaSkrtnuté (totii
vity a,). A nyni prijde dileZitd poznamka! Pan Um se zamysli hloubéji
nad svymi usudky a uvaZuje takto: Mdm dvé skupiny véci. Véci prvni
skupiny jsou teCky, véci druhé skupiny jsou pfimé &iry. Vyberu-li jednu
vée prvni skupiny, t. j. nakreslim-li néjakou tecku, jest ve druhé sku-
piné¢ fada veei, které jsou s ni ve vztahu, jeji vyjadiuji slovem ,,pro-
chazi“; t. j. ta fada primych Car, které vzniknou nakreslenim podle pra-
vitka tésn¢ priloZeného k té vybrané véci prvmni skupiny. Vybera-li
v prvoi skupiné dv@ rizné véei, jest kazdé z nich timto vztahem pfifa-
déna ve skupiné druhé Fada véci a tyto dvé fady maji spole¢nou jednu
a ne vice nei jednu vée. To jest pravé obsahem vty a,. Jakymisi logic-
kymi tsudky jsem ]mk odvodil toto: Viyberu-li ,naopa,k dvé rizné véci
ve skupiuc dluh(,, . j. nakreslim-li dvé razné plime éary, jest, ve sku-
ping prvni nejvyse |odna, véc, t. j. teCka, takovi, Ze v fad® véei druhé
xl\upmv, Kkteré jsou ji tim vztahem pmadenv, jsou obé vybrané véci. To
je pravé obsahem véty by,

Tato analysa vede pana Uma k tomu, aby si uplné odmyslil tecky a
primé ¢ary, o utvoril takovyvto uplnd abstraktni usudek: Mysleme si dvé
skupiny johychkoli ohjektit — Fikejme struéné ,,0bjekty provni skupiny
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o ,0bjelkty druhé skupiny, Objekty obou skupin nechf jsou v néjakém
vziijemném vzt tahu takovém, Ze kaZdému objektu prvni skupiny jest tim

vztahem pl'n adéna Fada objektdt druhé skupiny. Kdy% vyberu jeden ob-
jekt @ prvni skupiny a jeden objekt 4 druhé \l\upm), pak v Fad¢é ob-
jektl druhié skupiny, které jsou tim vztahem pFitadény objektu a, bud
objekt A4 jest anebo neni. Je-li objekt <L v té Fadd®, vyjad¥im to pro strud-
nost réenim, Ze objekt A prochdzi objektem a. NuZe, neeh( tén vztah mezi
obéma skupinami objektf md tuto vlastnost:

a) KaZdymi dvema objelty proni skupiny prochdizi jeden « ne vice neé
jeden objekt drihé skupiny, ancbo podrobnéji Feéeno: Vyberu-li v pruni
skupiné doa rizné objelty, pak obé Fady objekti druhé sk upiny, pr ifa-
déné tim vztahem témto. dvéma, maji spoleCny jeden a ne vice ne? jeden
objekt. — Zc¢ dve skupiny ob Jel\tu v takoveém vztahu miizeme skuteéné
readisovati, vidéli jsme na prikladé tecéek a primyeh car. Aviak takovych
realisaci jest nckoneéné mnoho. Nechf niv pF, objekty prvni skupiny jsou
tii koule, objekly druhé skupiny tfi drity (tFeba ohmuté) takto spojend:

Vztah mezi koulemi a drity nechf jest definovin tak, Ze kaZdé kouli
pritadény jsou ty dva drity, které jsou tou kouli prostréeny. lak sku-
tetné kaidému objektu prvui skupiny jest prifadéna Fada objektu (zde
dva objelty) .sI\upmv druhé tak, Ze plati véta a. Ancho jiny piiklad:
()h,]d\ty prvani skupiny nechf jsou tony, objekty druhé skupm\ neeht
jsou dvojzvuky (hrané na pf. na klavite). Vztah mezi nimi neehf jest
definovin tak, Ze kaZzdému tonu jsou pritadény ty dvojzvuky, kterd ten
ton obsahuji. Tak na pI-'{. §

dvojzvuk = prochdzi tonem Q.EL:
0 téchto dvou skupinach objokt v tomto vztahu zfejmé opét plati véta a.

Vrafme se opét k dvéma skupinidm jakyehkoli objektit a k vété a. —
‘an. Ui v podstaté docela stejnymi logickymi tisudky, jako byly ty,
jimiz z vély a; odvodil vétu by, odvodi z vity a  vitu:

by Ke lhaZdijm dvéma raznygm objektion druhé shupiny eristuje nej-
vySe jeden objelt pryni skupiny, kerym oba prochdzeji, ancho podroh-
néji Feéeno: Vyberu-li v drulé skupiné drva ruzné objehty. pak jest
v proni skupiné nejuviyse jeden objekt takovy. Ze v Fadé objektu druhé
skupiny, které jsouw mu uwz'ozam/’m vilahem prifadény, jsou oba vybrand
objekty. — Diukaz: Mysleme si. %e vita b ueplati. ’ak podle logickeého
pravidla. Ze z jakyehkoli dvouw vyroki, z nichi jeden jest ziporem
druhc¢ho, jeden a jenom jeden jest spravay, plati zipor véty b. Jaky jest
zapor voty b ? Ziejmé tento: Ne ke kazdym dvéma riznym objektum
druh¢ skupiny existuje nejvyEe jeden objekt prvni skupiny, ktervm oha
prochizeji, ancbo jinymi slovy: Jsou dvojice objektit deuhé skupiny,
Kk nimz (neexistuje nejvyse jeden a tedy) existuji alespoit dva rizné
objekty preni skupiny takové, Ze jimi prochizeji oba objekty dvojice.
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Tento vyrok obsahuje, Ze k jakymsi dvéma riéznym objektim druhé
skupiny p, ¢ — a pripadné miZe byti takovych dvojic i vice — existuji
dva rizné objekty prvni skupiny — a miZe jich pFipadné byti i vice —
takové, Ze jimi oba objckty druhé skupiny prochizeji. AvSak vdta a
pravi, Zze Zidnymi dvéma riznymi objekty prvni skupiny a tedy ani
témito neprochdzi vice neZ jeden objekt.druhé skupiny. Tedy nemohou
oba objekty druhé skupiny p, ¢ byti rizné, ale to je v rozporu s tim, co
jsme Fekli, Ze rizné jsou. Tedy véta b je logickym disledkem véty a.
— Vidime, Ze logické tsudky, které vedou od véty a k vétd b jsou ve
svém slozeni i sledu docela stejné jako byly ty, jeZ vedly od véty a, -
k vété b, JenomZe nyui jsou abstrakini, t. j. bez konkretniho obsahu
slov ,,0bjekt proni skupiny“, ,,objekt druhé skupiny*“ a ,prochdzi“.
Dime-li v8ak témto sloviim jakykoli obsah takovy, aby platila véta a,
anebo jinak Feeno, realisujeme-li tato slova ve shodé s vétou a, pak
také véta b nabude obsahu a horejsi usudky se naplni v konkretni
usudky vedouci od konkretni véty-a -ke konkretni vété b. Tak na p¥.
realisujeme-li objekty obou skupin te¢kami a pfimymi farami a slovo
»»prochdzi realisujeme v obvyklém smyslu, nabude v&ta a obsahu
véty a,, véta b obsahu véty b, a abstraktni usudky v hofejSim dikazu
se naplni v konkretni tisudky vedouci od véty a, k vété b,. Anebo ve
vysSe zminéném pFipadé tfi kouli a tFi dratdh ma véta a tento obsah:
KaZdymi dvéma riznymi koulemi je prostréen jeden a ne vice neZ jeden
drit, a véta b ma obsah: Ke kazdym dvéma riznym dratim existuje
nejvyse jedna koule, kterou jsou oba drity prostréeny, a tato konkretni
véta je logickym dlsledkem konkretni véty a. Logické usudky ve-
douci od této k oné se obdrii, kdyZ se slovim ,,0bjekty proni skupiny*,
,objekty druhé skupiny“, ,.prochdzi“ di obsah kouli, dratd a piislus-
n¢ho vztahu mezi nimi. — MuZeme tudiZ Fici, Ze hofFejSi abstraktni du-
kaz véty b z véty a jest abstraktni Sablonou pro tsudky o pojmech,
které se daji realisovati ve shodéd s vétou a. - Ze takové realisace se da
provésti dokonce nckoneéné mnoha zplisoby, jsem se jiZ zminil. —
Kdy% toto pan Um zjistil, pokracuje ve své praci stejnym smérem, t.*j.
premysli o svyeh vétich na archu napsanych o teékich a pFimych
¢arich a hleda logické usudky, jeZ vedou od jednéch vét k druhym.
Kaidou vétu, o niZ seznal, Ze jest logickym disledkem jinych vét, si
zaskrtne, pfi CemZ se snaii, aby véty, od nichZ vychdzi, byly pokud
mo%no jednoduché. A tu po dlouhé dobé pilné prace dospéje k pre-
kvapujicimu vysledku, Ze mu na archu zbude jenom docela maly po-
Cet. totiz 15 nezaSkrtnutych vét, kteryZto poéet se mu jiZ nepodafilo
zaskrtnutim zredukovati. Dokonce se mu pfi této praci postéstilo od-
voditi logicky z téch 15 vt nékteré dalsi véty, které plivodné ani ne-
mél na archu napsiny a jejich spriavnost si na obrazcich dodate€né ovéri.

Viimnéme si nyni blize téchto 15 vét. V téchto vétich se mluvi pod-
statnd jenom o teckich a pFimych carach. Pravim podstatné; to zna-
mend, %Ze jsou tam i jind slova, na pF. ,useCka“, ,uhel”, aviak tato
jsou zavedena jenom pro snazii vyjadFovén{ a jejich obsah se di po-
psati obsahem slov le¢ke a piimd Cdra a urditymi vztahy mezi tetkami
a primymi éarami. Tyto vztahy jsou &tvero druhu a pan Um je vy--
jadFujo slovy ,prochdziv, ,mezi“, ,shodny*, ,kongruentnt. Tak na pf.
mezi tgatmi 15 vétami jest hoFej8i vdta a,. A jsou tam dile na pF.
tyto voty: .
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b,) Pro kazdé tii tecky, jimi3 prochdzi tdz primd Cdra, plati, Ze
jedna a ne vice neZ jedna z nich jest mezi druhymi dvéma.

¢,) Jestlize useCka AB jest shodnd s useCkow A'B’ i s useckou A"B”,
pak useCka A'B’ jest shodnd s useCkou A”B”.

d,) Jestlize o teCkdch A, B, C plati, Ze jimi meprochdzi jedna a td3
primd Cdra, jestlize totéz plati o teCkdch A’y B', C', jestlie iuseCha AB
jest shodnd s useCkou A'B’ a useCka AC jest shodnd s useCkou A'C’, a
jestlize whel BAC jest kongruentni s whlem B A'C’, pak také ihel ABC
jest kongruenini s wlhlem A'B'C’ a ihel BCA jest kongruentni s ihlem
BCA.

Pii tom slovo na pi. ,usecka” jest zavedeno jenom pro snazsi vy-
jadfovani a znamend mnoiZstvi téch tedek, které jsou mezi te¢kami A a B.
(U slova ,,uhel” jest popsani obsahu sloZitéjsi.) — NuZe, pan Um ana-
lysuje svou dosavadni praci takto: Mezi dviéma skupinami véei, totiz
teCek a primych Car, uvaZuji jakési vztahy, které chipu svymi smysly
a které jsou Ctvero druhu; vyjadiuji je slovy ,.prochdzi®, ,mezi“,
wShodng“, ,kongruentni. Predevsim, vztah uréité primé ¢ary k urcité
teéee takovy, Ze ta primd ¢ira vznikla nakreslenim podle pravitka tésné
piiloZzeného k té tedce, vyjadiuji — jak jiz ostatné bylo Yeteno —
slovem ,,prochdzi“. Za druhé, vztah uréité teCky C, vyznacené na urdité
primé ¢afe, k jinym dvéma tefkim A, B, vyznafenym na téZec primé
¢afe, takovy, ze teCka C lcii v opaénych smérech od teéek A, B, vy-
jadfuji slovem ,,mezi. Za tieti, vztah dvou uscéek takovy, Ze ty usccky
maji stejnou délku, vyjadiuji slovem ,,shodny“. A Kkoneéné za Ctvrté,
vztah dvou vihli takovy, Ze ty ihly jsou stejné velké, vyjadiuji slovem
wkongruentni“. Obsah hofejSich 15 vét jest ten, Ze se v mich popisuji
vlastnosti téchto vztaht. Z téchto vlastnosti jsem pak logickymi visudky
odvodil jiné, které jsou popsiny ve vétich zaskrtnutych.

Touto analysou dosp¢l pan Um opét k tomu, aby abstrahoval od tecek
a pfimych ¢ar takto: Mysleme si zase dvé skupiny jakychkoli objektii —
objekty proni skupiny a objekty druhé skupiny. Mezi objekty obou
skupin nechf jsou vztahy Ctvero druhu, které budeme vyjadiovati slovy
sprochdzi, ,mezi*, ,,shodny“, ,,kongrucntni. Predevsim, nechf kaZdému
objektu prvni skupiny jest néjakym vztahem V, pfifadéna fada objekti
druhé skupiny. KdyZ vyberu jeden objckt e prvni skupiny a jeden ob-
jekt A4 drubé skupiny, pak v fads objektlt drubé skupiny, které jsou
vztahem V, objektu a prifadény, bud objekt 4 jest anebo neni. Je-li
objekt 4 v té fadé, vyjidfim to pro stru¢nost réenim, %e objekt A pro-
chdzi objektem a. Za druhé, nechf kaZdym dvéma riznym objektim
prvni skupiny jest n&jakym vztahem V, piifad¢na fada objektlt prvni
skupiny. Kdyz vyberu dva rizné objekty prvni skupiny A, B a dalsi
objekt prvni skupiny C, pak v Fadé objektit prvni skupiny, které jsou
vztahem V, dvojici A, B prifadény, bud objekt C jest anebo neni. Je-li
objckt C v té Fadé, vyjidrim to pro struénost réenim, Ze objekt C jest
mezi objekty A, B. Za tfeti, nechf kaZdym dvéma riznym objektim
prvni skupiny jest néjakym vztahem V, prifadéna Fada dvojic objekti
prvni skupiny. Kdy# vyberu dva riizné objekty prvni skupiny A, B a
dalfi dva rizné objekty prvni skupiny A’, I, pak v fadé dvojic objektii
prvani skupiny, které jsou vztahem Vs dvojici A, B piifadény, bud dvo-
jice A’; B’ jest ancbo neni. Je-li dvojice A’, B’ v té fadS, vyjidfim to
pro struénost réenim, Ze nise¢ka AB jest shodnd s usetkou A'B’. Pii tom
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slovo usecka (na pr.) AB jest zavedeno jenom pro snazsi vyJadlovanl '
2, znamend mnozstvi téch objektdl prvni skupiny, které jsou mezi objekty
A, B; t. j. tedy téch, které jsou vztahem V, prifadény dvojici A, B. A
]\one(,ne za Ctvrté, se popiSe obsah slova thel a pomoci dal§iho vztahu
V,, podobnym, ale trochu sloZitéjSim zplsobem se definuje obsah slova
kongruentni. Nuze, nechf vztahy V,, V,, V; V, maji takové vlastnosti,
7o plati véty ste,meho sloZeni jako hofejSich 15 vét. K vili snaziimu
vyjadfovani bude pan Um fFikati body misto objekty proni skupiny a
primky misto objekty druhé skupiny, takie o vztazich V,, V,, V,, V, se
7ada, aby platily na pr. tvto véty:

a) KaZdgmi dvéma body prochdzi jedna a ne vice ne? jedna piimka;

b) Pro ka2dé tii body, ]muz prochdzi tdz primka, platz Ze jeden a ne
rice nez jeden z nich jest mezi druhymi dvéma;

c) Jestlize riseCka AB jest shodnd s vseCkou A'B’ i s dseckou A”B”,
pale visecka A'B’ jest shodnd s vwseCkou A”B”;

d) Jestlize o bodech A, B, C plati, Ze fimi neprochdzi jedna a td3
piimka, jestlize totéz plati o bodech A’y B', C', jestlize usecka AB jest
shodnd s useCkou A'B’ a useCka AC jest shodnd s useckou A'C’ @ jest-
li3¢ 1ihel BAC jest kongruentni s whlem B'A'C’, pak také iihel ABC jest
Fongruentni s iihlem A'B'C" a whel BCA jest kongruenini s whlem B'C'A’,
a podobns jesté dalkich 11 vét. Z téchto 15 abstraktnich vét — Fikejme
jim ariomy — logickymi Usudky docela stejného sloZeni i sledu jako
hyly ty, které vedly od nezaSkrtnutych vét k zaSkrtnutym, odvodi pan
Um nové abstraktni voty, docela stejného sloZeni jako zaSkrtnuté., Na
pi. odvodi vétu: Ke kaZzdym dvéma riznym pFimkdm existuje nejvyse
jeden bod, kterym obé prochazeji — a tato véta jest, jak vime, logickym
dusledkem samotné véty a. Tyto nové abstraktni véty nabudou obsahu
vot zaSkrtnutyeh a ty abstraktni logické tsudky nabudou obsahu logic-
kveh ftsudkit vedoucich od nezaSkrtnutych vét 'k zaSkrtnutym, kdyz se
abstraktni slova ,bod*, | pFimka‘, ,prochdzi,  mezi“, ,shodny“, ,kon- .
gruentni realisuji tetkami a pfimymi éarami a piisluSnymi vztahy
v oobvyklém smyshi. A pan Um ukoncum nym druhy stupeil svého vy-
voje utvorenim téehto pojmi:

Body po pi. primkami rozumim dvé skupiny ]azlcychlcolz objektd, mezi
niniz /s(m definoviny vztahy ve shodé s kore]szmz 15 axiomy. Soustava
iechio ariomia o dasledhin  odvozenych 2 mch logickymi usudky jest
culliddeskhd geometrie,

Podle této definice jest tedy euklidovska geometrie abstrakini Sablo-
nou pro logické tsudky o pojmech, které se daji I‘G‘IJISOV{ltl ve smyslu
jejich 15 axiomi, Jedna takova realisace jest oviem ziejmi, totiZz tec-
kami a pfimymi éarami, af jiZ ]e kresli mahr pokoji. hrubé, anebo my
ostront tuzkou na hladkém papife jemné. Jind realisace jest moZnd
v oboru ¢isel a budeme o ni jednati v €linku, jednajicim o analytické
;:«-mm-trii. Kazdd dalg realisace pojmy n&jaké discipliny v oboru pfi-
rodnich véd (na DI fysiky) znamend nesporné pokrok té discipliny,
nebof odhaluje jeji logickou strukturu. —

Nvni jest pan Um ve svém vyvoji — aZ na nepodstatne Tozdily —
tam, kde byl kolem r. 300 pred Kr. nesmltelny Euklid, tvirce eukli-
dovské geometric.
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