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Théorie des transformations
des équations différentielles
linéaires du deuxiéme ordre®

par OTAKAR BORUVKA (Brno)

PREMIERE CONFERENCE.

1. Je me permets de commencer ces conférences par indiquer
et préciser I’objet de nos considérations, 11 s’agit, dans ce qui suit,
d’une théorie des transformations des équations différentielles ordi-
naires linéaires et homogénes du deuxiéme ordre. Cette théorie
étudie, on le sait, des effets provoqués par des procédés liés aux
transformations des variables, sur les solutions des équations en
question. D’'une maniére plus précise, il s’agit d’'une théorie quali-
tative dans le domaine réel et de caractére global,

L’origine de la théorie des transformations des équations dif-
férentielles linéaires du deuxiéme ordre remonte a I'illustre géométre
allemand E. E. KumMER. Dans son Mémoire en latin « De general
quadam equatione differentiali lertii ordinis>», inséré en 1834 dans un
programme de cours a Liegnitz et republié en 1887 dans le Journal
de Crelle, KuMMER s’occupe du probléme suivant:

Etant données deux équations différentielles du deuxiéme ordre

(a) V4@V +9@)y=o,
(A) Y"4+ PR Y 4 Q(2) Y =o,

(*) Le présent article constitue le texte des quatre conférences que j’ai
eues I’houneur de donner sur l'invitation de I’'Institut mathématique « Guido
Castelnuovo » de I’Université de Rome, dans le Seminaire de I’Analyse mathé-
matique (Professeur G. Fichera). Les conférences en question avaient lieu le
5, 7, 12 et 14 avril 1967.
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il s’agit de trouver des fonctions w (x), z(x) de maniére que, pour
toute solution ¥ de I’équation (A), par exemple, la fonction composée

yx)=w(x) Y [z(x)]

soit une solution de I’équation (a). En d’autres termes, il s’agit de
transformer, les unes dans les autres, de la maniére indiquée ci-
dessus, les solutions des équations (a), (A).

A la base de ce probléme de transformation, KuMMER déve-
loppe une théorie gravitant autour d’une certaine équation diffé-
rentielle non-linéaire du troisiéme ordre, et indique d’intéressantes
applications de ses résultats.

Ecrivons, a titre historique I’équation de KuMMER en question
dans sa forme primitive, sans insister, dans ce moment, sur les
détails :

a8 z a2\t ds?
(Aa) zdza’xz_‘a(a’zdx) —ZgE T X=o;

Z et X sont des fonctions de la variable z resp. de x liées d’une
certaine maniére aux coefficients P, O resp. p,¢ des équations (A) (a).

La théorie de KuMMER a trouvé des extensions au cours du
X1IXe siécle dans le domaine des équations linéaires ordinaires
d’ordres supérieurs. Les successeurs de KuMMER, surtout E, La-
GUERRE, F. BrioscHi, G. H. HaLpueEN, A. R. ForsytH, S. LIE et
P. APPELL se sont occupé des transformations des équations linéaires
ordinaires d’ordres supérieurs en relation avec le probléme d’équi-
valence. Ce probléme consiste, rappelons-le, en étude des conditions
nécessaires et suffisantes pour que deux équations différentielles
linéaires d’ordre » (= 2) puissent &tre transformées, dans le sens
indiqué ci-dessus, I'une a I'autre. Dans les travaux des auteurs
dont nous venons de parler, on trouve par occasion des résultats
particuliers sur les transformations des équations linéaires du deux-
iéme ordre. Remarquons, que précisément ces équations occupent
dans la théorie des transformations une position privilégiée, car
seulement dans ce cas » = 2 deux équations différentielles sont
toujours mutuellement équivalentes.

Les raisonnements originaux de KuMMER n’ont pas été appro-
fondis de maniére a former une théorie satisfaisante du point de
vue moderne. Ces raisonnements reposent sur les seuls procédés
de différentiation et sur certaines opérations algébriques, tandis que
les questions plus profondes d’intégration, surtout les théorémes
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précis concernant 'existence et I'unicité des intégrales de ’équation
du troisiéme ordre mentionnée plus haut, y sont entiérement négli-
geées. On peut naturellement concevoir, sans difficultés, la présence
de lacunes et peut-étre inexactitudes dans une théorie de I’époque
de KUMMER, époque, dans laquelle méme la distinction nette entre
des matiéres réelles et complexes n’était pas encore développée.

2. Dans ces derniéres dixsept années j'ai développé une théorie
des transformations des équations ordinaires linéaires et homogeénes
du deuxiéme ordre dans le domaine réel, théorie, qui est — nous
I'avons déja dit — qualitative et de caractére global, et qui est
basée dans une large mesure sur les notions nouvelles. Qu'il me
soit permis d’indiquer tout d’abord la structure de la théorie en
question, que voici ([15]):

Introduction ]

Théorie des phases

I Probléme de transformation

Théorie des transformations

Théorie des dispersions Théorie générale
Dispersions Dispersions Transformations | Transformations
centrales générales générales complétes

On voit bien que cette théorie des transformations consiste,
au fond, en deux parties. L’une d’entre elles, théorie appelée d’aprés
ses notions de base, & savoir les fonctions nommées dispersions,
est la théorie des dispersions. Cette théorie s’applique aux équations
linéaires du deuxiéme ordre aux intégrales oscillatoires et son déve-
loppement procéde a partir de ses fondements jusqu’une intégra-
tion constructive de I’équation de KuMMER correspondante. I.’autre
partie de la théorie en question consiste en la théorie générale des
transformations. Cette théorie est applicable aux équations diffé-
rentielles linéaires du deuxiéme ordre gquelcongues et elle ne se
préoccupe, par conséquent, pas du caractére oscillatoire des intégra-
les des équations considérées. Un segment de cette théorie est
consacré a 1’étude des transformations appelées complétes, notion qui
est liée au caractére global de nos considérations et dont nous
parlerons en détail plus tard.
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Les raisonnements que j’ai employés pour développer la théorie
des transformations en question ont montré qu’il était avantageux
d’élargir et d’approfondir certaines notions bien connues provenant
de la théorie classique des équations différentielles linéaires du
dexiéme ordre. Ceci concerne surtout la notion des phases d’une
équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre, notion, qui s’est
montrée, du point de vue méthodique, d'une importance primordiale
pour toute la théorie des transformations considérées. C’est alors de
cette raison que la théorie des phases constitue une ouverture de
la théorie des transformations en question. Pour terminer ces géné-
ralités je me permets encore d’ajouter que, dans la théorie des
dispersions nous aurons occasion d'appliquer largement des métho-
des algébriques et surtout la théorie des groupes dont les théore-
mes conduisent a de profouds résultates au sujet des transforma-
tions considérées.

3. Dans la théorie que nous allons développer nous prenons
a 'ordinaire les équations (a), (A) dans la forme jacobienne

(q) Y=g, Q) Y'"=0(7)7,

ce qui ne restreint pas la généralité et comporte quand méme cert-
aines simplifications. Nous supposons que les coefficients ¢, Q sont
des fonctions continues dans des intervalles ouverts ;= (a, §),
J= (A4, B), les cas a, 4 = — oo, b, B= oo n’étant pas exclus. Pour
simplifier le langage nous appelons les fonctions ¢, O, par occasion,
porteurs des équations (q), (Q) correspondantes.

L’équation de KumMMER déterminée par les équations différen-
tielles en question, prises dans un certain ordre, par exemple (Q), (q),
est la suivante ([3]):

(Qq) — (X 4+ 2(X) X2 =q(),

le symbole {X, /] désignant la dérivée schwarzienne de la fonction
X au point /:

(X, 1) = X"[(2X") — 3X"2/(4X").

On appelle les équations (QQ) et (qq) la premidre et la seconde
équation associée a 1'équation (Qq) ([14)).
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4. Du point de vue de la théorie considérée il parait utile de
distinguer les équations différentielles linéaires (q) d’aprés le nombre
de zéros de leurs intégrales ([5]).

L’équation (q) est dite dx Zype (m), pour un nombre naturel
m (= 1) quelconque, si elle admet des intégrales s'annulant dans
I'intervalle j précisément m fois, mais si elle n’en admet pas qui
s’annulent m - 1 fois.

Si m =1, I'équation (q) n’admet pas, dans lintervalle j, de
nombres conjugueés (1).

Si m =2, elle en admet. Dans ce cas, il y a dans l'intervalle
7 deux suites privilégiées formée chacune de m — 1 nombres mu-
tuellement conjugués, suites, dont 'une, constamment croissante,
a; < ag < ve < apy s'appelle la suite fondamentale & guacke, 1'autre,
constamment décroissante b_; > b_» > ... > b_,41 s'appelle la suite
Sfondamentale & droife. La nombre a, est le plus grand nombre daus
7 pour lequel il n’y a pas de valeurs conjuguées a gauche, le nombre
6_, a son tour est le plus petit nombre dans j pour lequel il n’y
a pas de valeurs conjuguées a droite. On a toujours les inégalités
suivantes:

a < b—m+l S a, < 6—m+2 S as < é—m-|-3 S as < oes

o Am—3 < 5—2 < Ap—2 < é—l s a, 1 < 5.

Dans ces formules ou bien tous les signes = sont valables, de
sorte que les deux suites fondamentales de nombres conjugués
coincident, et alors I’équation (q) s’appelle spéciale; ou bien aucun
signe = n’est valable, de sorte que les deux suites en question
sont différentes I'une de l'autre, et alors l'équation (q) s’appelle
générale ou bien non-spéciale.

A coté des équations de type fini, dont nous venons de parler,
on distingue trois espéces d’équations de fype infini, suivant que la
seule extrémité gauche ou la seule extrémité droite ou bien les
deux extrémités de l’intervalle ;7 sont des points d’accumulation
des zéros des intégrales de 1'équation correspondante.

(!) En cours de nos considérations nous aurons l’occasion de revenir a
la notion de nombres conjugués. Ici nous appelons conjugués deux nombres
a',b' €7 (a' 5= 6’) s’il existe des intégrales de I’équation (q) qui s’annulet simul
tanément en a’ et 4.
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5. Nous allons maintenant indiquer rapidement les notions et
quelques propriétés des amplitudes et des phases de l’équation
(@) (5] [r2]).

Soit #,v une base de I’équation (q), c’est & dire un couple
ordonné d’intégrales linéairement indépendantes de 1’équation (q),
et désignons par w (= v’ — #'v) le wronskien correspondant,

On appelle la premiére resp. la deuxiéme amplitude de la base
u, v la fonction, » resp. s, définie et constamment positive dans
I'intervalle ;:

r = Va2 —+ 22, s = Ju'2 + 2,

On appelle premiére resp. deuxiéme phase de la base u, v, toute
fonction, a resp. B, qui est continue dans l'intervalle j et vérifie,
dans cet intervalle, a ’exception des zéros de la fonction v resp.
7', la relation:

tg o = u/v, tg f=1u'[v.

En considérant les deuxiémes phases de la base «, v, on sup-
pose que les zéros de la fonction ' sont isolés. Ceci a lieu si, par
exemple, la fonction ¢ est toujours différente de zéro.

On voit qu'il y a précisément un systéme dénombrable de
premiéres et de méme de deuxiémes phases de la base %, v et que
les fonctions de chaque systéme ne différent I'une de l'autre que
par des multiples entiers de z.

Soit & resp. f une premiére resp. deuxiéme phase de la base «,v.

Ces fonctions jouissent, dans lintervalle j, des propriétés
suivantes :

a€C, o' Fo0 pour fe5; BeC,,

et satisfont, en particulier, aux relations
o =—wfi? B = (—w)(— g/’

On se rend compte facilement que, les integrales «, v et leurs
dérivées, #/, v/, s’expriment dans l'intervalle 7, par les formules

(1) u=c¢|wfa' 12sina, v=c¢|wfa’ 1%cosa,

#' = ¢ (wg/B')2sin B, o' =& (wg/p')12cos B (B’ == o),

e, & étant =+ 1, suivant le choix des phases «, §.
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Ces formules expriment, évidemment, les intégrales #,v et leurs
derivées, %', 7', en coordonnées polaires.
La fonction

P(O)=F— (),

définie dans Vintervalle j, s’appelle fonction polaire de la base u, v.
On démontre que cette fonction 4 satisfait a la relation

9 (/) = Arccotg (1/2 &' ().

Finalement, ajoutons la remarque importante que, par la pre-
miére phase o se trouve univogquement déterminé le porteur ¢ de
I’équation (q) d’aprés la formule

(2) —fa.} —a? (O =q .

En comparant cette formule avec I’équation de KuMMER (Qq) on
voit que la fonction a satisfait a 1’équation de KuMMER (— 1, ¢).

Nous avons parlé jusqu’ici des amplitudes, phases et fonctions
polaires d’une ébase u, v de I’équation (q). Il convient d’introduire a
c6té de ces notions, les amplitudes, phases et foctions polaires de
l’équation (q), de maniére a ne pas spécialiser les bases correspon-
dantes. On appelle alors, par exemple, premiére phase de 1’équation
(q) une premiére phase d’une base quelconque de l’équation (q).
Avec ce langage on peut dire que, toute premiére phase de ’équa-
tion (q) est une solution de I'’équation de KuMMER (— 1, ¢).

6. Cela étant, nous sommes en mesure d’indiquer un procedé
qui parait d’ouvrir la voie la plus directe et en méme temps la plus
simple a la théorie des transformations en question. C’est une espéce
de route royale au coeur de la théorie considérée ([6], [7]).

Soient 7,€/, 7,€/ des nombres arbitraires.

Désignons par », R les espaces linéaires formés des intégrales
des équations (q), (Q).

Nous choisissons a volonté, dans chacun de ces espaces, une
base #, v€r, U, V€ R de maniére que l'intégrale z de ’équation (q)
resp. U de I'’équation (Q) s’annule au point 7, resp. 7;:

(3) u(ty)=o0, U(T)=o.

Nous désignons par =, I les wronskiens correspondants, w—uv'—-
—u'v, W= UV'— U’ V. Au moyen de ces bases nous définissons
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une correspondance linéaire entre les espaces », £, en associant
I'une & l'autre deux intégrales quelconques y€7», Y€ R, formées
avec les mémes coordonnées constantes, y,, y, par rapport aux bases
en question: y=vy,u+4 p,v, Y=yp U~ y, V. Par la fonction
y— Y se trouve définie une application p de I’espace » sur ’espace
R ; le nombre t = w/ W s’appelle la caractéristigue de I'application p.
De méme, par la fonction ¥'—y se trouve définie une application
P de V'espace R sur » a la caractéristique C = IW/w. Les applica-
tions p, P sont évidemment inverses ’'une de 'autre et leurs caracte-
ristiques possédent la méme propriéte: 1 C= 1.

Considérons a présent le systéme dénombrable formé par les
(premiéres) phases de la base #, v resp. U, V. On se rend compte
facilement, en vertu des formules (3), qu’il y a précisément une
phase « resp. 4 de la base #, v resp. U, V, telle que

e (/) = o, A(7Ty) =o.

Au moyen de ces phases a, 4 nous exprimons les intégrales
u, v et U, V en coordonnées polaires par des formules telles que
(1) et nous obtenons pour deux intégrales correspondantes quelcon-
ques ¥, Y les formules suivantes

(4) y()=¢eky | wa ()| sin[a() 4 &)
V(N)=Ek | WIA(T)|sin[A(T)+ &) (e, E= £ 1),

les %, &y étant des constantes arbitraires.
Cela étant, envisageons I’équation

(5) a ()= A(T).

Cette équation est vérifiée, évidemment, par les valeurs /,€/, 7,€ Y.
Puisque chaque phase a, 4 va constamment en croissant ou en
décroissant, il existe précisément une fonction 7 = X (¢), définie
dans un voisinage 7 c 7 de /;,, qui prend pour {=1¢; la valeur 7
et satisfait identiquement, dans l'intervalle ¢ a l’équation (5); nous
avons en vue le plus large intervalle 7 jouissant de cette propriété. De
méme, il existe précisément une fonction /= x (7"), définie dans un
voisinage /¢ / de 7, qui prend pour 7 = 7 la valeur 7, et vérifie
identiquement, dans 7, I'équation (5); / désigne le plus large inter-
valle ayant la dite propriété. L’intervalle / représente, évidemment,
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I’ensemble des valeurs de la fonction X dans l'intervalle 7, 7/ = X (/),
et on a de méme, 7= x (/). On voit que les fonctions X, x sont
inverses 'une de l'autre, et s’expriment par les formules

X(W)=da-'a (), x(T)=a"1[4(T)]

Finalement, en comparant les dérivées schwarziennes des fonc-
tions figurant dans (3) et tenant compte des formules telles que (2),
on trouve que les fonctions X, x satisfont aux équations de KuMMER

Qq) —{(XAN+0(X)X%=q(t), (qQ) —|x T}+e@)x2=0Q(T).

Ajoutons, que ces équations (Qq), (qQ) peuvent Ctre rempla-
cées par I’équation unique suivante

1

+lwm) Hewxo="(z5) +o@im.

les valeurs 7, 7" étant homologues, c’est a dire liées 1'une a l’autre
par les formules 7’= X (€7, t =x (7)€ .

Cela étant, revenons aux formules (4). Nous voyons que les
intégrales y, ¥ se transforment 'une dans l’autre, moyennant des
fonctions x, X d’aprés les formules

yO)=ceE(|t|-| A[X ) ()| M2 Y[X (1),

Y(T)=E&(|T|-|a [x(DNA(T)| )2 y[x(T)]

qui, 4 leur tour, peuvent étre mises, en vertu des relations .4(X)X'=
«, &' (x) x(T)= A, sous la forme

| Ty ()= E|z | Y[X (@) | X ()17,
E|z|'"Y —£|’C|‘/4y[x(T)]|x(T)|—12

Pour simplifier ces formules normons les intégrales y, ¥ en les
4

4
multipliant par les quantités e/|T|. £J|z|. et conservons pour
les intégrales normées les mémes notations y, ¥. Les formules
ci-dessus sont alors

6) yO=Y[XWOX O Y(T)=y[x(D)|x(T)|"?
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et elles peuvent étre remplacées par la relation symétrique suivante
(7) | X "My @) =|%(T) [ Y(T);

les quantités /, 7 intervenant dans cette relation sont, naturellement
1es valeurs des fonctions x, X définies plus haut, / =x (7)€,
T'= X(t)el.

Pour terminer ces considérations il reste seulement a préciser
la position des intervalles 7, /7 dans les intervalles 7, /; 7, / sont,
rappellons-le, les intervalles de définition des fonctions X, x. Sans
entrer dans les détails, nous nous contentons de remarquer que la
position des intervalles 7,/ dans les intervalles 7, / dépend des
relations existant entre les quantités

(8) ¢, = lim a (), ¢;=lima(f); C, = lim A(T), C, = lim A(7).
t— a4 t—> b T— A4 7'~ B—

On démontre que les courbes définies par les fonctions X, x vont
toujours de frontiére a frontiére du rectangle correspondant j < /
ou bien /< ;. S’il s’agit, par exemple, des fonctions X croissantes,
se présentent, en ce qui concerne l'allure des courbes X les cas
suivants :

Nous sommes arrivés au résultat suivant:

Etant donnés des nombres arbitraires /,€7, 7,€/ il existe des
fonctions mutuellement inverses, 7= X (¢), { = x (7)), définies dans
certains intervalles (les plus larges) (7 € )7 c 7, (7,€ )/ ¢ J et des
correspondances linéaires entre les espaces 7, £ qui jouissent des
propriétés suivantes :

On a X (/)= T,, x(7,) =1¢, et deux intégrales correspondan-
tes quelconques des équations (q), (Q), convenablement normées,
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y€r, YER, se transforment 'une dans l'autre, dans les intervalles
7, I, suivant la formule (7). Les fonctions X, x sont définies par
la relation a () = A4 (7). «, A étant des phases convenables des équa-
tions (q), (Q), et satisfont aux équations de KumMER (Qq), (qQ);
leurs intervalles de définition Z, 7, s’étendent toujours, dans un
certain sens du mot, aux extrémités-des intervalles, 7, / et peuvent
se confondre, dans des cas particuliers, avec ces derniers.

7. Nous nous trouvons maintenant au coeur de la théorie des
transformations considérées, en face de plusieurs problémes sérieux
qui concernent surtout le réle des équations de KuMMER (Qq), (qQ)
dans la théorie en question. On a, a ce sujet, les résultats sui.
vants ([3]):

Pour chaque solution X (/) de I’équation (Qq), la fonction in-
verse x (7)) représente une solution de I’équation (qQ); inversement,
pour chaque solution x (7°) de 'équation (qQ). la fonction inverse
X (?) constitue une solution de I’équation (Qq).

Pour chaque intégrale Y (7)) de l’équation (Q), et chaque
solution X (/) de I'équation (Qq), la fonction composée

JO=Y[XOI X () 2

représent une intégrale de l’équation (q); en méme temps on a
la formule inverse:

Y(T)=y[x(T)])| x(T) |2,

x (7)) étant la fonction inverse de X (/). On a naturellement des
résultats analogues pour chaque intégrale y(f) de I'équation (q). et
chaque solution x(7) de I’equation (qQ).

Le théoréme suivant sur ’existence et 1'unicité des solutions
de I’équation (Qq) joue un rdle important:

Soient £ €7, X, €/, Xy(F0), X¢ des nombres arbitraires. Il
existe précisément une intégrale X (/) de l’équation (Qq), définie
dans un intervalle ouvert 7, qui satisfait aux conditions initiales
de Cauchy

X({y=X,, X' (y=Xo, X"({t,) =Xy,

et qui est en méme temps la plus large en ce sens que, toute
solution de I'équation (Qq), vérifiant les mémes conditions initiales,
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en fait partie. L’intégrale X (/) et sa fonction inverse x(7) s’ex-
priment par les formules

X)=A1(a()], x(T7)=oa"1[4(T)

les «, A étant les phases s’annulant en {,, X,, déterminées par
des bases convenables des équations (q), (Q). La courbe déterminée
par la fonction X va de frontiére a frontiére du rectangle 7 < /.

8. Nous allons indiquer, a titre d’exemple, une application de
la formule de transformation (7) dans I’étude des mouvements recti-
lignes dans les espaces physiques, mouvements, gouvernés par
des équations différentielles linéaires du deuxiéme ordre ([15)).

Considérons deux espaces physiques 7/ resp. /7, c’est-a-dire des
espaces dans lesquels on peut effectuer des mesures du temps et
des longuers. Imaginons que, dans 'espace 7 resp. // le temps soit
mesuré pendant un intervalle 7 resp. 7 sur un chronométre [/] resp.
[/7]. Nous supposons que les temps indiqués soient dans une cor-
respondance biunivoque déterminée par deux fonctions mutuel-
lement inverses, 7 = X (/) resp. {=x (7)), et définies dans les in-
tervalles 7 resp. /. Cela veut dire que, dans chaque instant /€7
indiqué sur le chronométre [/] on lit sur [//] le temps 7 = X ()
(€7) et de méme, dans chaque instant 7°€7 indiqué par [//] le
chronomeétre [/] montre le temps /= x(7) (€7). Nous appelons X
resp x fonction-temps pour ’espace // resp. / et nous supposons
que ces fonctions X, x soient de la classe Cy et aient leurs déri-
vées X', x toujours différentes de zéro, par exemple positives. Il
est alors légitime de parler de la vitesse X' (/) et de I'accélération
X"(?) du temps dans I’espace /7 a l'instant /€7 et de méme de la

vitesse x (7') et de I'accélération x(7) du temps dans I'espace 7 a
linstant 7°€ /. Deux instants (homologues) 7= X (/)€/ et {=
= x (7)) €7 sont appelés simultanés.

Cela étant, envisageons dans l’espace 7/ resp. // une droite
orientée, ; resp. D, et choisissons sur chaque droite un point
fixe, O; resp. Oy, comme l'origine d’un systéme de coordonnées.

Considérons alors un point mobile, 7, resp. Py, qui se dé-
place sur la droite D, resp. D;;, et dont le mouvement est gouverné
par une équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre (q) resp.
(Q). Cela veut dire ceci: La coordonnée paramétrique y (/) resp.
Y (7T) du point P; resp. P est une intégrale de I’équation (q) resp.
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(Q). Nous supposons que les points 7;, P, passent a certains in-
stants 7, (€7), 7,(€/) par les points respectifs O;, Oy ; cela s’ex-
prime, évidemment, par y (/) = Y (7,) = o.

D’aprés la théorie précédente, il existe des fonctions mutuel-
lement inverses, X (¢), x(7), qui sont définies dans certains intervalles
Zcj, /¢ J et qui vérifient la formule

| X Oy () =cu|x(T) P Y(T),

¢; et ¢;; étant des constantes convenables que l’on peut supposer
positives, Rappelons que les fonctions X (/), x (7) sont des solutions
des équations de KuMMmER (Qq), (9Q).

Or, choisissons X resp. x pour fonction-temps pour I’espace
I/ resp. / et prenons pour l'unité instantanée de longueur dans
I'espace 7 resp. /7 la quantité ¢;| X' (/) |4 resp. ¢;; x (T) |14 Alors
la formule ci-dessus exprime que les mouvements considérés des
points P, P; sont les-mé€mes.

On arrive ainsi a la conclusion que, deux mouvements recti-
lignes dans les espaces physiques, gouvernés par des équations
différentielles linéaires du deuxiéme ordre, sont toujours les-mémes
quand on s’arrange a mesurer convenablement le temps et les
longueurs dans les espaces en question.

9. Les raisonnements précédents constituent, en grandes lignes,
cette partie de la théorie générale des transformations considérées
qui est indiquée, dans le schéma ci-dessus, sous le nom « Trans-
formations générales ». I’autre partie est formée par la théo-
rie des transformations appelées complétes, théorie que je me
propose maintenant de passer en révue rapidement ([5]. [6]. [7], [8],
[9]. [t5D.

C’est précisement le théoréme sur ’existence et l'unicité des
solutions de I’équation (Qq) indiqué plus haut qui fournit le point
de départ pour la théorie des transformations complétes. En effet,
Iintervalle de définition Z, de la plus large solution X (/) de I’équa-
tion (Qq) dont il est la question dans le théoréme mentionné, ne
coincide en général pas avec l'intervalle ; et de méme, les valeurs
de cette solution ne recouvrent pas l’intervalle / tout entier. Ceci
entraine que, la transformation correspondante des intégrales y, V
des équations (q), (Q) suivant les formules (6), ne concerne toujours
pas les intégrales y, ¥ toutes entiéres, mais seulement leurs piéces
définies dans certains voisinages des valeurs /#,, X,.
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On appelle compléte une solution de l'equation (Qq). X (4, qui
est définie dans l'intervalle ; et dont les valeurs recouvrent l'in-
tervalle / tout entier., On appelle par le méme nom les transfor-
mations des équations (q), (Q), réalisées suivant les formules telles
que (6) par les solutions complétes des équations (Qq), (qQ): X (9),
x(7), Remarquons que les solutions complétes X de I’équation
(Qq) sont caractérisées par la propriété suivante: Les courbes dé-
terminées par ces solutions vont & partir d’'un sommet du rectangle
7 X/ au sommet diagonalement opposé.

Avec cette terminologie on peut dire que, la théorie des trans-
formations complétes consiste en étude des conditions nécéssaires
et suffisantes imposées aux équations, (q), (Q) pour qu’il existe de
solutions complétes de l'équation (Qq) et en étude de la généralité
de ces solutions.

L’idée fondamentale qui fait l'origine de la théorie considérée
consiste en ceci, qu'une solution X (/) de I’equation (Qq), générée
moyennant les phases a, 4 par la formule « (/) = A4 [X (/)], résulte
compléte alors et alors seulement si les quantités limites ¢, ¢,;
C,. C, définies par les formules telles que (8), vérifient les égalités
¢,=C;, cg=C, ou bien ¢, =C,, ¢,= C,. Pour développer la
théorie en question on a par conséquent a étudier l'existence et
la généralité de phases «, 4 vérifiant ces égalités.

Qu’il me soit permis de donner un court appercgu des résultats
de la théorie des transformations complétes. Pour ne pas compli-
quer la situation par des considérations de plusieurs cas pouvant
se présenter, je me borne au cas ou les équations (q), (Q) sont de
types finis > 2.

Voici d’abord les resultats fondamentaux concernant l'exis-
tence et la généralité des transformations complétes en question:

Ies conditions nécéssaires et suffisantes pour que les équations
(q), (Q) de types finis, admettant des points conjugués, soient com-
plétement transformables I'une dans l'autre consistent en ceci que
les équations en question soient du méme type et toutes les deux
non-spéciales ou toutes les deux spéciales.

Si ces conditions sont vérifiées, il existe toujours des solutions
complétes constamment croissantes et en méme temps d’autres cons-
tamment décroissantes, X (?), de ’équation (Qq), qui réalisent la trans-
formation et qui prennent, pour un nombre #,€; choisi arbitrai-
rement, une valeur 7 € / donnée d’avance; cette valeur 7, peut
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étre prise dans l'intervalle /, dans une certaine mesure, arbitrai-
rement,

On obient toutes les solutions complétes constamment crois-
santes et de méme toutes celles qui sont constamment décroissantes,
X (!), en choisissant a volonté une phase de l'équation (Q), A(7),
s’annulant en 7, et en prenant les differentes phases a (/) de I’équa-
tion (q), s’annulant en 7, et vérifiant les conditions d’égalité entre
les quantités ¢,, ¢, et C,, C, mentionnées plus haut. Les solutions
en question sont alors données par la formule X () = 41 [« (/)]

Dans le cas des équations (q), (Q) non-spéciales il existe, en
somme, une famille de oo! solutions complétes de l'équation (Qq)
constamment croissantes et autant de solutions complétes constam-
ment décroissantes. Si, par contre, les équations (q), (Q) sont spé-
ciales, il existe, en somme, une famille de co? solutions complétes
de 1'équation (Qq) constamment croissantes et, de méme, une fa-
mille de la méme puissance de solutions constamment décroissantes.

On peut méme aller plus loin et analyser la structure de I’en-
semble formé par toutes les solutions complétes de ’équation (Qq).
A ce sujet je me contente ici de constater que toutes les courbes
déterminées par des solutions complétes X (/) de I’équation (Qq) pas-
sent par certains points fixes dont les coordonnées figurent entre
les membres des suites fondamentales de points conjugués des
équations (q), (Q). Ainsi par exemple, dans le cas des équations
(q), (Q) non-spéciales toutes les courbes X croissantes passent par

les 2 (m — 1) points fixes (a,, 4,), (6—,, B_,) tandis que les courbes
X décroissantes passent par les points (a,, B_,), (6—,, 4,); y=
= 1,0, m—1. Les a,, 6_, et 4,, B_, désignent, naturellement,

les membres des suites fondamentales correspondantes de points
conjugués,

10. Je voudrais terminer la présente conférence par donner
une application de la théorie précédente, application, qui consiste
en détermination des formes canoniques des équations (q) d’un
type fini (w), m = 2, quelconque ([7]).

Soit alors m = 2 un nombre naturel quelconque.

On voit aisement que, I’équation

(&) y'=—7,
prise dans l'intervalle /= (o, m — 1/2 n) ou bien /' = (o, mn) est

précisément du type (7), non spéciale dans le premier cas et spécial
dans l'autre.
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Or, soit (q) une équation non-spéciale du type (m). D’aprés la
théorie ci-dessus, les équations (q), (Q) peuvent €tre transformeées
complétement 1’'une dans l'autre. Il existe, par conséquent, une
fonction X (¢#) constamment croissante, qui réalise une application
de l'intervalle 7 sur l'intervalle / et satisfait, par conséquent, aux
conditions

(9) lim X (/)= o, lim X({)=m — 1/2 &,
t—wa+4 t—bd—

en représentant, en méme temps, une solution de I'équation (Qq):
(10) ¢()=— (X, ) — X2 ().

Inversement, on démontre: Si 'on prend dans lintervalle ;
une fonction arbitraire X (/) telle que 1° sont valables les formu-
les (9), 2° X' (/) >o0, 39X ()€ G5, et qu'on forme la fonction ¢ (7)
d’aprés la formule (10) et a 'aide de la fonction X (¢), alors 1I’équa-
tion (q) correspondante est précisément du type (m).

On arrive ainsi au théoréme suivant

Pour que Déquation (q) soit du type (m), m = 2, el non-spéciale,
il faut et il suffit que la fouction q puisse éfre mise sous la forme (10)
X € Cy élant une fonction qui vérifie les relations (g) et X' (¢) > o.

Un résultat analogue a lieu s'il s’agit de 1’équation (q) speéci-
ale: Dans ce cas la fonction X € Cy est assujettie & vérifier les relations :

lim X (/) =o, lim X (§) =ma, X' (/)> o.
t—+a- b -

DEUXIEME CONFERENCE.

1. Nous nous sommes occupés dans la premiére conférence,
de la théorie générale des transforinations des équations différen-
tielles linéaires du deuxieme ordre, théorie qui s’applique aux équa-
tions en question quelconques et qui, par conséquent, ne se préoc-
cupe pas du caractére oscillatoire des intégrales de ces équations.
La conférence d’aujourd’hui sera consacrée a la theéorie des dispers-
ions et, plus précisément, aux dispersions centrales. Rappelons
que la théorie des dispersions concerne seulement les équations
différentielles linéaires du deuxiéme ordre dont les intégrales ont
caractére oscillatoire.
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2. Nous allons commencer nos considérations par envisager
un probléme de la géométrie différentielle centro-affine des courbes
planes ([12]).

Etant donné un faisceau des droites, 7, appelons courbe (F)
toute courbe plane qui est liée au faisceau 7/~ de la maniére sui-
vante :

Chaque droite du faisceau /# coupe la courbe en au moins
deux points et de telle facon que, les tangentes de la courbe,
dans les différents points d’intersection, sont mutuellement paral-
léles.

Pour la commodité de langage, une courbe (F) est dite at-
tachée au faisceau /. Sous pdle d’une courbe (F) nous entendons
le centre du faisceau 7

En vue des méthodes appliquées dans la suite, nous ne con-
sidérons que les courbes (/) réguliéres, c’est-a-dire localement con-
vexes et sans points d’inflexion. Nous supposons de plus que, toute
courbe (F) peut étre déterminée par des coordonnées paramétriques
U, V, les fonctions U, IV appartenant a la classe C, dans un in-
tervalle ouvert, /.

Figurent parmi les courbes () : les €llipses, dont dont chacune
est attachée au faisceau des droites passant par son centre; les
spirales logarithmiques qui possédent la méme propriété par rap-
port aux pdles correspondants.

Soit C une courbe (F) définie par les coordonnées paramétri-
ques U, V dans l’intervalle /.

D'abord, il est évident, en vertu de la définition méme des
courbes (), que les fonctions U, V' sont linéairement indépendan-
tes. Cela entraine qu’il existe une équation différentielle linéaire
du deuxiéme ordre

(A) Y"+ AY' 4+ BY = o,

a coefficients A4, B continus et pour laquelle les fonctions U, VV
forment un systéme d’intégrales.

De plus, on voit que les propriétés de définition des courbes
(F), indiquées ci-dessus, sont invariantes du point de vue de la
géométrie centro-affine, c’est-a-dire par rapport aux transformations
centro-affines et aux changements du paramétre de la courbe. Il
en résulte, en particulier, que I'équation différentielle (A) est une
équation de définition de la caurbe C, les courbes intégrales de
cette équation déterminant la courbe C a des déplacements centro-
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affins prés. Quant aux changements du paramétre, on en peut
choisir pour réduire I’équation (A) a la forme jacobienne

(q) y'=q()y,

le coefficient ¢ étant continu dans un intervalle ouvert ;= (a, &)
(borné ou non).

On voit, en définitive, que la courbe C, rapportée & un para-
métre convenable, /4, peut étre définie, 3 des déplacements centro-
affins prés, par une équation jacobienne (q). Nous appelons, natu-
rellement, 1'équation (q) /’équation de définition de la courbe C.

Convenons d’appeler fonction (F) toute fonction reelle, ¢, dé-
finie et continue dans un intervalle ouvert, ; = (a, 4), et qui jouit
de la propriété que l’équation différentielle correspondante (q) est
une équation de définition d’une courbe (F).

Cela étant, on peut énoncer le probléme mentionné ci-dessus de
la fagon suivante:

Caractériser les fonctions (F) par des nolions empruniées de la thé-
orie des équations différentielles linéaires (ordinaires) du deuxiéme ordre.
Délerminer toules les fonclions (F) par des expressions expliciles et
indiquer les équations finies des courbes (F).

Remarquons que ce probleme est de I'intérét pour les géomé-
tres a cause de son caractére global. Une autre remarque a ce
sujet consiste en ceci que, parmi les courbes (F) subsiste une classe
de courbes bien connues appelées courbes de Rapon. Celles-ci sont
caractérisées par la propriété supplémentaire suivante : Si des deux
droites d,, d, quelconques du faisceau 7 la droite d, est paralléle
aux tangentes de la courbe C aux points d’intersection avec la
droite d4,, alors les tangentes prises aux points d’intersection de
la courbe C avec la droite d, sont paralléles a d,.

d,

Fig. 2
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Cela étant, posons nous la question suivante:

Quelles sont les notions figurant dans la theéorie des équations
différentielles linéaires du deuxiéme ordre qui permettent d’expri-
mer les données géométriques dans la définition des courbes (F)?

Tout d’abord, une courbe (/) étant une courbe réguliere, le
coefficient ¢ de I’équation de définition correspondante, (g), est tou-
jours différent de zéro: ¢ (¢) 3= o pour Z€;.

Or, en analysant plus profondément le probléme en question
on trouve que les notions répondant a notre question sont celles
de nombres (points) conjugués de différentes espéces.

Voici la définition des nombres conjugués pour une équation
(q):

Etant donnés deux nombres différents 1’un de l'autre, #,, /, € 7,
on dit que

1% les nombres 7,,/, sont mutuellement conjugués de pre-
miére espéce, s'il y a une intégrale y de l’équation (q) s’annulant
en f, et /,;

20 les nombres /,, £, sont mutuellement conjugués de deux-
ieme espéce, s’il y a une intégrale y de I’équation (q) dont la dé-
rivée, »', s’annule en /7, et /,;

3% le nombre 7, est conjugué avec #, de troisiéme espéce,
s’'il y a une intégrale y de I’équation (q) qui s’annule en #, et dont
la dérivée, 3, s’annule en /, ;

4° le nombre /, est conjugué avec /, de quatriéme espéce,
s’il y a une intégrale y de l'équation (q) qui s’annule en 4 et dont
la dérivée s’annule en ¢,.

Ces quatre espacés de nombres conjugués sont représentées
sur la figure suivante:

a Y. VAN AN
’ﬁvaﬁa g N &
Js’i\pé

t ' t /b \

Fig. 3 a) Fig. 3 b)

L’importance de la notion de nombres conjugués pour le pro-
bléme qui nous occupe se manifeste par le raisonnement suivant.
Soit C une courbe intégrale de I’équation (q), courbe réguliére
et donnée par les coordonnées paramétriques u (?), v (f). rapportées
a un systéme de coordonnées ayant pour origine le point O. Nous
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désignons par P(!), /€7, le point de la courbe C déterminé par la
valeur # du paramétre et de méme par 7 (/) la tangente de la courbe
C au point P (/).

On démontre alors la proposition suivante:

Deux points P(4,), P (/) de la courbe C, déterminés par de
différentes valeurs 7,7, du paramétre, sont situés sur la méme
droite passant par le point O alors et alors seulement, si les valeurs
t,.1, sont mutuellement conjuguées de 1-ére espéce.

Deux tangents z(/,), 7(/) de la courbe C, déterminées par
de différents valeurs 4,7, du paramétre, sont paralleles I'une a
I’'autre alors et alors seulement, si les valeurs 7,7, sont mutuel-
lement conjuguées de 2-iéme espeéce.

La tangente z(/) de la courbe C résulte paralléle a la droite
OP(¢,) alors et alors seulement, si la valeur 7, est conjuguée avec
/, de 3-iéme espéce, ou bien, c’est ce qui revient au méme, si la
valeur 7, est conjuguée avec /, de 4-iéme espéce.

On en tire la conclusion :

Pour que les tangents z(4), (%) de la courbe C, #, =5=/,, en
deux points d’intersection Z(/,), P (/) de la courbe C avec une
droite passant par O, résultent paralléles I'une a l'autre, propriété
qui caractérise précisément les courbes (F), il faut et il suffit que
les valeurs 7,7/, soient mutuellement conjuguées de 1-ére et de
2-iéme espéce en méme temps,

Pour que la courbe C soit une courbe de Rapon il faut et
il suffit que, pour deux valeurs 7,, 4, €7 dont l'une, par exemple
f,, est conjuguée avec l'autre, 7, de 3-iéme resp. de 4-iéme espéce,
cette valeur # soit elle aussi conjuguée avec 7, de 3-iéme resp. de
4-iéme espeéce.

Avec ces résultats, cette partie de notre probléme qui concerne
la caractérisation des fonctions (#) par de convenables notions de
la théorie des équations différentielles linéaires du deuxiéme ordre
est, au fond, résolu. Le reste consiste en raisonnements plus par-
ticuliers et nous y reviendrons plus tard.

3. C'est précisément la notion de points conjugués de diffé-
rents espéces qui fournit le point de départ d’une théorie assez
étendue et qui fait une partie importante de la théorie des transfor-
mations dont nous nous occupons. Il s’agit de la théorie des disper-
sions centrales.

Je vais maintenant donner un bref apergu de cette théorie des
dispersions centrales ([2]).
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Dans ce but je considére une équation (q) dont je suppose
qu’elle soit oscillatoire, c’est-a-dire que ses intégrales s’annulent
infiniment de fois dans les deux directions vers les extrémités de
I'intervalle ;. Je suppose de plus, ce qui n’est pas, en général, es-
sentiel, que l'intervalle 7 coincide avec l'intervalle j = (— oo, o).
L’équation »" = — y considérée dans l’intervalle j= (— oo, o)
en fournit un exemple. Pour quelques circonstances qui se présen-
teront au cours de nos considérations, il est utile de supposer
davantage, c’ést-a-dire que la fonction ¢ soit toujours négative.

Soit £€;7 un nombre arbitraire et soit # ou » une intégrale
de I’équation (q) qui s’annule ou dont la dérivée s’annule en ¢
Soit =1, 2, ..., et désignons par

@ (f) ou @_,(f) le n-ieme zéro de l'intégrale  qui suit ou qui
précéde le zéro ¢;

o (/) ou p_,(¢) le n-iéme zéro de la fonction ¢’ qui suit ou qui
précéde le zéro ¢;

22 (f) ou y_,(¢) le n-iéme zéro de la fonction #' qui suit ou qui
précéde le nombre #;

. (!) ou w_,(f) le n-iéme zéro de Dlintégrale v qui suit ou qui
précéde le nombre £

Soit y =+ 1, &+ 2,..., Nous appelons la fonction ¢,, v,, %,.
w, la dispersion centrale de premiére, seconde, troisiéme, quatriéme
espéce d’indice », et en particulier, la fonction ¢,, v,, ,, ®, la
dispersion centrale fondamentale de 1’espéce correspondante. Ces
définitions ne dépendent manifestement pas du choix particulier
des intégrales # et ». La dénomination «dispersion» est justifiée
par ceci, que les fonctions correspondantes décrivent, en quelque
sorte, la dispersion des zéros des intégrales de I’équation (q) et
de leurs dérivées; l'attribut « centrale» sera justifié, au moins
dans le cas des dispersions de premiére espéce, par nos considéra-
tions ultérieures.

On voit bien les relations existant entre les nombres conju-
gués de différentes espéces considérés ci-dessus et les dispersions
centrales en question:

Pour tout nombre f€,

la valeur ¢, (f) est le |»|-iéme nombre conjugué de premiére
espéce avec 7, supérieur ou inférieur a ¢ suivant que »>>o0 ou

» < 0;
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la valeur vy, (/) est le |»|-iéme nombre conjugué de deuxiéme
espéce avec /, supérieur ou inférieur a ¢ suivant que » > o ou
y < 0;

la valeur g, (/) est le | »|-iéme nombre conjugué de troisiéme
espéce avec Z, supérieur ou inférieur a 7/ suivant que » > o ou
vy << 0;

la valeur w,(?) est le |»|-iéme nombre conjugué de quatriéme
espéce avec /, supériéur ou inférieur a ¢ suivant que » > o0 ou
y < 0.

La situation est indiquée dans la figure suivante:

Avec la notion des dispersions centrales le probléme de carac-
térisation des fonctions (F). ou bien, si I’on veut, de détermination
des courbes (#), par des notions empruntées de la théorie des
équations différentielles linéaires du deuxiéme ordre s’exprime d’une
maniére élégante et trés simple. Bornons-nous, pour ne pas com-
pliquer I'énoncé correspondant, au cas des équations oscillatoires
dans un intervalle ; quelconque. On démontre la proposition sui-
vante:

Toutes les courbes (F), définies par les équations (q) oscillatoires
el a coefficients q négatifs, sont caractérisées par I’égalilé des dispersions
cenlrales fondamentales de premicre et deuxiéme espéce: @, () =y, (#)
pour tej. S’il s’agit des courbes de RADON, elles sont caractérisées par
Uégalité des dispersions centrales fondamentales de troisieme et quatriéme
espece : y, ({) = w, (!) pour t€].

4. Les dispersions centrales que nous avons définies sont ac-
cessibles & une analyse détaillée et jouissent de remarquables pro-

priétés analytiques. Nous nous contenterons d’en indiquer quel-
ques-unes:
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Les dispersions centrales de premiére espéce, auxquelles on
ajoute la fonction @, (¢) = ¢, forment un groupe cyclique infini qui
est engendré par la dispersion centrale fondamentale ¢, et dont
I’élément-unité est 'identité ¢, (¢) =7 L’opération algébrique cor-
respondante, c’est-a-dire la multiplication, est définie, naturellement,
moyennant de composition de fonctions. Les dispersions centrales
de premiére espéce d’indices pairs forment un sous-groupe dans
le groupe cyclique en qnestion. On a des résultats analogues en
ce qui concerne les dispersions centrales de deuxiéme espece.

Toutes les dispersions centrales possédent partout des dérivées
continues du premier ordre qui s’expriment par des formules sim-
ples et élégantes. On a, par exemple, pour toute dispersion cen-
trale de premiére espéce, @, et pour toute dispersion centrale de
troisiéme espéce, ¥, les formules suivantes, dans lesquelles % dési-
gne n'importe quelle intégrale de I’équation (q):

u' (2)
w'? [ (2)]

1 u'® [y (2)] 0n I u'2 ()
dxe) 2@ P O=— Ol RO

pour % (f) 3= o resp. pour % (/) = o.

von . MRl @)
' (t)—ug—m

(1)
)= —

pour «(f)3=o0, @' ({)= pour % (f)=o0;

Ces formules entrainent que chaque dispersion centrale de
premiére espéce appartient a la classe (;. Plus généralement, si
la fonction ¢ appartient a la classe C3(k£= o, 1, ...), toutes les dis-
persions centrales de premiére espéce appartiennent a la classe
Ci+3 et les dispersions centrales d’especés plus élévées a la classe
Ck+1 .

Les valeurs des dérivées des dispersions centrales peuvent
s'exprimer a l'aide de valeurs de la fonction ¢. On a par exemple,
pour les dispersions centrales fondamentales de premiére et de troi-
siéme espéce, ¢ et y, les formules

g (#))

Lo =2

v = T oglrl

les quantités 7, /; vérifiant les inégalités

I<Hh <1< <9)
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Nous allons maintenant établir les relations existant entre les
dispersions centrales et la théorie des transformations des équa-
tions différentielles linéaires du deuxiéme ordre, (q).

Dans ce but revenons aux formules (1) qui expriment les dé-
rivées du premier ordre des dispersions centrales, et envisageons,
par exemple, la premiére de ces formules. Nons écrivons cette der-
niére en termes de la dispersion centrale d’indice »(=o,=+1,42,...),
@ ()

2
v () = “—[Z’(T‘)’” (u () = o).

On en tire la formule
(2) (— 1 ()= u[p, )] [os (2,

valable pour toute valeur /€ (— oo, oo). Nous voyons que chaque
intégrale » de l’équation (q) se transforme, complétement, a l'aide
de toute dispersion centrale de premiére espéce ¢, (f), en elle-méme,
au sens de la formule (2). On trouve ainsi une solution particuliére
du probléme de transformation de KuMMER dans le cas spécial ou
il s’agit de transformations de I’équation (q) en elle-méme, solution
donnée par les fonctions

w(t) =(—1): Vo, (8), X ()=,

La solution en question est particuliere dans ce sens qu’elle trans-
forme toute intégrale « (f) de I’équation (q) dans /a méme intégrale
2 (?).

Il en résulte, que toute dispersion centrale de premiére espéce,
@, (/), satisfait a 1’équation de KumMER

(qq) — (X, )+ ¢ (X) XB=¢ ().

qui, a son tour, peut &tre mise sous la forme symétrique suivante :

-:,_(X’I(t))" T X = % (x'(lr)) +2) 3(7)

Dans cette formule ¢, 77 désignent des valeurs homologues, c’est-a-
dire, liées 'une a l'autre ainsi: 7= X (¢), ¢ =« (7)), les fonctions
X, x étant mutuellement inverses.
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Remarquons que, conformément au théoréme général sur I'exis-
tence ct l'unicité des solutions de l’équation générale de KuMMER
(Qq), dont nous avons parlé dans la premiére conférence, il existe
précisément une solution X de I’équation (qq), définie dans l'inter-
valle j = (— o0, o0), qui est déterminée par les valeurs initiales
données arbitrairement: 7). X, = X ({), X, =X'({{)(F0), X, =
= X" (/). Toute solution X transforme chaque intégrale » (/) de
I’équation (q) dans une intégrale v (¥ de la méme équation suivant
la formule v(#) =2 [X ()]: | X' (?)|'% et on obtient de cette facon
toutes les transformations en question. On démontre que toutes
les solutions X de l’équation (qq), définies dans Il’intervalle
J =(— oo, o0), forment un groupe continu G dépendant de trois
paramétres. L’opération algébrique (multiplication) dans ce groupe
@ est définie, naturellement, & I'aide de composition de fonctions.

Nous venons de parler seulement des dispersions centrales de
premiére espéce. On a des résultats analogues au sujet des disper-
sions centrales des autres espéces. En grandes lignes on peut dire
ceci ([15]):

I.es dispersions centrales de deuxiéme espéce transforment la
dérivée ' (r) de chaque intégrale « (/) de I'équation (q) dans la mé-
me dérivée #' (/). Les dispersions centrales de troisiéme espéce
transforment la dérivée «’(?) de chaque intégrale « (/) de I’équation
(q) dans cette intégrale z (¢), tandis que les dispersions centrales
de quatriéme espéce transforment x (/) dans sa dérivée #' (/). Re-
marquons que les dispersions centrales de chaque espéce satisfont
a une certaine équation de KuMMER et que, dans le cas des disper-
sions centrales de deuxiéme espéce apparait encore un groupe cou-
tinu & trois paramétres formé par les solutions de 1’équation de
KuMMER correspondante. Je n’insisterai pas sur ce sujct afin de
pouvoir dire encore quelques mots sur la structure algébrique du
groupe @, c'est-a-dire, répétons-le, du groupe continu a trois para-
meétres, qui est formé par les solutions X de I'équation (qq), définies
dans l'intervalle j = (— oo, o0) ([2]).

On démontre que toutes les solutions X de I’équation (qq) con-
stamment croissantes forment un sous-groupe invariant X dans le
groupe @, sous-groupe d’indice 2, tandis que toutes les solutions
constamment décroissantes forment l'autre classe du groupe-quo-
tient GQ/°K.

Désignons par @ le groupe formé par toutes les dispersions
centrales de premiére espéce et par ¢ son sous-groupe formé de
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toutes les dispersions centrales de premiére espéce d’indices pairs
On a alors les relations

GoK>ECo3.

Soient X € @ un élément quelconque et z, v deux intégrales
arbitraires linéairement indépendantes de 1’équation (q). On a alors
les formules

w(X)| X' | "= utepv, v(X)| X' |7 2=cyud o,

ou les coefficients ¢,;, ¢;5, €5y, ¢35 sont bien déterminés. Le déter-
minant de la matrice C de ces coefficients est égale & sgn X'. En
faisant correspondre a tout élément X € § la matrice respective C,
on obtient une représentation homomorphe 4 du groupe @ sur le
groupe .2 formé des matrices carrées unimodulaires du deuxiéme
ordre. En se servant de cette représentation 4 on démontre que
le groupe & est un sousgroupe invariant dans G et le groupe-quo-
tient §/J est isomorphe au groupe .. On démontre méme que le
groupe C est le centre du groupe °X; ceci justifie la dénomination
des dispersions cenfrales.

5. Aprés cette excursion dans le domaine de l’algébre qui
donne, évidemment, de grandes espérances pour application des
méthodes algébriques, nous allons revenir a la partie analytique
de la théorie des transformations qui nous occupe.

Les notions fondamentales de cette theorie dont nous avons
parlées jusqu’ici, a savoir les phases, fonctions polaires, disper-
sions centrales et leurs dérivées, se montrent d’étre liées les unes
aux autres par de nombreuses relations qui donnent naissance a
un puissant appareil analytique permettant d’envisager de diffé-
rents problémes au sujet des équations différentielles linéaires du
deuxiéme ordre, problémes qui peut-étre étaient souvent inattaqua-
bles jusque-la. L’'importance des dispersions centrales pour la théo-
rie en question consiste, au fond, en ceci, que ces fonctions relient
d’une certaine maniére les valeurs des intégrales des équations
considérées et celles de leurs dérivées en points mutuellement
conjugués et par suite éloignés, en ouvrant ainsi la voie de traiter
des problémes de caractére global.

Nous allons maintenant donner un bref apercu de quelques
problémes resolus par application des méthodes en question (]J11]).
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1. Prolongement des solutions des équations (q). Considérons
une équation (q) qui est oscillatoire dans 'intervalle j = (— oo, 00),
Soit y une intégrale quelconque de I’équation (q) et x € 7 un nombre
arbitraire, différent de chaque zéro de y.

On sait que la fonction

t
— d
Yo (&) =y () f o) fo)

représente, pour des valeurs / assez proches du nombre x, une
solution de I'équation (q). Cela s’applique au voisinage du nombre
x qui s'étend & gauche jusqu’au premier zéro de I’intégrale y et
une situation analogue subsiste a droite de x. Il s’agit alors de
prolonger la fonction _J_’o dans tout l’intervalle ; et a l'aide des
valeurs de l'intégrale y de maniére que la nouvelle fonction, y,
satisfasse dans cet intervalle 7, & I’équation (q).

Désignons par ... < c_3 <) < < ¢y < 65 < .. les différents
zéros de l'intégrale y, les notations étant choisies de fagon que
lon ait ¢y < x<¢. Soit pour y=o, k1, * 2,.., x, = @, (x),
Jv=1(¢y, &y41), de sorte qu'on a x,€j, (¥, = x).

On démontre alors le

THEOREME La fonction, y, définie dans Uintervalle j par la_formule

¢
do
f)e | —— lorsque €/,
J/(l)= Zy

- lorsque ¢ =g,,
y'(e) 1 i’

représente dans Dintervalle j une intégrale de Péquation (q), intégrale
qui est, évidemment, le prolongement de la solution y(f).
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Pour faire la démonstration de ce théoréme, on constate d’abord
la continuité de la fonction y dans tout lintervalle ;. Puis, on
envisage l'intégrale de I'équation (q), ¥, déterminée par les valeurs
initiales égales A celles de la solution y,: Y(x,)=y,(x)=0; ¥'(xy)=
7 (x,) = 1: ¥ (x,). En se servant de la formule (2) on démontre que
les valeurs des fonctions ¥ resp. Y’ et celles de y resp. y' dans
chaque point x, sont les mémes. Il en résulte I’égalité des fonctions
Y, y dans chaque intervalle 7, et, en vertu de leur continuité, dans
Vintervalle ;j tout entier.

2. L’égalité des dispersions fondamentales @, ¢ et y, w. Nous
revenons a notre probléme original au sujet des courbes (#). Nous
nous bornons aux équations (q) oscillatoires et a coefficients ¢ néga-
tifs, définies dans un intervalle ;7 quelconque.

Nous avons dit que les équations de définition (q) des courbes
(F) sont caractérisées pas 1'égalité des dispersions centrales fonda-
mentales de premiére et de deuxiéme espéce, ¢, (/) =y, (¢) pour
{€7, et, dans le cas des courbes de Rapon, par I'égalité des dis-
persions centrales fondamentales de troisiéme et quatriéme espéce :
2, () = o, ({) pour £€;. Dans la suite nous écrivons, pour simpli-
fier, @, v, z, w au lieu de ¢@,,y,, x,, 0,.

Or, partons de la formule suivante, valable pour toute équa-
tion (q) oscillatoire a coefficient ¢ négatif ([12]):

atex o
(3) p)=1t+ ;% (exp 2fcotg H (o) dg) do .

agy

Dans cette formule /A («) est une fonction polaire de I’équation (q),
fonction rapportée a la premiére phase correspondante a: A (a) =
P () = B (¢) — « (!), et définie, en vertu du caractére oscillatoire de
I'équation (q), dans lintervalle (— oo, 00); «,, aj(==0) sont des
nombres arbitraires, ¢ = sgn «,°

On déduit de la formule (3) par différentiation

aten
¢’ ({) =exp 2 fcotg H (o) dp ,

et puis
(4) % = 20y [cotg H (« -} en) —cotg H(«)]- exp (— 2 f cotg H(p) dg).

ay
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D’autre part on démontre que la condition nécéssaire et suffi-
sante pour l’égalité des dispersions centrales fondamentales ¢ et y
de I’équation (q) consiste en ceci que la fonction polaire /7 soit pério-
dique de période =.

On en conclit, en tenant compte de la formule (4) que: I'équa-
tion (q) admet les dispersions centrales fondamentales @ et y égales
I'une a l'autre alors et alors seulement, si la fonction ¢” s’annule
identiquement. On a par conséquent le résultat suivant ([17]. [12]):

Les équations de définition des courbes (F), (q), sont caraclérisées
par linéarité de leurs dispersions centrales fondamentales @ : @ (f)=ct -+
+ %(c, 2 = Const., ¢ > o).

Le temps prévu pour ma conférence ne me permet plus
d’insister sur d’autre résultats particuliers concernant les courbes
(F). C’est pourquoi je me borne seulement a indiquer une expression
explicite pour les coefficients ¢ des équations de définition (q) corre-
spondantes et ensuite 1’équation finie des courbes (7).

On trouve cette expression explicite pour les fonctions (£):

1+ H' (a) g

—q()= sin® & (a) exp (— 4fcotg H (g) dg).
0

expression valable pour d’arbitraires valeurs homologues 7€ ;,

o € (— oo, 00),

t=f0-|—f(exp 2fcotg H (o) a’g)a’o;
0 0

H désigne une function définie dans I'intervalle (— oo, o0) et satisfai-
sant aux conditions suivantes: 19 He (|, 20 0 < H< 7, 3° Ha+n)=
=H(ax), 49 A" > — 1.

Remarquons, que le coefficient ¢ dans la formule ¢ (/) =c¢f 4 £
s’exprime alors par la formule

b d

c=exp2 fcotg H (o) dop.

0

Quant a I’équation finie des courbes (F), elle est donnée en
coordonnées polaires par la formule suivante:

r = C*.F(a),
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C > o étant une constante et 7 une fonction définie dans l'intervalle
(— oo, o) et jouissant des propriétés suivantes:

1° F>o, 20 FeC,, 30 F(a + 7)) = F(a),

F" F2 F' 2
0 <ot (T e o)+

Remarquons qu’on peut faire de méme une analyse détaillée
au sujet des courbes de Rapon ([16], [15]). Dans ce cas on a tou-
jours C = 1 de sorte que, toutes les courbes de RADON sont fermées.

3. Equations (q) qui ont la méme dispersion centrale fonda-
mentale @. Qu’il me soit permis de dire encore quelques mots sur
un complexe de questions gravitant autour des équations (q) qui
ont la méme dispersion centrale fondamentale de premiére espéce, ¢.
Nous considérons dans la suite encore les équations (q) oscillatoires
dans l’'intervalle j = (— oo, o).

Etant donnée une équation (q) il existe toujours infiniment
beaucoup d’équations (q) dont les intégrales ont les mémes zéros
que les intégrales de (q). Cela veut dire ceci: Si deux intégrales
quelconques, y resp. ¥ de (q) resp. (g) ont un zéro en commun, alors
elles s’annulent toujours simultanément. On peut dire, en termes de
la théorie des dispersions, qu’il y a infiniment beaucoup d’équations
(q) dont la dispersion centrale fondamentale ¢ coincide avec celle
de I'équation (q). Nous verrons plus tard, que la puissance de
I’ensemble formé de ces équations (q) ne dépend point du choix
particulier de I'équation (q) et résulte toujours égale 4 la puissance
du continu, N. Il s’agit alors d’étudier les propriétés et surtout
les relations mutuelles des intégrales des équations (q) qui ont la
méme dispersion centrale fondamentale ¢ et de déterminer toutes
ces équations.

Désignons par (Q¢) I’ensemble formé par toutes les équations
(9) qui ont la méme dispersion centrale fondamentale ¢. Soit ¢ un
nombre quelconque.

Le point de départ de I'’étude en question fournissent les deux
formules suivantes ([11]):

o(r)

% (¢) 1 1 I
(5) f[y2(o)_(o—c)2 do—c—x_l_(p(x)—c’
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c

ﬂ)’lg (¢) I 1 do — 1 + ¢’ (¢) 1 @"(c)

) 1%0) (©@—c (6— @ (o) pl)—c 2 ¢'()’

x étant un nombre arbitraire tel que r < ¢ < ¢ (x). Ces formules
subsistent pour chaque fonction y qui s’annule au point ¢ et qui
est une intégrale d’une équation (q) quelconque contenue dans
I’ensemble (Q¢) On voit, par conséquent, que les intégrales définies
figurant dans les premiers membres des formules (5) restent inva-
riantes par rapport aux intégrales des équations de 1’ensemble (Qg),
inteégrales, qui s’annulent au point «.

Or, j'omets les considérations commencgant par les formules
(5) pour pouvoir dire quelques mots au sujet des résultats corres-
pondants.

. On a d’abord le résultat suivant : Les coefficiets ¢, } de deux
equatlons quelconques (q), ( )E (Q¢) prennent dans chaque intervalle
[£, @ (¢)) (/,€7) au moins quatre fois la méme valeur. En d’autres
termes: Il y a dans chaque intervalle [, ¢ (7)) au moins quatre points
a; tels que ¢ (x,)=1¢ (x); i =1, 2, 3, 4. Remarquons que ce théoréme
ne peut pas étre amélioré car on connait des exemples dans
lesquels la borne inférieure en question, 4, est atteinte.

2. Toutes les équations (q) avec la méme dispersion centrale
fondamentale ¢ sont données par la formule ([11])

s=gt 2 L
9—q+]>+21j 5

y étant une intégrale de I'équation (q) s’annulant au point ¢, et p
une fonction arbitraire définie dans l'intervalle ; et jouissant des
propriétés suivantes:
1 p£ o pour £€j7, 2° plp ()] =4 () pour t€j, 3° pe G,
4° ' ()=o,
%(c)

» [ lFewel
J 7Po 70l 70~

3. Si 'on applique ce résultat 4 ’équation »" = — y dont la
dispersion centrale fondamentale est, évidemment, ¢ () =7+ =z, et
qu’on choisit y (/) = sin ( — ¢) et pose p (/)= p(c)-exp f (£), on obtient
le résultat suivant :




e
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Toutes les équations (q) dont les intégrales ont leurs zéros
consécutifs placés en distances égales, z, sont données par la formule

) =—14+/"O+S2O)+ 2/" ()-cotg (4 — ),

S étant une fonction arbitraire définie dans ’intervalle j =(— oo, c0)
et jouissant des propriétés suivants:

S+ a)=/() pour (€, [fE€GCo, [fle)=/S (c)=o,

f"exp (—2f@) =1, _

sin® (o — ¢) -

0

Cela est une formule de M. F. NeumaN ([18]). On trouve, par exem-
ple, pour f(/)= — % log |1 — L sin 2 (¢ — ¢)-sin? (¢ — ¢)| les coeffi-

cients ¢ (¢|¢) d’'un systéme d’équations différentielles & un parameé-
tre, ¢, équations dont les intégrales ont leurs zéros consécutifs placés
en distances égales, m:

sin 4({—¢)+ % sint ({ —¢)

gile)=—1+
|

B
1——%—sin 2 ({ — ¢) sin® (t—c)J

6. Je voudrais terminer ma conférence par la remarque qu’on
a utilisé la théorie des dispersions centrales pour la solution de
quelques problémes aux limites, pour I’élargissement de la théorie
de FrLoQUET dans le cas de la fonction ¢ non-périodique et pour
plusieurs problémes de différente nature au sujet des équations
différentielles linéaires d’ordres plus é€levés.

TROISIEME CONFERENCE.

1. Les deux conférences précédentes sur la théorie des trans-
formations des équations différentielles linéaires ordinaires du deux-
iéme ordre ont été consacrées a la théorie des transformations géné-
rales et celle des dispersions centrales, I.a théorie des transforma-
tions générales s’applique, rappelons-le, aux équations en question
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quelconques, tandis que l'autre, la théorie des dispersions centrales,
concerne les équations oscillatoires. La conférence d’aujourd’hui
sera composée de deux parties, liées du reste I'une a ’autre. Dans
la premiére partie je vais donner un apper¢u d’une théorie que
j'appelle, d’aprés sa notion fondamentale, théorie des dispersions
générales. Cette théorie représente, au fond, un procédé constructif
d’intégration de l'équation de KuMMER (Qq), dans le cas oscillatoire,
La seconde partie de la présente conférence sera congue de maniére
a servir d’introduction dans les méthodes algébriques dans la théo-
rie des transformations considérées. Ces méthodes, que nous déve-
lopperons en pleine mesure dans la conférence prochaine, sont
basées sur les résultats empruntés de la théorie des groupes
abstraits et elles fournissent, dans les recherches envisagées, un
moyen puissant et de longue portée.

2. Considérons deux équations différentielles linéaires du deux-
iéme ordre,

(9) =g ) Q) Y=0(TY

dans les conditions habituelles. Nous supposons, par conséquent,
que les coefficients ¢, Q sont des fonctions continues dans des
intervalles ouverts j=(a, §). /= (A4, 5), bornés ou non. Nous savons
que l'équation de KuMMER correspondante s’écrit

(Qq) — (X, + Q(X) X% =¢ ().

(X, ¢} étant la dérivée schwarzienne de la fonction X au point 2

Dans la suite nous faisons la supposition supplémentaire que,
les équations (q), (Q) sont oscillatoires, ce qui veut dire, rappelons-le,
que les intégrales des équations en question s’annulent infiniment
de fois dans les deux directions vers les extrémités des intervalles
correspondants 7, /. Cette supposition est pour la théorie des
dispersions générales, que nous allons maintenant développer,
d’'importance essentielle.

Il parait utile d’introduire la théorie des dispersions générales
par indiquer quelques propriétés des correspondances linéaires entre
les espaces formés par les intégrales des équations (q), (Q). Quelques-
unes de ces proprietés se sont déja présentées au cours de ma
premiere conférence ([4]. [6]. [7). [13)]).
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Désignons par », R les espaces linéaires formés des intégrales
des équations (q), (Q).

Nous choisissons a volonté, dans chacun de ces espaces, une
base #,v€7, U, VER et désignons par w, IV les wronskiens cor-
respondants, w=wv' —o'v, W= UV'— U'V. A l'aide de ces bases
nous définissons une correspondance linéaire entre les espaces 7, R
en associant l'une a I'autre deux intégrales quelconques y €7, Y€ R,
formées avec les mémes coordonnées constantes, y,, y,, par rapport
aux bases en question: y=yp,u+4y,v, Y=9, U4y, V. Par la
fonction y — Y se trouve définie une application p de l’espace 7»

sur l'espace R ; le nombre 1=I/—Z;)/ s'appelle la caractéristiqgue de

Papplication p. De méme, par la fonction ¥ —y se trouve définie

I , \ _ w
une application 2 de l'espace R sur r a la caractéristique C= o

Les applications p, P sont, évidemment, inverses 'une de l'autre
et leurs caractéristiques possddent la méme propriété: 1 C =1,

On se rend compte facilement que, la méme application p peut
&tre définie de maniére qu’on prend n’importe quelle base «, v € » et
la base pu, pv € R, ou encore, qu'on choisit n’importe quelle base
U, VER et la base PU PVer. On désigne, naturellement, par py
resp. PY l'image de l'intégrale y resp. Y dans l’application p
resp. P. Remarquons que les caractéristiques 7, ‘C des applications
2, P ne dépendent point du choix des bases définissant ces appli-
cations.

Soit a resp. 4 une (premiére) phase quelconque de la base %, v
resp. U, V. Nous savons que, deux intégrales correspondantes quel-
conques y€r, Y€ R, s’expriment par les formules suivantes

y)y=1¢gk,|wla' (¢)|'2sin [« () + &),
(1) (e, E==%x1)
Y(T)= Bk | W/[A(T) |2 sin [4(T) + &)]

les %,, ky étant des constantes arbitraires, les mémes dans les deux
formules.

Ajoutons que, pour deéfinir la méme application p, on peut
prendre, dans les formules (1), n’importe quelle phase « resp 4 de
I’équation (q) resp. (Q) a condition de choisir convenablement l’autre
phase A4 resp. « parmi celles de I’équation (Q) resp. (q).

Cela étant remarqué, nous allons dire quelques mots sur les
applications p appelées normées qui jouent un rdle important dans
la théorie qui nous occupe.
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Choisissons deux nombres arbitraires /o€ 7, 7,€ /.

Convenons d’appeler 'application p normée par rapport a /,, 7,
si elle fait correspondre a toute intégrale y € » s’annulant pour /,
une intégrale (py =) Y € R qui s’annule pour 7;. En d’autres termes,
I'application p est normée si la relation y(7)) = o entraine py(7)=o0
(v€2). Il est évident que, si 'application p est normée par rapport
a 1y, 7, alors l'application inverse, /2, résulte normée par rapport
a 7y, 1,

Quelles sont les propriétés des bases », v€r, U, V€ R définissant
I’application p pour que cette application soit normée par rapport
al,, T,?

La réponse a cette question consiste en ceci que, 'application
p est normée par rapport a /,, 7, alors et alors seulement, si les
valeurs des intégrales #, v resp. U, V pour /;, resp. 7, sont liées
par la relation suivante:

u(ly) V(73) — v(ty) U(Zy) = o.

Or, en mettant cette formule sous la forme = (/)/v (/) =
= U(T,)/V(7T,) on se rend compte facilement que, I'application 2
est normée précisément dans le cas, si les valeurs d’arbitraires pha-
ses « resp. A de la base «,v resp. U, IV pour /, resp. 7, ne diffe-
rent 'une de l'autre que d’'un multiple entier de z. On peut profiter
de ce résultat pour montrer que, 'application p étant normée par
rapport a /4,, 7,, les phases a resp. 4 figurant dans les formules
(1) peuvent étre supposées nulles pour /, resp. 7:

(2) a(f)) = A(7T,)=o.

Convenons d’appeler base canonigue de I'application p supposée
normée par rapport a £,, 7,, tout couple de phases a resp. 4 qui
s’annulent pour 7, resp. 7, et définissent I'application p dans le
sens der formules (1). Nous voyons que toute application p normée
admet des bases canoniques et, inversement, tout couple de phases
«, A satisfaisant aux équations telles que (2) repiésente une base
canonique d’une application p normée par rapport a 7;, 7.

Nous sommes maintenant en mesure de procéder a la définition
de certaines fonctions définies dans l'intervalle ;7 et nommées dis-
persions générales,

Partons des nombres /€7, 7,€/, choisis, rappelons-le, arbi-
trairement. Ces nombres joueront, pour les fonctions a définir, le
role de valeurs initiales.
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Désignons par 7, le »-iéme nombre conjugué (de premiére
espéce) avec /, par rapport a l'’équation (q): /4 = @, (f); » =
=0, 1,F 2,..; @, (/) = {,. I, est dit le v-ieme nombre fondamental
associé a /,; l'intervalle 7, = [/, /,41) resp.]_',= (/y—1, 1), & son tour,
est dit le v-iéme intervalle fondamental a droile resp. & gaucke associé
a 7. On a de méme, par rapport a 'équation (Q), les nombres et
les intervalles fondamentaux associés a 7, 7,, /[, = [7,, T,11),
Jv=(T—1, Tv]

Remarquons que, en vertu du théoréme sur la séparation de
zéros des intégrales d’une équation linéaire du deuxiéme ordre,
tout intégrale de l’équation (q), ¥, a dans chaque intervalle 7, ou 7,
précisément un zéro. Un énoncé analogue s’applique, naturellement,
3 chaque intégrale de I’équation (Q), 7, et aux intervalles /, ou /.

Cela étant, soit p une application linéaire de l’espace » sur R
qui est normée par rapport a /), 7,, est soit ¢ sa caractéristique.

Nous définissons une fonction X (¢), pour 7€/, de la maniére
suivante:

Soit /€7 un nombre quelconque et 7, cet intervalle fondamental
a droite associé a /, qui contient /: f€7,. Choisissons une intégrale
de l'équation (q), y, s’annulant pour /: y (/) = o. Alors la valeur
X (/) est le zéro de l'intégrale py contenu dans lintérvalle /, ou
bien dans /_,, suivant que >0 ou bien 7 <o.

La fonction X (/). (€7, que nous venons de définir est nommée
dispersion générale des équations (q), (Q), ou bien, plus précisément,
la dispersion générale des équations (q), (Q), générée par les valeurs
initiales #;, 7, et I'application linéaire 2.

Remarquons que la construction de la fonction X (¢) donnée
plus haut dépend de trois paramétres arbitraires, dont I'un, 7, fixe
la valeur de X au point 7, tandis que les deux autres déterminent
I'application linéaire normée correspondante, p.

3. Nous allons maintenant indiquer les propriétés fondamen-
tales des dispersions générales et surtout préciser leur role dans la
théorie des transformations qui nous occupe ([13]).

Soit X (¢), t€/, la dispersion générale des équations {q), (Q)
générée par les valeurs initiales 7,, 7; et 'application linéaire p.

Pour l’étude des propriétés de la fonction X (/) le théoréme
suivant est fondamental:

o, A élant une base canonique de l’application linéaire p par rapport
aux nombres ty, T, la fonction X (!) vérifie identiquement la relation
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suivanle :
(3) a ()= A[X () (L€7).

Pour ne pas combler les grandes lignes de nos raisonnements
je n’insiste pas a la démonstration de ce théoréme et je préfére de
me contenter de la remarque suivante: L’importance du théoréme
en question consiste en ceci, que la formule (3) exprime une rela-
tion trés simple existant entre la fonction X (/) et les phases a (),
A(T) des équations (q). (Q), phases, dont les propriétés on con-
nait trés bien.

Voici alors en revue les propriétés de la dispersion générale X(¢):

19 La fonction X (/) s’exprime & l'aide des phases a, 4 de
Ja maniére suivante:

(4) X ()= 4~ [a ().

20 La fonction X (f) va constamment en croissant de 4 4 B
ou en décroissant de B a A4 suivant que 7 > o ou bien 7 < o.

3 La fonction inverse de X, X1, est la dispersion générale
des équations (Q), (q) générée par les valeurs initiales 73, 7, et
I'application linéaire p—! inverse de p.

4° La fonction X (¢) appartient a la classe C;. Sa dérivée, X’ (¢),
est toujours positive ou bien négative et on a sgn X’ =sgna’-sgnA.

59 La fonction X transforme les dispersions centrales ¢,, D,
des équations (q), (Q) d’apres la formule suivante:

X [@y ()] = Dysgnxr [X ()] (»=0,%1, X 2,..).

60 La fonction X (/) est une solution compléte de ’équation
de KuMMER

(Qq) —{X, §+ 2(X)XZ=¢().

La fonction inverse de X (¢), x (7)), est en méme temps une solu-
tion compléte de I'équation de KuMMER

(@Q) — & T} 4 ¢ (x) 22 = (7).

79 Toute solution compléte de I'équation de KumMER (Qq)
est une dispersion générale des équations (q), (Q).

8% La fonction X (/) et son inverse x (7) transforment, 'une
dans l'autre deux intégrales correspondantes quelconques y €7,
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(py =) Y€ R d’aprés les formules:
cy@=Y[XW|X @2, Y(T)=cy[e(D)|x(T)|?

¢ (3= o) étant une costante qui ne dépend pas des intégrales y, V.

Voici alors le résultat principal de la théorie des dispersions
générales :

Les dispersions générales des équations (q), (Q) sont loules et seules
les solutions complétes de l'équation de KumMMER (Qq).

Ajoutons enfin cette remarque qui nous sera utile dans la suite:

Soit 7 (Q, q) I'ensemble composé de toutes les dispersions géné-
rales des équations (q), (Q) ou bien, en d’autres termes, de toutes
les solutions complétes de 1'équation de KummER (Qq). L’ensemble
7 (Q, ¢9) consiste en toutes les fonctions X (/) telles que (4), formées
de maniére qu'une phase, a ou A4 a été choisie parmi les phases
de l'équation (q) ou (Q) arbitrairement et une fois pour toute, tandis
que l'autre, 4 ou a, parcourt toutes les phases de l'équation
(Q) ou (q).

C’est avec cette remarque que nous terminons la premiére
partie de la présente conférence.

4. Théorie algébrique des dispersions générales. Je passe main-
tenant a la seconde partie de cette conférence qui est concue de
maniére a servir, nous l'avons déja dit, d’introduction dans les
méthodes algébriques dans les théorie des transformations consi-
dérée. Ces méthodes seront développées et appliquées en pleine
mesure dans la prochaine conférence. Remarquons dés le début que
les méthodes en question s’appliquent aux équations différentielles
linéaires oscillatoires et définies dans l'intervalle j = (— oo, c0).

Ceci étant prélevé, la voie qui conduit aux méthodes en que-
stion consiste dans I'étude de I’ensemble formé de certaines fonctions
appelées fonctions-phases (|10]).

Nous dénommons fonction-phase toute fonction «, définie dans
Pintervalle j = (— oo, c0), qui jouit de la propriété d’étre inférieure-
ment et supérieursment non-bornée et d’appartenir a la classe Cj;
on suppose en outre que la dérivée a’ est toujours différente de zéro :

1° a € G, 2% o' F=o,

3% lim « () = — oco-sgn o/, lim & () = co-sgn o',

{ =+ =00 t — o0
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On voit que toute (premiére) phase d’une équation oscillatoire
quelconque (q) définie dans 'intervalle j = (— oo, o0), est une fonc-
tion-phase. Inversement, toute fonction-phase, a représente une
phase d’une équation oscillatoire (q) définie dans lintervalle j, le
porteur ¢, de cette équation étant donné par la formule, rencontrée
déja dans la premiere conférence,

(s) Za () = — {a. 8} — &2 (7).

Nous parlons, par conséquent, plus briévement, des phases au lieu
des fonctions-phases. Remarquons que la formule (5) peut 8tre écrite
dans la forme plus condensée:

(6) 7o () = — {lg &, 1}.

1. Soit @ I'’ensemble formé pas toutes les phases.

On voit facilement que l'ensemble G contient la phase-identité
@, ({) = ¢ et que, pour deux phases quelconques, «, € G, la fonction
composée aff et de méme la fonction inverse a—! appartiennent
encore a G. Il en résulte que I'’ensemble §, dans lequel on a défini
I’opération binaire (multiplication) a 'aide de composition des fonc-
tions, représente un groupe, avec l’'élément neutre ¢, (/). Nous
appelons G le groupe des phases.

Les raisonnements suivants consistent, au fond, en recherches
sur la structure algébrique du groupe G.

2. Pour commencer, remarquons que le sous-ensemble ¢ du
groupe G, composé de toutes les phases croissantes est un sous-
groupe de @ d’indice 2. Il en résulte que X est un sous-groupe
invariant dans @ de sorte qu’on a, pour chaque phase « €@ la relation
suivante: a K = K «. On voit que le groupe-quotient §/K consiste
en deux classes dont 'une est X tandis que 'autre, D, est formée
par toutes les phases décroissantes.

3. Pour aller plus loin, nous allons définir dans le groupe @
une relation d’équivalence de la maniére suivante:

Etant données deux phases a, f€ Q quelconques, on définit la
phase f d’étre équivalente a a s’il subsiste une relation de la forme

¢y €4p tg @ (f)
o+ cop tg a(?)’

(7) igB() =
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€41+ €42, €215 €92 tant des constantes convenables telles que | ¢,;| 5= o.
On suppose la relation vérifiée pour toutes les valeurs 7€; a I’ex-
ception des points singuliers des fonctions tg a (/). tg B (/).

La relation en question étant, évidemment, reflexive, symétri-
que et transitive, elle représente, en effet, une relation d’équiva-
lence que nous désignons par K.

Le groupe @ se décompose, par conséquent, en différentes
classes mod ‘®¥. [oute classe consiste en phases qui sont équiva-
lentes par paires, tandis que deux phases appartenant a des classes
différentes ne sont jamais équivalentes ’'une a l’autre.

Désignons par & cette classe mod ‘® qui contient I’élément
neutre du groupe G, @, (¢).

La classe ¥ consiste, par conséquent, en phases, e, telles que

CiutCip et
o1t Gaatg e

les constantes ¢, prenant toutes les valeurs pour lesquelles | ¢,;| 5= 0.

Or, on voit que pour deux classes ¢, ¢ € F quelconques la
fonction composée ¢ &, et de méme la fonction inverse 1 appar-
tiennent encore a . Cela montre que la classe < représente un
sous-groupe du groupe § ¢ §. Nous appelons & le sous-groupe

Sondamental du groupe G.

(8) tge ()=

4. Insistons pour un instant sur ce sous-groupe & et envisa-
geons l’ensemble formé par les phases croissantes et contenues
dans £ Il s’agit, par conséquent, de l'intersection ) ~ % Cherchons
le centre, . de ce groupe ‘X n % Rappelons, que le centre d’un
groupe quelconque est un sous-groupe invariant dans ce dernier et
consiste en tous les éléments échangeables avec chaque élément du
groupe en question. Le centre & consiste, par conséquent, en phases
croissantes contenues dans & et qui sont échangeables avec chaque
phase ayant ces propriétés. Or, en se servant de la formule (8) on
trouve que le centre en question, &, est formé par les phases

()=t+vn (y=0,%1,+ 2,..).

Le centre £ est, par suite, dénombrable et représente le groupe
cyclique infini généré par la phase ¢, (/)=1¢+4=n:

Z = (¢t + vn}.

Le groupe £ est naturellement invariant dans le groupe K n F
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La décomposition du groupe @ en classes latérales a droite
par rapport au groupe Z. décomposition que nous désignons par
Gla&Z, consiste en classes Za, « parcourant les différentes phases
« € G. Or, pour toute phase a € @, la classe correspondante Za € §/aZ
est formée par les phases

Ga()=a(t)+ v v=o0,%x1,%2..)

et coincide, par conséquent, avec le systéme dénombrable des phases
déterminées par la méme base #(/), v (/) a laquelle appartient « (/):
tga()=u(t): v().

Nous trouvons ainsi cette signification de la décomposition
QlaZ : Le décomposition en question consiste piécisément en sys-
témes des phases dont chacun est déterminé par la méme base
d’une équation (q).

5. Soit « € Q une phase arbitraire. Désignons par a la classe
mod ® qui renferme «, « € «. En remplacant dans la formule (8) ¢
par « (/) on voit que, pour tout élément &€ ¥ la phase ex résulte
équivalente 3 «. Cela entraine 2 > Fo, Ja 6étant la classe latérale a
droite de I'6lément a par rapport au sous-groupe . I’autre part,
en remplacant dans la formule (7) / par «—!(/). on voit que, pour
toute phase g équivalente & « la fonction fa—!(=¢) appartient au
sous-groupe % de sorte que § = ex € Fu. Cela entraine a ¢ Fx. On
a par conséquent a = Fa.

Nous voyons que les classes des phases mutuellemet équiva-
lentes mod R, représentent précisément les classes latérales a droite
par rapport au sous-groupe fondamental A On peut dire aussi que,
la décomposition du groupe G en classes mod ‘R, E, coincide avec
la décomposition en classes latérales a droite par rapport au sous-
groupe fondamental F: £ = Q/aF.

6. Associons a toute phase a la fonction ¢, définie d’aprés la
formule (5) ou (6), fonction que nous appellerons le porteur de a.
La fonction ¢, est par conséquent le porteur de I’équation (q,) dont
o est une phase. En particulier, le porteur g¢,, associé a I’§lément
neutre du groupe G @, (/) =1, résulte égale a — 1: gp,= — 1.

Subsiste, pour deux phases quelconques, «, €, la formule:

7ap = (1 + 24 ) % + 95-
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Nous omettons la démonstration de cette formule que s’éffectue a
partir de la formule (5) ou (6) par des calculs formels.

L’importance des porteurs justement définis pour la théorie
algébrique qui nous occupe, consiste en leur relation avec la décom-
position £, En effet, on peut démontrer que les porteurs g¢,,¢p
de deux phases arbitraires «, € G coincident si et seulement
si les phases en question sont mutuellement équivalentes, ou bien,
en d’autres termes, si elles appartiennent au méme élément de la
décomposition £. Nous voyons, par conséquent, que toutes les
phases appartenant & la méme classe quelconque Fa € £, possédent
toujours le méme porteur ¢,, tandis qu'a des phases appartenant a
des él6ments différentes de la décomposition £ se trouvent associés
les porteurs différents.

Toute classe Fa€ £ détermine, par conséquent, précisément
une équation (q) oscillatoire, a savoir celle avec le porteur ¢, ; les
phases de cette équation (g,) sont précisément les différents é1é-
ments de la classe “a. Inversement, a toute équation (q) oscil-
latoire correspond précisément un élément de la decomposition £,
a savoir I'élément constitué par les phases qui déterminent le por-
teur ¢ de I'équation (q).

Désignons par A £ I’ensemble formé par les porteurs de tou-
tes les équations oscillatoires (q). L’application en question (<) de
I'ensemble £ sur A £, faisant correspondre a toute classe Fa €E
le porteur q,,E.g{E. résulte, évidemment, biunivoque.

Remarquons que, en particulier, le porteur déterminé par le
sous-groupe fondamental Fest la fonction ¢, () = — 1, AF= — 1.

Voici une application des résultats que nous venons d’obte-
nir consistant en la démonstration de la proposition suivante:

Les ensemble formés par les phases de deux équations oscil-
latoires quelconques, (q), (Q), ont toujours la méme puissance égale
a celle du continu, N. En effet, nous avons vu que les ensembles
en question sont des classes latérales a droite figurant parmi les
éléments de la décomposition £, Or, d’aprés un théoréme bien
connu dans la théorie des groupes, tous les éléments de la décom-
position d’un groupe en classes latérales a droite, par rapport a
un sous-groupe du groupe en question, ont la méme puissance,
Par conséquent, les ensembles des phases des équations (q), (Q)
ont la méme puissance qui est égale a celle du sous-groupe fon-
damental % Or, la puissance de ce sous-groupe ¥ est égale a N,
ce qui résulte de la formule (8).
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Une autre observation permet de montrer que la puissance de
la décomposition £ est égale, elle aussi, 3 N. En effet, la corres-
pondance o{ fait représenter d’'une maniére biunivoque la décom-
position Z sur 'ensemble formé par les fonctions continues, ¢,
pour lesquelles les équations (q) résultent oscillatoires. Or comme
cet ensemble contient les fonctions-constantes — £2(£3=0), ilala
puissance du continu, N.

Les propriétés de structure du groupe { dont nous venons de
parler sont indiquées dans le schéma suivant:

o 1 oqﬁ

Fig. 6

R
)

5. Nous allons nous arréter, pour aujourd’hui, dans I’étude des
propriétés de structure du groupe G afin de revenir aux dispersions
générales et d’appliquer les résultats obtenus a ces fonctions.

Considérons deux équations (q), (Q) oscillatoires dans linter-
valle j = /= (— oo, co) et soit X (/) une dispersion générale des
équations (q), (Q).

Nous savous que la fonction X appartient a la classe (; et
sa dérivée, X', est toujours différente de zéro; de plus, la fonction
X (¢) est définie dans l'intervalle j = (— oo, co) est ses valeurs re-
couvrent l'intervalle /= (— oo, o0). Il en résulte immédiatement
que X est une fonction-phase et se trouve par conséquent contenue
comnie élément dans le groupe G. Il est du reste facile a montrer
que le porteur de cette dispersion générale X, ¢x, est lié aux fon-
ctions ¢, QO de la maniére suivante:

gx()=¢@O—[1 + 2(X)]-X"*().

Désignons par 7(0, ¢) I'ensemble formé par toutes les disper-
sions générales des équations (q), (Q). Cet ensemble constitue, nous
venons de le voir, un sous-ensemble du groupe G. Pour le déter-
miner, rappelons que, ’ensemble 7(Q, ¢) consiste en fonctions

A=l a(¢), A étant une phase de 1'équation (Q) choisie arbitrairement
et une fois pour toute, tandis que o parcourt toutes les phases de
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I'équation (q). Or, en tenant compte des propriétés de structure du
groupe @, établies plus haut, nous voyons que l’ensemble des
phases de 1'équation (q) est identique avec la classe latérale a droite
par rapport a F Fa a étant une phase arbitraire de l’équation
(q). Nous trouvons ainsi la formule

(9) 1(Q, 9) = A7 Fa,

A, o étant, rappelons-le, des phases des équations (Q), (q), choisies
arbitrairement et une fois pour toutes. Le second membre de la
formule (9) s’appelle expression canonique des dispersions générales
des équations (q), (Q).

Nous allons appliquer la formule (g) & 'étude des propriétés
des ensembles tels que 7(Q, ¢), 7(Q, ¢). Rappelons, que I’ensemble
I (0, ¢) par exemple, coincide avec 'espace intégrale de I'équation
de KumMMmER (QQ).

Considérons d’abord d’arbitraires équations de KuMMER, (Qq),
(2 9). _

Soient X €7(0, ¢), X€/(Q, ¢) lesdispersions générales des équa-
(). (Q) resp. (¢9), (Q), déterminées, dans le sens de la formule (g),
par la méme phase &€ f qui est d’ailleurs arbitraire: X = A4 1¢«,
X=A"1e¢x. En éliminant la fonction & on obtient 4AXoa—! =
= A X o}, et puis

(10) X=27"1Xz,

ol l'on a posé Z=A"14, z=a"'a. Or, la fonction Z resp. z est
évidemment, une dispersion générale des équations (Q), (Q) resp-
(Q), (q). On trouve ainsi le résultat suivant:

Les ensembles 7(0, ¢) et 7(Q, q_) sont mutuellement équivalents
et peuvent €tre représentés 'un sur l'autre suivant la formule (10)

et l'aide des diespersions générales Z resp. z des équations (Q).
(Q) resp. (¢). (q). On choisit ces fonctions Z, z arbitrairement et
une fois pour toutes,

Considérons, en second lieu, les équations de KuMMER, (QQ),
(qq), associées a l'équation (Qq). La formule (g) entraine

1(0, Q)= A"1F4, (g, ) = a1 Fa.

Nous voyons que l'ensemble 7(Q, Q) resp. 7(g,¢) est le groupe
conjugué avec le groupe fondamental & par rapport a une phase
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arbitraire A4 resp. « de 1'équation (Q)) resp. (q). On en concliit que
ces groupes /(Q, O). /(g, ¢g) sont isomorphes. On obtient un iso-
morphisme du groupe 7(g¢, g) sur 7(Q, Q) en faisant correspondre
a chaque élément x € /(g, ¢) I'6lément X € 7(Q, Q) d’aprés la formule

X=2z"1xz;
z désigne une dispersion générale des équations (Q), (q). qui est fixe,

6. Je voudrais terminer la présente conférence par la remarque
suivante :

Dans l'algébre moderne on rencontre souvent certaines structu-
res a une opération binaire, appelées groupoides de BRrANDT (%).
Une telle structure, 3, est un ensemble non-vide chargé d’une
opération binaire, nommée encore la multiplication, qui, contraire-
ment a ce qui se passe en groupes, n'est nécéssairement pas défi-
nie pour toutes les paires d’éléments de 93. D’une maniére plus
précise, pour certaines paires d’éléments a, $€<P il existe le pro-
duit aé qui est encore un élément de VB, ab=c€P, tandis que,
pour d’autres paires d’éléments de ¢33 il n’en existe pas, La multi-
plication en question est soumise, naturellement, & remplir certains
postulats; ils concernent surtout la validité d’une espéce de loi
associative, I'existence des éléments-unités a droite et a gauche
ainsi que Pexistence des éléments inverses. En particulier, on existe
pour tout élément a € 3 des é!éments bien déterminés, appelés I'616-
ment-unité a droite, e, I'élément-unité a gauche, ¢, et 1'élémént
inverse de a,a" qui vérifient les relations suivantes: ae = ¢' 2 = q,
a*a=e,

Cela étant remarqué, considérons dans le groupe des phases,
@, 'ensemble, 3, formé par tous les sous-ensembles 7(0, ¢) du
groupe @, déterminés par les différentes équations (q), (Q). En
d’autres termes, il s’agit de ’ensemble dont les éléments sont les
sous-ensembles de §, A—! Fa €Y, formés a l'aide d’arbitraires élé-
ments 4, a €G.

Définissons dans 93 une multiplication de maniére que, pour
deux éléments arbitraires 7(Q, ¢), 7(0, ¢)€WB le produit 7(Q, ¢)

(®) V. par ex. O. BORUVKA ¢ Grundlagen der Gruppoid-und Gruppen-
theorie. Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1960.
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1(Q, ¢) existe dans le cas O =g, et alors il est égal & 7(Q, ¢):

1(0, 9) I (g, )= 1(0, g).

On démontre que ’ensemble 3 chargé de cette multiplication
est un groupoide de BRANDT. Pour tout élément 7 (0, 9) € B, I'6:é-
ment-unité a droite resp. a gauche et l'élément inverse sont les
suivants: 7(g, ¢) resp. 7(0, O) et 7(g, O). On a, en effet,

1. 91g =10, 9, (0. O)I(Q, 9)=1(Q, ¢),

I(q. O)1(Q, 9)=1(9.9).

On voit par conséquent que, dans le groupoide de BraNDT
en question, 3, les éléments-unités sont les différents sous-groupes
de @, conjugués avec le sous-groupe fondamental &, tandis que
deux éléments mutuellement inverses consistent en dispersions
générales qui sont par paires inverses l'une de l'autre.

C’est avec cette remarque que je termine ma conférence
d’avjourd’hui.

QUATRIEME CONFERENCE.

1. Dans la conférence précédente nous nous sommes occupés des
éléments algébriques dans la théorie des transformations des équa-
tions différentielles linéaires du deuxiéme ordre. Nous avons intro-
duit la notion du groupe des phases, §, groupe consistant en fonc-
tions-phases définies dans l'intervalle j = (— co, co0), et nous avons
étudié les propriétés de structure de ce groupe., Le résultat final
de nos considérations était donné par une formule exprimant ’en-
semble des dispersions générales de deux équations (q), (Q) en
termes de phases de ces équations et du sous-groupe fondamental
F du groupe G. Rappelons que nous avons aussi parlé du grou-
poide de BranDT formé par les ensembles des dispersions généra-
les, 7(0, ¢), appartenant a de différentes paires d’équations (q), (Q).

La conférence d’avjourd’hui est congue a former une suite des
raisonnements précédents afin d’approfondir nos connaissances sur
la structure du groupe G et d’en tirer des conséquences pour les
méthodes algébriques et leurs applications. Quant a celles-1a, nous
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avons en vue de déterminer la puissance de ’ensemble formé par
toutes les équations (q) oscillatoires, dont les intégrales ont les
mémes zéros, et de donner une caractérisation des dispersions gé-
nérales de deux équations (q), (Q) par leurs relations aux groupes
formés par les intégrales des équations de KuMMER {qq), (QQ). A
la fin de cette conférence je me propose de donner un appergu
de quelques problémes ouverts de la théorie des transformations
considérées, problemes qui indiquent, peut étre, en grandes lignes,
le futur développement de la théorie en question.

2, Nous allons commencer nos raissonnements par deux remar.
ques concernant les (premieres) phases d’une équation (g). Dans ce
but, considérons une équation (q) définie, comme d’habitude, dans
un intervalle ouvert j = (a, 4).

Rappelons qu’on appelle (premiére) phase d’une base « (7), v (/)
de Véquation (g), toute fonction, «, définie et continue dans l’in-
tervalle 7, et qui satisfait, a 1’exception des zéros de l'intégrale
v(’), a la relation tga(/): v (/). Rappellons en plus, qu'on parle
d’'une phase de I'équation (q), quand la base correspondante ne se
trouve pas spécifiée, ou bien, en d’autres termes, s’il agit d’une
phase appartenant a une base quelconque de l'équation (q).

Cela étant rappelé, la premiére remarque a faire consiste en
ceci que, par d’arbitraires valeurs initiales du deuxiéme ordre,
10€7; @, xp 3= 0, oy se trouve définie précisément une phase de
I’'équation (q), « (/), qui admet ces valeurs initiales:

2] (’o) =0, o' (/o) = ay, a” (/o) = ay .

Nous ommettons la démostration qui est une conséquence immé-
diate du théoréme générale sur I’existence et 'unicité des solutions
de l'’équation de KumMER, (Qq), théoréme, dont nous avons parlé
dans la premiére conférence.

La deuxiéme remarque a faire s’applique a I’équation (q) dans
le cas, ou elle admet la dispersion fondamentale de premiére espéce,
@, (/). Pour ne pas étre géné par des particularités sans importance
nous allons supposer que 1'équation (q) soit oscillatoire et donnée,
dans l’intervalle j = (— oo, co). Dans ce cas se trouvent définies,
nous le savons, les dispersions centrales de premiére espéce et de
différents indices, ¢, (/) (» =0, + 1, + 2,...). Rappelons que toute
dispersion ¢, (/) s’exprime a I'aide de la dispersion fondamentale
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@, () (= @ (¢)) ou bien son inverse, ¢_,(/), de la fagon suivante:

PP . @ (2) (|» facteurs) pour » > o.
(1) @y (1) = @1 P—1 +ee P1(l) » » y<o.
4 » y=o,

Cela étant, la remarque en question consiste en ceci, qu’il subsiste
dans l'intervalle 7, pour toute phase de l'équation (q), « (4. la
relation suivante, dite abdelienne,

(2) ap ()=a (/) + n-sgna’,
ou bien, plus généralement,

(3) ap,({)=a(!) +ra-sgna’ (r=o0,+1,+ 2..).

La formule (3) est, manifestement, une conséquence immédiate des
formules (1) et (2). Il suffit, par conséquent, de donner une démons-
tration de la formule (2), c’est ce que nous allons faire rapidement,

Soint « (/) une phase quelconque de I’équation (q). Nous savons
que lintégrale générale y de 'équation (q) s’exprime a l'aide de la
fonction a par la formule

yO) =4 |a' (]2 sin [« () + &),

ky, &, étant des constantes arbitraires. Soit x€;7 un nombre
arbitraire et envisageons une intégrale de 'équation (q), y,(¢), qui
s’annule pour la valeur x: y,(x)=o0. En appliquant la formule
précédente on obtient I'intégrale y,(/) sous la forme y, (/) = &,-sin
[@(®)— a(x)]: V[« ()| On voit que le premier zéro de l'intégrale
Yo (4), suppérieur a x, c’est-a-dire la valeur ¢ (x), vérifie la relation
ap(x) —a(x)==n-sgna’. Il en résulte immédiatement la for-
mule (2).

3. Nous allons maintenant revenir a I’étude de la structure du
groupe des phases, §. Nous avons déja dit que le groupe @ est
formé par les fonctions-phases, c’est-a-dire par les fonctions définies
dans l'intervalle j = (— oo, co) qui sont inférieurement et supérieu-
rement non-bornées, appartiennent a la classe (y et dont les déri-
vées du premier ordre ne sont jamais nulles. On parle plus brié-
vement des phases au lieu des fonctions-phases. Rappelons que le
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groupe @ se décompose en deux classes dont 'une, K, est un sous-
groupe invariant dans le groupe § et consiste en phases croissan-
tes, tandis que l'autre, D, constitue le second élément du groupe-
quotient G/ et consiste en phases décroissantes. Nous avons
défini dans le groupe @ une relation d’équivalence, ‘R, et nous

avons montré que, cet élément de la décomposition R du groupe
@ mod ‘R, qui contient I’6lément neutre @, (f) = ¢ du groupe §Q est
un sous-groupe de G, sous-groupe, % appelé fondamental. Nous
avons introduit le centre £ = {{+4 va} (» =0, + 1, + 2...) du grou-
pe KnaF qui est, évidemment, dénombrable. Puis, nous avons mon-
tré que la décomposition R coincide avec la décomposition §/yF (= £)
et que toute classe Fa € £ consiste précisément en phases d’une
équation différentielle (q). Finalement, nous avons introduit la cor-
respondance biunivoque, o{, faisant correspondre a toute classe
Fa€E le porteur ¢ de cette équation (q) dont les phases consti-
tuent la classe en question. Evoquons nos raisonnements au sujet
de la structure du groupe @ sur la figure que nous avons donnée
dans la conférence précédente (Fig. 6).

4. Nous allons maintenant introduire dans la théorie qui nous
occupe une nouvelle notion, a savoir celle des fonctions-phases
élémentaires. Nous parlerons encore, pour abréger, des phases é16.
mentaires au lieu des fonctions-phases élémentaires ([10]).

Nous entendons sous phase élémentaire une phase, 1(?), qui
vérifie, dans l'intervalle 7, I'équation

(4) A+ m) = 4() 4 n-sgn 1.

Ainsi, par exemple, la phase-unité du groupe G, ¢, () =1¢, est élé-
mentaire,

On démontre facilement que les phases élémentaires sont don-
nées par la formule

(5) A)=1t-sgn i +2 ()

g 6tant une fonction périodique de =, appartenant a la classe G
et vérifiant l'inégalité g’ (/) 4 sgn I’ >>oresp. < o suivant que
A' () > o resp. << 0. On voit, en particulier, que les phases élémen-
taires dépendent d’une fonction périodique qui est largement ar-
bitraire.
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Cela étant, soit 1(¢/) une phase élémentaire. Envisageons un
arbitraire élément ¢, (/)=1¢4 »n du centre Z considéré ci-dessus
(»=0,+ 1,1+ 2,..). La formule (5) entraine d¢,=c¢,-sgni’ 4 g
et puis

(6) Ae, (t) = ¢yopgnar A (2).

On voit que la phase 4 transforme tout élément ¢, g1 suivant
la formule

(7) A7 ¢y ngor A(2) = ¢, (2).

Par conséquent, toute phase élémentaire laisse dans la transforma-
tion telle que (7) chaque élément ¢, € & invariant ou bien le trans-
forme dans son inverse, ¢_, € .Z, suivant qu’elle est croissante ou
bien décroissante.

Désignons par d I'ensemble formé par toutes les phases 6l1é-
mentaires. En se servant de la formule (4) on démontre que l’en-
semble & est un sous-groupe du groupe §:

dc@

d est dit le groupe des phases élémentairves. Ce groupe engendre,
naturellement, deux décompositions du groupe G en classes laté-
rales. Nous désignons par A la décomposition consistant en classes
latérales & droite: A = Q/sd.

Nous savons que, toute fonction-phase a € § détermine préci-
sément une équation (q) admettant la fonction & pour phase. Pour
la commodité du langage nous disons, par occasion, que, le por-
teur ¢ et les dispersions centrales ¢, de 1’équation (q) appartien-
nent ou bien correspondent a la phase a. Nous parlons aussi, pour
abrévier, d’intégrales, de phases et de dispersions centrales du pos-
teur ¢ au lieu d’intégrales, phases et dispersions centrales de 1’égua-
tion (q).

Cela étant, nous allons d’abord montrer q’'une phase 1€ Q est
élémentaire si et seulement si la dispersion fondamentale corres-
pondante @ est linéare et de la forme ¢ () = ¢+ n. En effet, soit
A € @ une phase quelconque et ¢ la dispersion fondamentale corres-
pondante. Si la fonction ¢ est linéaire et de la forme en question,
la relation abelienne correspondante a la forme (4), ce qui montre,
que la phase 4 est élémentaire. Inversement, si la phase 41 est
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élémentaire alors la formule (4), confrontée avec la relation abe-
lienne correspondante, conduit a la formule ¢ ()=1¢-+4n, ce qui
achéve la démonstration.

En second lieu nous montrerons que toute phase a € § qui est
équivalente (mod ¥) a une phase élémentaire 1 est aussi élémen-
taire, En effet, si les phases a,4 sont équivalentes (mod ‘®), elles
sont des phases de la méme équation (q). Or la phase 1 étant
élémentaire, la dispersion fondamentale ¢ de (q) a la forme ¢ (1) =
=1¢+4 n. Il en résulte que la phase «, elle aussi, est élémentaire.

Ces raisonnements entrainent que, pour chaque équation (q)
ou bien toutes les phases sont élémentaires ou bien aucune d’entre
elles. Dans le premier cas et alors seulement, la dispersion fon-
damentale @ de l'équation (q) est linéaire et de la forme ¢ () =
=1{¢+4 n; autrement dit dans le cas en question, les zéros consé-
cutifs de chaque intégrale de I’équation (q) sont placés a distance
égale, .

Nous venons de voir que toute classe a € £ qui renferme une
phase élémentaire consiste en seules phases élémentaires. En par-
ticulier, la phase-unité ¢ (/) = ¢ du groupe @ étant élémentaire, le
sous-groupe fondamental & est constitué entiérement par des pha-
ses 6lémentaires. Par conséquent, le sous-groupe & est un sous-
groupe dans . Nous arrivons ainsi aux relations

{1} c Fcdec G

{1} étant le plus petit sous-groupe en G, constitué par l’élement
unique ¢, () =4

La relation Fc¢ & entraine £< H, ce qui veut dire que toute
classe Su € A est la réunion de certaines classes-6léments de la
décomposition £ Or, d’aprés un théoréme bien connu dans la théo-
rie des groupes, la puissance de I’ensemble formé par les classes-é1é-
ments de la décomposition £ qui sont contenues dans la méme
classe Sa € A et constituent, par conséquent, par réunion cette
classe da, résulte pour toutes les classes de la décomposition /7
la méme. Ce fait s’exprime par la formule

(8) card (EMSa) = card (E[1SB)  (a, BE Q).

Revenons a présent a la correspondance o« définie plus haut
et qui fait correspondre a toute classe a € £ le porteur ¢ = A a de
cette équation (q), dont les phases constituent la classe «. Désignons
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par (¢). ’ensemble formé par les porteurs g = oa associés aux
différents éléments a € £ faisant partie de la méme classe Sa (¢ € Q).
Alors, en particulier, (¢7); est I’ensemble des porteurs dont les phases
forment par réunion le sous-groupe . La correspondande & étant
biunivoque, on a en vertu de (8)

card (¢), = card (¢);.

Cette formule exprime le fait que la puissance de I’ensemble formé
par les porteurs dont les phases constituent un élément quelconque
S € 4 ne dépend point du choix de cet élément et résulte, par
conséquent, égale a la puissance de I’ensemble (¢);. Cela se trouve
illustré dans la figure suivante:

(9); (9)
0 0 0 o "o o-1l—o‘fo o_od 6 o
d x
(ol ——5 @
Q;t, oX b
Fig. 7

Or les éléments de 'ensemble (¢); sont précisément les différents
porteurs ¢, dont les phases sont élémentaires et qui ont, par con-
sequent, la méme dispersion fondamentale ¢ (/)=¢-+ n. Les élé-
ments de l’ensemble en question étant des fonctions continues, on
a card (¢); << WN. D’autre part, nous avons trouvé, dans la deuxiéme
conférence, un systéme de porteurs ¢ (f|¢) & un paramétre, ¢, por-
teurs dont les intégrales ont leurs zéros consécutifs placés en dis-
tances égales, n. Ces porteurs font, naturellement, partie de I’en-
semble (¢).. On en conclut: card (¢);= N et puis: card (¢9);=N.

Nous voila arrivé a la conclusion que la puissance de l’en-
semble des porteurs dont les phases constituent une classe quelcon-
que S de la décomposition H, S« € H, ne dépend point du choix
de cette classe et résulte toujours la méme et égale a la puissance
du continu, N.

Cela étant établi posons-nous la question suivante:

Comment se trouvent-ils caractérisés les porteurs dont les
phases sont contenues dans la méme classe S« € A ?

On trouve la réponse a cette question en partant de la rela-
tion abelienne (3). Soit «€ @ une phase arbitraire et ¢ resp. ¢, le
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porteur resp. la »-iéme dispersion centrale correspondante (» =
=o0, + 1, + 2,..). On alors la relation (3) qui peut étre mise, évi-
demment, sous la forme

& @, (f) = Cy.sgna’ % (4),
ou encore

(9) @ () =a? Cy-sgna’ 0% (£).

Cette formule montre que la phase « € @ transforme, dans le sens
exprimé par la formule en question, tout élément ¢,.spna €Z en la
dispersion centrale ¢,.

Remarquons que la formule (9) entraine

(@) = a1 Za

{p,) étant le groupe cyclique infini consistant en toutes les disper-
sions centrales de I’équation (q). Le groupe {¢,} est, par conséquent,
conjugué avec le centre & par rapport a la phase a qui est, rap-
pelons-le, une phase quelconque de l’équation (q).

Or, revenons a la formule (g). Soit ¢ un arbitraire porteur
dont les phases sont contenues dans la méme classe cSaEHet soit
« resp. @, une phase resp. la »-iéme dispersion centrale de ¢. On
a alors & = Aa, étant une convenable phase élémentaire et, par con-
séquent, en vertu de la formule (9)

a" (/) = —a_—l . sgua’ o (t) =a~! (l_l Cy. sgni’ sgna’ l) ® (t)

= a~! ¢y.agna’ % (£) = @, ()

Nous arrivons ainsi a la conclusion que les porteurs, dont les
phases sont contenues dans la méme classe Sa €/ ont les mémes
dispersions centrales ¢,. On démontre aussi facilement que, inver-
sement, pour deux porteurs ¢,¢, dont les phases se trouvent dans
deux classes différentes de la décomposition #, les dispersions cen-
trales ¢,, E, correspondantes sont, elles aussi, différentes.

Rappelons que, en vertu de la formule (1), deux porteurs 7,9
ont les mémes dispersions centrales ¢, si et seulement si leurs dis-
persions fondamentales (» = 1) sont les mémes. Nous pouvons par
conséquent éuoncer la réponse & notre question ci-dessus ainsi:

Les porteurs ¢ dont les phases se trouvent contenues dans la
méme classe dx € /7 sont caractérisées par la propriété d’avoir la
méme dispersion fondamentale ¢.
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Et voici le résultat final ([10]):

La puissance de l'ensemble des équations (q) qui ont la méme dis-
persion fondamentale @ ne dépend point de celte derniére et résulle tou-
Jours égale & la puissance du continu, .

Ajoutons a ce résultat encore la remarque suivante: La coinci-
dence des dispersions fondamentales ¢, ¢ de deux équations (q),
(q) signifie, d’aprés la définition méme de la dispersion fondamentale,
que les intégrales des équations en question ont les mémes zéros.
Cela veut dire ceci: L’égalité ¢ = ¢ entraine que, d’arbitraires
intégrales y resp. y de 1’6quation (q) resp. (¢) qui ont un zéro en
commun coincident en tous leurs zéros:

J v

Fig. 8

Le résultat ci-dessus exprime par conséquent le phenoméne, qu'il
y a pour toute équation (q) N beaucoup d’autres équations (q) dont
les intégrales ont les mémes zéros que celles de I'équation (q). Ce
fait sugére l'idée suivante qui aurait, peut-étre, d’applications dans
les calculs numériques : Pour calculer les zéros d’'une intégrale y
d’une équation (q) donnée, il n’est point nécéssaire de faire le calcul
pour l’équation (q) elleeméme; au contraire, on peut remplacer
I'équation (q) par une autre, (q), dont les intégrales ont les mémes
zéros que celles de (q) et qui serait plus commode pour le calcul.
Voild un probléme ouvert de l'analyse numérique des équations
différentielles.

5. Nous allons maintenant procéder a établir une autre pro-
priété de structure du groupe @G qui permettra de caractériser les
dispersions générales de deux équations (q). (Q) par leurs relations
aux groupes formés par les intégrales des équations de KuMMER
(99). (QQ) ([r4)-

Le point de départ fournit I'expression canonique des disper-
sions générales des équations (q), (Q), donnée par la formule

(10) 1(Q,q) = A~ Fa,

qui a été établie dans la conférence précédente, Ici le premier
membre désigne I’ensemble des dispersions générales des équations
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(q), (Q), ou bien, en d’autres termes, I'ensemble formé par les inté-
grales de I'équation de KuMMER (Qq); « resp. 4 est une phase
quelconque de 1'équation (q) resp. (Q), et, naturellement, & le sous-
groupe fondamental de G

Or, le second membre a un sens bien déterminé si 1'on fait
abstraction du fait qu’il s’agit du groupe des phases et qu'on envi-
sage, plus généralement, un groupe abstrait entiérement arbitraire,

Soit alors @ un groupe quelconque et ¢ un arbitraire sous-
groupe en G. Considérons d’arbitraires éléments a, 4 € G et les sous-
groupes conjugués avec < par rapport & @ et A:

c]/a = a~! Fa, (yA = A1 A.

Soit enfin §/; Y, resp. G 3 Y, la décomposition du groupe G en
classes latérales a gauche resp. a droite par rapport a {y resp. Y.

On voit d’abord facilement que I’ensemble A (4, a)c @ défini
par la formule

(r1) K (A, a)= A1Fa

se trouve contenu comme élément dans l'une et 'autre décompo-
sition G/ U, Q4 Y4, de sorte qu'on a

K (A, a)€Glg Yan Gla Ya-

Cela résulte immédiatement des formules
K(A, a)=(A"1a) Yo=Y, (A1 a).

Il se pose alors la question suivante: L’ensemble K (.4, a) est-il
I’élément unique commun aux deux décompositions en question
ou bien en existe-t-il d’autres?

Or, subsiste a ce sujet le théoréme que nous allons énoncer
sans en donner la démonstration et que voici ([14]):

I’ensemble K (A4, a) est I'élément unique commun aux deux
décompositions Gz Y., G/a Y, alors et alors seulement, si le norma-
lisateur du sous-groupe ¥ en G, N, se confond avec F: W = A

Rappelons qu'on entend sous normalisateur 9 le plus grand
sous-groupe en § qui consiste en éléments x € @ transformant le
sous-groupe ¥ dans lui-méme: x—1Fx =%

Une conséquence immédiate de ce théoréme et qui est impor-
tante en vue de nos raisonnements ultérieurs est la suivante: Soit
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N=%. Dans ce cas, un élément x € § est contenu dans I’ensemble
K (A4, a) précisément alors, s’il transforme le groupe U, dans U,
d’aprés la formule

21 Y 2= Y,.

Voila une caractérisation des éléments de K (A4, a) par leurs rela-
tions aux groupes U,, Y, .

Cela étant établi, revenons au groupe des phases et examinons
la situation dont nous venons de parler, dans le cas du sous-groupe
fondamental.

Nous allons montrer que, dans le groupe des phases, G, le
normalisateur du groupe fondamental & en @, 9, se confond
avec F: N = F

Soit, en effet, a € Y un arbitraire élément du normalisateur .
Il existe alors pour tout élément &€ & un convenable élément &€ F
vérifiant la relation ae = ex. Cette relation entraine 1'égalité des
porteurs correspondants ¢,., 9za: fac = Jea- Or, on a, en se servant
des symboles dont la signification est évidente:

7. =[1+¢,@e?+q,, ¢, =l+g@a24q,.

D’autre part, subsistent, manifestement, les identités ¢, = ¢; = — 1
et elles conduisent, en vertu des relations précédentes, a la formule
(12) [t + ga (9] &% =1 + ga.

Cela étant, soit /€7 un nombre quelconque choisi une fois pour
tout. Nous savons que, étant donnés des nombres arbitraires,
x, 2’ (3= o), existe de phases &€ F admettant pour / =/, les valeurs
initiales (/) = x, & (f{,) = x’. Appliquons la formule (12), en premier
lieu, pour £, (/) = x, & ({)) = 1 et puis pour £, e({;) =0, &' (/) = 2.
Nous obtenons d’abord ¢, (x) = ¢, (%), ce qui montre que la fonc-
tion ¢, garde une valeur constante (= ¢,(%)), et puis la relation
ga (/) = — 1. Cette relation entraine o € ¥ et cela achéve la
démonstration.

Nous voila arrivés a une nouvelle propriété de structure du
groupe des phases @, propriété consistant en ceci, que le normali-
sateur en @ du sous-groupe fondamental & se confond avec ce
sous-groupe . Se trouve par conséquent ouverte la voie pour ap-
pliquer le théoréme général énoncé plus haut. Dans ce but, consi-
dérons deux équations (q), (Q) quelconques et choisissons d’arbi-
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traires phases a, A de ces équations. Le sous-ensemble de G, K(4,a),
défini a I'aide des phases a, 4 et du sous-groupe fondamental ¥
par une formule telle que (11), coincide d’aprés (10) avec ’ensemble
1(Q, ¢) des dispersions générales des équations (q), (Q). Les sous-
groupes Yy, Y,, a leur tour, se confondent avec les ensembles
formés par les intégrales de la premidre resp. seconde équation
associée a 1I’équation de KuMMER (Qq), c’est-a-dire, de l’équation
(QQ) resp. (qq). Le résultat obtenu plus haut entraine, par consé-
quent, le théoréme suivant ([1], [14]):

Une fonction-phase, &, est une dispersion générale des équations
(Q), (Q) si el seulement si elle transforme le groupe I(Q, Q) consistant
en inlégrales de la premiére bquation associée a (Qq), {’équation (QQ),
dans le groupe I(q,q) formé par les inlégrales de la seconde équation

associée a (QQq), (qq):
(13) E11(0, Q) E=1(g, 9)

Ce théoréme exprime la caractérisation cherchée des dispersions
générales des équations (q), (Q) par leurs relations aux groupes
10, 0), 1(g. 9.

Ajoutons la remarque suivante: La formule (13) entraine,
évidemment,

(E—l) 11(9’ Q) 1= ](Q; Q)'

On en tire la conclusion que, la fonction inverse &~! d’une intégrale
& de I'équation de KuMMER (Qq) est une intégrale de I’équation
(@Q). Voild un résultat qui a été déja indiqué dans la conférence
précédente, résultat, qui découle de la construction méme des disper-
sions générales que nous avons donnée.

6. C’est par cette remarque dont je viens de parler, que je suis
arrivé a la fin de mes conférences, dans lesquelles j’ai essayé de
donner un appercu de 1'état actuel de la théorie des transformations
des équations différentielles linéaires du deuxiéme ordre dans le
domaine réel. Qu’il me soit permis de dire encore quelques mots
au sujet de I'écho que la théorie en question a trouvé dans les
travaux d’autres mathématiciens et surtout dans ceux de mes colla-
borateurs, et, ensuite, d’indiquer quelques problémes ouverts qui
montrent, peut-étre la voie de futur développement de la dite
théorie.
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Dans plusieurs dixaines de travaux, la théorie dont j’ai parlée
a été6 complétée, enrichie, appliquée ou élargie par des résultats
plus ou moins particuliers concernant la théorie en question. On
s’est occupé de diverses propriétés des phases et surtout de deux-
iemes phases, de plus, des dispersions centrales, dont les propriétés
ont été utilisées en diverses questions, par exemple en problémes
des limites, et dont la notion a été élargie pour étre applicable a
certaines éjuations différentielles d’ordres supérieurs. On a encore
fait usage de la théorie en question pour déduire de nouveaux cri-
téres d’oscillation pour les intégrales des équations différentielles
lin6aires du deuxiémes ordre et aussi pour trouver de trés géné-
rales formules asymptotiques pour le comportement des intégrales
en question, etc. (3.

Quant aux problémes ouverts, qui semblent de longue portée,
il se pose d’abord la question de l'analyse numérique de la théorie
considérée qui est purement qualitative, Il s’agit surtout des mé-
thodes rapides pour le calcul numérique des phases, dont I'impor-
tance dans théorie considérée est primordiale. Un autre probléme
consiste en ceci, qu'on peut essayer d’élargir le groupe des phases
par des fonctions appartenant a la classe (,, afin de réunir dans
un ensemble les premiéres et en méme temps les deuxiémes phases
des équations différentielles considérées. On aurait a étudier la
structure de cet ensemble en relation avec les transformations
considérées. Finalement, se pose le probléme d’élargir la théorie
considérée dans le domaine complexe, et, naturellement, d’axioma-
tiser les théories obtenues.

En terminant, je me permets de remarquer qu'une monographie
écrite en allemand et dont je suis l'auteur, contenant un exposé
systématique de la théorie étudiée dans ces conférences, se trouve
sous presse et va paraitre dans quelques mois. L.a monographie en
question paraitra sous le titre « Lineare Differentialtransformationen
2. Ordnung » chez le Deutscher Verlag der Wissenschaften a
Berlin ([15]).

C’est avec cette remarque que je termine mes conférences.

(3 V. la bibliographie indiquée dans [15].
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