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Dr. OTAKAR BORUVKA:

O jistém problému minimalnim.

V tomto €lanku podadvam fe3eni ndsledujiciho problému:

BudiZ ddana matice M €isel ryg (e, =1,2,...n; n==2),aZ
na podminkury, =0, r,g=rp, kladnychavzajemné riznych.

Jest vybrati z ni skupinu €isel vzadjemné& a od nuly
riiznych takovou, aby

1° bylo moZno, jsou-li p,, p, libovolna od sebe riizna
pfirozend &isla =n, vybrati z nf skupinu ¢astednou tvaru

Ip;C,, I'cyC3 IC3Cy, - o - o FCq-2Cq-1, TCq-1P2
2% soucet jejich ¢lend byl mens3i neZ soucdet élenit které-
koliv jiné skupiny ¢isel vzdjemné€ a od nuly riiznych, ho-
vici podmince 1°%)

Reseni. Budiz f, libovolné z &isel « a budiZ [f,f,] nejmensi z &isel
If,70] [7oFf]. MnoZstvi &isel [f,7.] (1=, f,) jest pak bud prazdné,
anebo nikoliv. V pfipad€ prvnim poloZme

F = [ff,],
v ptipad€ druhém jest nejmensi z isel [f,»,] bud vétsi neZ [f,f,], anebo
menSi. Je-li vétsi, poloZme

F = [ff],

je-li mensi, budiZ [f,f,] nejmen3i z c&isel [f;7,]. MnoZstvi Cisel [f,7,]
(ye £ £, 1, f;) jest pak bud prdzdné anebo nikoliv. V pfipadé prvnim
poloZme

F = [fof1], [f1f2]:

v pfipad& druhém jest nejmensi z &isel [f,,] bud v&tSi neZ [f,f,], anebo
men$i. Je-li v&t3i, poloZme

*) V dalSim znadim pro strunost &islo rap symbolem [«f].
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F = [fOfI]’ [f] f‘.’])
je-li mensi, budiZ [f,f;] nejmen3i z Cisel [f,y,]. MnoZstvi Cisel [f,7,]
(75 Ffo, 1, T3, f;) jest pak bud prazdné, anebo nikoliv. V pfipad& prvnim

poloZme
F = [fofl], [fle]’ [f2f3]v

v pfipadé druhém jest nejmensi z &isel [f,y.] bud vétSi nez [f,f,], anebo
men3i. Je-li v&tsi, polozme
F = [,§], [f,£), [Lf],

je-li mensi, pokratujme stejnym zpusobem déle. ObdrZime kone¢né sku-
pinu ¢isel

F=[if], (L] L] ... [fg_lfg],
pfi ¢emZ v indexech f,, fj,... fy vyskytne se bud kaZdé z Eisel 1,2, .. n,
anebo nikoliv.

V pripad& prvnim poloZme
8§ =F,

v pfipadé druhém budiZ ff,l) jedno z ¢&isel 1, 2,...n, nevyskytujici se
mezi &isly f,, f, . . f; BudiZ [f(V (V] nejmensi z &isel [{V ] (yPFE).
Vychazejice z tohoto &isla sestrojme jako dfive skupinu

F, = [f0], [fOR0], ... [f) f0],

21-1 g1

Pfi konstrukci této skupiny miiZeme dospéti ku &lenu s indexem,
vyskytujicim se ve €lenech skupiny F; v tomto ptipadé, je-li f{) prvni
z takovych indexti, kladme {2 = f\.

V indexech f,, fy,... f, ), V... {2 vyskytne se bud kaZdé
z Cisel 1, 2,... n, anebo nikoliv. V pfipad€ prvnim poloZme

% = F) Fl’
v pfipadé druhém budiZ f?) jedno z &isel 1, 2, ...n, nevyskytujici se
mezi &isly f,,f, ...y fgl),fgl)..fg). Budiz [f?f?] nejmen3i z &isel
[[2p3] (p 4=12). Vychazejice z tohoto ¢&isla, sestrojme jako dfive
skupinu
F, = [(P12] 252, .. . [£2) 2],

Pfi konstrukci této skupiny miiZeme dospéti ku €lenu s indexem,
vyskytujicim se ve ¢lenech skupin F, F,; v tomto pfipadg, je-li f* prvni
z takovych indexi, kladme %= f2),

V indexech fy, f;, . . 5 £, 1V, . . £; £, 1), . . £2) vyskytne se bud
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kazdé z disel, 1,2,...n, anebo nikoliv. V pfipad& prvnim poloZme
% = F’ F]’ FQ’

v piipadé druhém pokraCuime stejnym zplisobem déile. ObdrZime ko-
neéné fadu skupin
3: = F, F,, F2, e e e Fi-ly

pii ¢emZ v indexech ¢lenti t&chto skupin vyskytne se kazidé z dCisel
1, 2, ...n alespofi jedenkréte.

Rada skupin ¥ obsahuje bud pravé jen skupinu F, anebo skupin
vice. V pfipad€ prvnim poloZme

= F’

v pfipadé druhém skupina F bud neobsahuje &lenu, jehoZ index se vy-
skytuje v né&které ze skupin ndsledujicich fady @&, anebo obsahuje
alesponi jeden takovy €len. Neobsahuje-li takového ¢&lenu, poloZme

G =F,
obsahuje-~li, budiZ j index ur€itého c¢lenu skupiny F, jenZ se soulasné
vyskytuje alespoii v jedné ze zbyvajicich skupin fady {§; miZeme zfejmé&
pfedpokladati, Ze se vyskytuje alespoii ve skupiné F,.
Rada skupin § obsahuje bud prav& jen skupiny F, F,, anebo
skupin vice. V ptipadé prvnim poloZme
G =FF,
v pfipadé druhém skupina F,F, bud neobsahuje ¢lenu, jehoZ index se
vyskytuje v n&které ze skupin nasledujicich Fady §, anebo obsahuje
alespofi jeden takovy ¢len. Neobsahuje-li takového €lenu, poloZme
G = F’ Flv
obsahuje-li, budiZ j, index uréitého ¢lenu skupiny F,F,, jenZ se sou-
Casné vyskytuje alespoii v jedné ze zbyvajicich skupin fady §; miZeme
zfejm& predpokladati, Ze se vyskytuje alespofi ve skupiné F,. Rada
skupin ¥ obsahuje bud pravé jen skupiny F, F,,F,, anebo skupin vice.
V pfipadé& prvnim poloZme
G =FF,F,
v pfipad€ druhém pokracujme stejnym zptisobem déale. ObdrZime ko-
necné skupinu
G = F, Fl’ FQ, P Fk-l,
pfi CemZ tato skupina obsahuje bud vSechny skupiny fady §, anebo
nikoliv. V pfipadé prvnim poloZme

¢ = G,
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v pfipad® druhém existuje skupina F, fady %, jeZ neobsahuje Clenu
s indexem, vyskytujicim se ve skupin€ G.

Rada skupin % obsahuje bud pravé jen skupiny G, Fi, anebo skupin
vice. V pfipadé prvnim poloZme
Gl = Fk,

v pfipadé druhém skupina Fy bud neobsahuje ¢&lenu, jehoZ index se vy-
skytuje v n&které ze skupin zbyvajicich fady §, anebo obsahuje alespoii
jeden takovy ¢&len. Neobsahuje-li takového ¢lenu, poloZme

G, = F,,
obsahuje-li, budiZ i index uréitého ¢lenu skupiny Fy jenZ se soudasn&
vyskytuje alespoii v jedné ze zbyvajicich skupin fady &; miZeme zfejmé
pfedpokladati, Ze se vyskytuje alespoil ve skupin€ Fiy,.
Rada skupin § obsahuje bud pravé jen skupiny G, F, F.+;, anebo
skupin vice. V pfipadé prvnim polozme
G1 = Fx, Fk-Hy

v pfipadé druhém pokralujme stejnym zpiisobem dale. ObdrZime ko-

neéné& skupinu
G, = Fy, Fet+1, ... Fypy

pfi CemZ fada skupin G, G, obsahuje bud vSechny skupiny fady §,
anebo nikoliv. V pfipadé prvnim poloZme
& = G,G,

v pfipadé druhém pokraCujme stejnym zpiisobem dale. ObdrZime ko-

neéné fadu skupin
G = G, Gl, 0o G[-],

pfi &emZ Fada skupin & obsahuje vSechny skupiny fady § a Zddna ze
skupin fady © neobsahuje ¢&lenu s indexem, vyskytujicim se v ¢€lenu
nékteré jiné skupiny této fady.
Polozme Hy = G; (A=0,1,...1-1)
Rada skupin © obsahuje bud prav& jen skupinu G, anebo skupin
vice. V ptipad€ prvnim poloZme
]=6

v piipadé druhém budiZ: %; kterykoliv z indexi vyskytujicich se

’

v Clenech skupiny Hl;
o, f3; dvé z Cisel ;

[kyp kp o) nejmensi z &isel [x, x%g] pHi
o, B 0 pfi ay=p;;
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M, matice €is.[k, g, k,’:’:lot,](“vﬂl: 0,1,2,..1-1)%)
G, = G, GV, ... G, fada skupin,
zkonstruovana z M, dle téhoZz pravidla jako

fada skupin & z matice M.
HP fada téch a jen téch skupin vybrangch

zfady H, H,, .. . Hp,, které obsahuji alespori
jeden ¢len s indexem, jenZ se soufasné vy-
skytuje ve skupin& GO (4,=0, 1,.. I-1);
1
HY) =5, O
Rada skupin &, obsahuje pak bud priv& jen jednu skupinu G,
anebo skupin vice. V pfipadé prvnim poloZme
]1=6,6,
v pfipadé druhém budiZ: x; kterykoliv z indexi vyskytujicich se v Cle-
nech skupiny H{);
1
«,, B, dvé z Cisel 4;;

[ke,8, kg,o,] nejmensi z Cisel [x, #g] pfi

e+, 0 pHi a,=f,;
M, matice €is. [k, g kg o 1(¢t2,8:=0,1,2,.1-1) ;
@, = G®, GP, ... GP, fada skupin, zkon-
struovand z matice M, dle téhoZz pravidla
jako fada skupin & z matice M.
@fﬁ fada téch a jen t&ch skupin vybranych
z fady H®, HY,... HY, které obsahuji
alespon jeden ¢len s indexem, jenZ se sou-
¢asné vyskytuje ve skup. G’fz (4,=0,1,.. 1:-1);
H%’Z E@’fz, G'fz
Rada skupin &, obsahuje pak bud pravé jen jednu skupinu G®,
anebo skupin vice. V pfipad€ prvnim poloZme
]=6, 6, 6,

v pfipad€ druhém budiZ: x;, kterykoliv z indexii vyskytujicich se v Cle-

nech skupiny H'f:;

*) Matice M, jest zfejmé symetrickd, neobsahuje Zadného z ¢isel ob-
saZenych ve skupiné @ a jeji fad jest nejvySe roven nejvétSimu cel, &islu

obsaZenému v %
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o,, B, dv& z &isel 4,;

[kep, kp,e,] nejmensi z Cisel [%e, %g,) pii
ey By, 0 pii a,=f,;

M, matice &fs.[k, g kg o (@3, B,=0,1, 2, W-1);
G, =G®), GP,...GY fada skupin, zkon-
struovand z matice M, dle téhoZz pravidla
jako fada skupin ®& z matice M.

9 fada téch a jen t&ch skupin vybranych

3

z fady H®,H®), ... H?),, které obsahuj
alespoii jeden €len s indexem, jenZ se sou-
Casné& vyskytuje ve skup. 032 (4,=0,1,..1;-1);

Sii) = @'3) ’3)

Rada skupin ®, obsahuje pak bud prévé jen jednu skupinu G®,
anebo skupin vice. V pfipad& prvnim poloZme

]1=6,6, 6, &,

v pfipadé druhém pokraujme stejnym zpiisobem dale, ObdrZime ko-
ne¢né skupinu
J = @’ 651’ @2’ @3’-"®u-l,
jeZz fesi danou tlohu.
Diakaz. Dikaz bude proveden, dokdZeme-li nésledujici véty:

I. Pfi libovolné volb& pocCdtednich indexu skupin
Fe fady & vyskytne se Cislo [mn] z matice M v né&které
skupiné& této fady, kdyZ a jen kdyZ jest nejmensi bud
z &isel [my] (uFm), anebo z €isel [nv] (vFn).

IL. Vmatici M existuje alespon jedna skupina ¢isel
vzajemné& a od nuly riaznych, spliiujici podminku 1° a ta-
kov4, Ze soufet jejich ¢lentt neni v&t3i, nezZ souclet ¢lenu
kterékoliv jiné skupiny ¢&isel vzdjemn€ a od nuly ruz-
nych, spliiujici podminku 1°

I Je-1i K’ jedna ze skupin té€chto vlastnosti, obsa-
huje fadu skupin ©&.

IV. Je-1i u=2 a v=u-1 a obsahuje-li skupina K’ sku-
piny 6, &,,.,,0,, obsahuje skupinu &,

V. Skupina K’ neobsahuje ¢lenu, jenZ neni obsaZen
ve skupiné J.

6
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Vskutku, pak dle I. jest skupina ] matici M dpIn€ urfena a dle
I, IV, V jest totoZnd s kaZdou skupinou, kterd ma vlastnosti skupiny K,
tedy jest skupina ] feSenim dané dlohy.

*
* *

1. Z konstrukce plyne, Ze Cisla obsaZend ve skupin& ] jsou vza-
jemn& a od nuly riiznd; jejich polet jest n-1.

2. Budiz L skupina éisel vzajemné a od nuly riiznych obsaZenych
v matici M. KdyZ a jen kdyZ skupina L obsahuje z kazdého Ffadku
matice M alespoii jedno €islo, pravim, Ze jest pfipustna.

3. Z konstrukce plyne, Ze skupina ] jest pfipustna.

4. Pfi kaZdé volb& poclateénich indexit skupin Fo Fady § stanovi
konstrukce skupiny ] v kaZdé skupin& této fady ur€ity pofddek CElenil.
Skupinu F, fady % nazyvdm uspofddanou, kdyZ a jen kdyZz maji
jejii Cleny tento pofadek.

5. Pfi kaZdé volbé polateénich indexit skupin F, fady § stanovi
konstrukce skupiny J v fadé § urdity pofadek skupin F, Radu skupin §
nazyvdm uspofddanou, kdyZ a jen kdyZ maji skupiny F, tento
pofadek.

6. Budiz

Fo= [h] ... [k fetal, - -

uspofddand skupina fady § o g(=2) €lenech. Z konstrukce plyne pfi
pevném k (1=k=g-1) aj(1=j=k}1)

[fj fl ]Z [fl flj-l] _2_ [fk fK+1] (z’ — 0! e 'j-l)’

Véta 1. Pfi libovolné volb& polatelnich indexiu sku-
pin F, fady & vyskytne se &islo [mn] z matice M v né-
které skupin& této fady, kdyZ a jen kdyZ jest nejmensi
bud z &isel (my] (uFm) anebo z Eisel [nv] (v 3 n).

1. BudiZ [mn] ¢lenem skupiny F, Sta¢i uvaZovati pfipad, Ze uspo-
fddana skupina F, jest tvaru

[Ef], ... [mn),...

Podle konstrukce jest [mn] nejmensi z Cisel [my] (y Z=1,...m); tedy
dle 6. nejmensi i z Cisel [myu] (¢ = m).

2. BudiZ [mn] nejmensi z €isel [my] (¢ 3= m). V uspofadané fadé
skupin § budiZ F, prvni skupinou, kterd obsahuje ¢len [mp] s indexem m.
Stadi uvazovati ptipad, Ze skupina F, obsahuje alespoii dva €leny. Jsou
mozZny dva a jen dva vzdjemné& se vyluéujici pfipady :

V uspofddané skupiné F, neni m indexem poslednim.
V uspofddané skupiné F, jest m indexem poslednim.
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V pfipadé prvnim jest uspofddand skupina F, tvaru

[5f,), - .. [mp],....;

tedy dle vysledku pravé odvozeného jest [mp] nejmen3i z Cisel [mu]
(v == m) a tedy totoZno s [mn].

V pfipadé druhém jest uspofddanad skupina F, tvaru
[ff), . . . [pm]

a mnozstvi &isel [my] (p+f,, ... m) jest bud prazdné, anebo nikoliv. Je-li
prazdné, jest dle 6. Cislo [pm] men$i neZ kazdé z Cisel [mfy] (f; #p,m);
tedy jest nejmen3i z ¢isel [mu] a tedy totoZno s ¢islem [mn]. Neni-li prazdné,
jest podle konstrukce ¢islo [mp] mensi neZ nejmen3i z €isel [my] a dle 6.
také menSi neZ nejmen$i z Cisel [mf;]; tedy jest nejmensi z Eisel [mu]
a tedy totoZno s €islem [mn].

7. Skupina ] jest matici M jednozna¢né urena.

Tato véta plyne bezprostftedné€ z konstrukce skupiny ] a z véty L

Véta II. V matici M existuje alespoii jedna skupina
Cisel vzdjemné a od nuly ridznych, spliujici podminku 1°
a takova, Ze soucet jejich €lent neni vét3i neZ soudet
Cleni kterékoliv jiné skupiny Cisel vzdjemné& a od nuly
riznych, spliiujici podminku 1°

Vskutku, jednak existuje zfejm& v matici M alespoini jedna skupina

Cisel vzdiemn&€ a od nuly riiznfch, spliiujici podminku 1°*), jednak jest
pocet takovych skupin koneény.

8. V daldim zna€im symbolem K’ jednu ze skupin vlastnosti vytce-
nych vétou IL

9. BudiZ L skupina ¢&isel vzdjemn& a od nuly riiznych, obsaZenych
v matici M. BudteZ p,, p, dva rizné indexy €lenii v této skupin& obsa-
Zenych. KdyZ a jen kdyZ existuje alespofi jedna Castena skupina sku-
piny L, obsahujici alesponi jeden €len, tvaru

[p.q L [4:95), - .- [qes Po]

pravim, Ze skupina L jest iplnéd pro indexy p; a p,.

10. KdyZ a jen kdyZ jest skupina L dplnd pro indexy p, a p,, jest
tplnd pro indexy p, a p;.

11. KdyZ a jen kdyZ jest skupina L pfipustnd a tplnd pro kazdé
dva indexy, spliiuje podminku 1°

*) Jest to na pf. skupina od nuly riiznych Cisel, obsaZzenych v matici M
v libovolném Fadku.

8
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12. BudiZ L skupina ¢isel vzdjemn€ a od nuly riiznych, obsaZe-
nych v matici M, dplnd pro dva indexy p; a p,. KaZzdou ¢&astednou
skupinu skupiny L, obsahujici alespoii jeden Clen, jeZ se da psati ve tvaru

[p,0:]; [9205], - - - [Q-1 el
nazyvam skupinou pro indexy p,, p,- Jsou-lijeji Cleny psény praveé
v tomto pofadku, nazyvam ji uspofddanou.
13. Uspofddanou skupinou pro indexy p;, p, znafim symbolem L, ;..
Symbolu L, pfikladdm vyznam prazdné skupiny kdyZ a jen kdyZ p—q.
Je-li tedy [mn] ¢&len skupiny pro indexy p,,p, jest bud

Lpﬂle me’ [mn]' anz anebo LpﬂleLDm, [nm]' Lsz

a skupiny L,n, a L., po ptipadé L,, a Ln, neobsahuji €lenu [mn].
14. BudiZ L skupina ¢isel vzdjemn& a od nuly riiznych, obsaZenych
v matici M, tplna vZdy pro dva indexy ¢,, ¢y (v=1,2,...n-1;n=3)

Budiz p, =e¢,, p,=0. a p, 9 p,. Skupina L jest {iplné pro indexy p,, p.
Vskutku, uvaZujme skupinu ¢isel

&= Lp1 Qe L@z Q""" L9n~1pﬂ'

pravé v tomto pofadku. V této skupin& budiZ [p,q,] posledni islo obsa-
hujici index p,. Pak jest bud q,=p, anebo q, 3= p .V pfipad& prvnim
poloZme

Lpp, = [P1pel,

v pfipadé druhém ndsleduje ve skupin€ £ za €lenem [p,q,] jest& alespori
jeden ¢len s indexem q,. BudiZ [q, q,] posledni &islo skupiny £ obsahujici
index qo. Pak jest bud q,=p, anebo q; F~p,. V pfipadé prvnim
poloZme

przE [pqu]; [q2p2]

v ptipad€ druhém ndsleduje ve skupin& € za Clenem [qyq,] jesté alespoii
jeden ¢len s indexem q;. BudiZ [q,q,] posledni ¢islo skupiny £ obsa-
hujici index q;. Pak jest bud q, =p,, anebo q, & p.. V pfipad€ prvnim
poloZme

meE[plqu [q2q3]’ [q3p2]’

v pfipadé druhém pokracujme stejnym zptisobem dale. Po koneéném
po¢tu krokii dospéjeme ziejm€ k uspofddané skupin& pro indexy pi, pa,
obsaZené ve skupiné L.

15. BudiZz L skupina €isel vzdjemn&€ a od nuly riiznych, obsaZenych
v matici M. Budiz L* &4steCnd skupina skupiny L. Skupinu vSech Eisel,
obsaZenych ve skupin€ L, ale nikoliv ve skupin€ L* a jen té€ch, znadim
symbolem L — L*,
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Véta IIl. Skupina K’ obsahuje fadu skupin @,

Véta jest zfejm& sprdvnd, je-li fd4d n matice M roven 2 nebo 3.
BudiZ tedy n = 4. Pfedpokladame-li opak, dojdeme ke sporu. Vskutku,
budiZ [mn] &islo z matice M obsaZené v fadé & a nevyskytujici se ve
skupin€ K’. Podle konstrukce jest skupina Cisel & totoZna se skupinou .
Tedy dle vE&ty I jest [mn] bud nejmensi z &isel [mu] (¢« 9= m), anebo
nejmensi z Cisel [nv] (v 9= n). Bez Gjmy na obecnosti miiZeme pfed-
pokladati, Ze jest nejmenSi z €isel [mu]. Skupina K’ obsahuje nutné
Clen [mp] s indexem m. Dle pfedpokladu neni [mp] totoZno s &islem [mn];
tedy jest vé&tsi.

Skupina K’ jest tiplnd pro indexy m, n; jsou moZny dva a jen dva
vzdjemné se vyluCujici pfipady:

KaZd4 ¢&astend skupina skupiny K’ pro indexy m, n obsahuje
¢islo [mp].

Ve skupiné K’ existuje alespofi jedna skupina pro indexy m, n,
kterd neobsahuje ¢isla [mp].

V pfipadé& prvnim existuje ve skupiné K’ skupina pro indexy m, n,
jiZ lze dle 13 psati ve tvaru

[mp], Lgs
a skupina L,, pro indexy p, n obsahuje nutn& alesponi jeden Cdlen.
Skupina ¢isel vzdjemné& a od nuly riiznych, obsaZenych v matici M

K“=K’— [mp], [mn]

1. jest pfipustnd.

2. Jest 1plnd pro libovolné dva indexy p,, p,. Vskutku, bud existuje
ve skupin€ K’ alespoii jedna skupina pro indexy p,, ps, j¢Z neobsahuje
Clenu [mp] a jeZ jest tedy soufasn& skupinou pro indexy p,, ps ve
skupin€ K”, anebo ve skupiné K’ kaZda skupina pro indexy p,, p, ¢len
[mp] obsahuje. V tomto ptipad€ existuji vSak ve skupin& K’/ pfi vhodném
oznaceni obou indexii p,, p, zfejm& skupiny (pokud nejsou prdzdné)
Lopm [mn], L, L,,, a tedy dle 14 skupina pro indexy p,, p,-

3. Soucet ¢lentt skupiny K jest mensi neZ soucet ¢lenit skupiny K’
— proti pfedpokladu.

V pfipadé& druhém existuje ve skupin& K’ alespofi jedna sku-
pina pro indexy m, n, jiZ lze psati ve tvaru

[mq], L g

Dle pfedpokladu jest nutn&€ q == n, tedy [mq] > [mn]. Skupina L g,
pro indexy ¢, n obsahuje nutn& alespoii jeden Clen. Tedy staéi apliko-
vati hofejSi dvahu na skupinu

K“=K’ — [mq], [mn].

10
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16. BudiZ L skupina Cisel vzéjemn€ a od nuly raznych, obsaZe-
nych v matici M. KdyZ a jen kdyZ jest moZno rozdéliti tuto skupinu ve
dvé ji apln€ vycerpdvajici skupiny &aste¢né L,, L,, obsahujici alespoii
po jednom ¢lenu a takové, Ze Zadnd z obou skupin neobsahuje ¢lenu
s indexem vyskytujicim se ve skupiné& druhé, neni skupina L aplna pro
kazdé dva indexy.

1. Budtez L;, L, dv& skupiny uvedenych vlastnosti, budiZ [p,q’]
Clen skupiny L;, [q’.: p,] Clen skupiny L, a pfedpokladejme, Ze existuje
ve skupiné L alespoii jedna skupina pro indexy p;, p,

LD1D: = [plq‘z]’ [qq qa]: see [q k-1 p2]-

JeZto skupina L, neobsahuje dle pfedpokladu ¢&lenu s indexem p,,
jest ¢len [p,q,] nutné obsaZen ve skupiné L,. Podobné se zjisti, Ze ve
skupin€ L, jest obsaZen také kazdy dal3i €len skupiny L,, ,,, tedy zvI4sté
Clen [qg-1p,]. Tedy obsahuje kazda z obou skupin L, L, €lens indexem p,
— proti pfedpokladu.

2. BudteZ [p,q.], [Qk1p;] dva ¢&leny skupiny L, p, &= p, a pfed-
poklidejme, Ze skupina L neni dplnd pro indexy p,, p,- PoloZme
L, =Ip,q.). Skupina L — &, bud neobsahuje ¢&lenu s indexem, vysky-
tujicim se soufasn& ve skupin€ £,, anebo obsahuje alespoii jeden takovy
Clen. V pfipad& prvnim poloZme

L,=¢; L =L—g,

v pfipadé druhém budiZ £, CasteCnd skupina skupiny L — £,, obsahujici
Cleny s indexy, vyskytujicimi se soufasné ve skupin& £,. Skupina
L — &, -— £, bud neobsahuje €lenu s indexem, vyskytujicim se souéasné
ve skupiné £,, £, anebo obsahuje alespofi jeden takovy ¢len. V pfipadé&
prvnim poloZzme

L,=%¢,%; Li=L—-% — &,

v pfipadé druhém budiZ R, €istend skupina skupiny L — & — &,
obsahujici €leny s indexy, vyskytujicimi se soucasné& ve skupin& £, ,.
Skupina L — &, — &, — &, bud neobsahuje Clenu s indexem, vyskytu-
jicim se souGasn& ve skupin& £,, &,, €, anebo obsahuje alespofi jeden
takovy €len. V pfipad€ prvnim poloZme

L,=¢, &, &;L,=L—2 —8 8

v pfipadé druhém pokracujme stejnym zpiisobem dale. Dospéjeme zfejmé
ke dvéma skupindm L;, L,, z nichZ Zddn4 neobsahuje €lenu s indexem
vyskytujicim se ve skupin& druhé. Skupina L, obsahuje zfejmé& alespoii
jeden clen. Skupina L, obsahuje rovn&Z alespoii jeden ¢len. Vskutku,
z konstrukce jest patrno, Ze skupina L, jest aplnd pro kazdé dva indexy;

11



48 Dr. OTAKAR BORUVKA:

tedy neobsahuje ¢lenu [qg; p,]. Tedy jest ¢len [qi-; p.] obsaZen ve
skupiné L.,.

17. BudiZ L skupina &isel vzdjemn& a od nuly riiznych, obsaZenych
v matici M. BudteZ L,, L, &iste¢né skupiny skupiny L, tuto tplné vy€er-
pavajici, obsahujici alespoii po jednom c¢lenu a takové, Ze Z&dnd z nich
neobsahuje €lenu s indexem vyskytujicim se ve skupin&€ druhé. BudiZ
L* CasteCnd skupina skupiny L, obsahujici alespoii jeden €len a tplna
pro kaZdé dva indexy. Jedna z obou skupin L,, L, obsahuje celou
skupinu L*.

Tato véta plyne bezprostfedné z 16.

18. KaZda skupina F, (¢ pevné, <i — 1) fady § jest tiplnd pro
kazdé dva indexy p;, p,.

Zfejmé stadi uvaZovati skup. F. BudiZ p, =1, p, = fx (h,k <g; h==k).
Pak jest bud h<<k < g anebo k<Zh<g.

V pfipad€ prvnim jest

[P fugal, [t futals « - o [fc—1p.]
v piipad€ druhém jest

[P1fn—1], [fa—1fo_2l, . - . [fxt-1P.)

uspofadanou skupinou pro indexy p;, p.

19. Kazda skupina G; (4 pevné, <1—1) fady © jest tiplna pro
kazdé dva indexy p,, D,.

Ziejmé& stai uvaZovati skupinu G. Je-li G=F, jest dle 18 véta
dokizdna. BudiZz tedy G=F,F,,... F_; (k > 2). PoloZme

F*D=F,F,,...F,_; (x <Kk),

Ditkaz tplnou indukci: Pfedpokladejme, Ze Gplné pro kazdé dva
indexy p,, p; jsou skupiny F, F), . FlmD (mpevné, < k — 1) a ukaZme,
7e pak i skupina Fm) jest pro kaZdé dva indexy (plna.

Stadi uvaZovati pfipad, Ze index p, vyskytuje se pouze mezi indexy
Clentt skupiny F(m-1)) index p, pouze mezi indexy ¢&lenit skupiny Fp,.
Podle konstrukce skupiny G jest obsaZen ve skupin& F(m-) ¢len sinde-
Xem jm-1. Vyskytujicim se soufasnd v indexech &lenit skupiny Fp;
tedy jest p; & jm-1. P> F jm-1. Dle pFedpokladu jest skupina Fm-D a tedy
i skupina Fim @plna pro indexy p,, ju-1 a dle 18 jest skupina F, a
tedy i skupina F(m iplnd pro indexy j,, p,. Tedy dle 14 jest skupina
F(m aplnd pro indexy p,, p,.

20. KaZda skupina HSQ) (¢ pevné <u—1; 4o pevné, <l —1)
e
jest daplnd pro kazidé dva indexy p,, ps.

12
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-~

Zfeim& stadi uvaZovati skupinu H'e). Je-li =0 (H@=H=GQG)
jest dle 19 v&ta dokdzana. BudiZ tedy o > 1.

Diikaz uplnou indukci: Pfedpokladejme, Ze upInid pro kazZdé dva
indexy p,, p, jest kaZdd skupina z fad H;, HS}:,. . 'H(lm;;l.)x (m pevné, < o;

A=0,1,...1—1; 4, =0,1, ... —1; 4y = 0, 1, ... 15(—1) a
ukaZine, Ze pak i skupina H™ jest pro kazdé dva indexy tplna.
Kdyby skupina H™ nebyla tplnd pro kaZdé dva indexy, bylo by
ji. mozno dle 16 rozdéliti ve dvé ji plné vycCerpavajici skupiny ¢asteéné
L,, L,, obsahujici alesponn po jednom ¢Clenu a takové, Ze Zadna z nich
by neobsahovala c¢lenu s indexem, vyskytujicim se ve skupin& druhé.
Dle konstrukce jest Hm=§m) Gm ., tedy by jedna z obou skupin
L,, L, obsahovala alespoii jeden &len ze skupiny £ (™), tedy alespoii
jeden ¢&len urcité skupiny z fady Hi":n’l) a tedy dle 17 celou tuto sku-

pinu; tedy dle konstrukce alespoii jeden &len ze skupiny G(™a tedy dle
19 a 17 celou tuto skupinu; tedy dle konstrukce alesporni jeden ¢len
z kazdé ze zbyvajicich skupin fady H™) a tedy dle 17 celou tuto fadu
skupin; tedy by byla druhé z obou skupin L,, L, prdzdna — coZ jest spor.

21. Skupina ] spliiuje podminku 1°

Tato véta plyne bezprostfedné z 3, 20 a 11.

22. Z konstrukce plyne, Ze fada skupin Hgf’g (o pevné < u—1;
4, =0,1,...1g— 1) obsahuje vSechna Cisla obsaZend v fadé 6, 8,,,..6,
a jen ta.

23. Z konstrukce plyne, Ze pfi u =2 Zadna skupina z Fady skupin

Ha‘;) (o pevné, <<u—2; 40 =0,1,... lo—1) neobsahuje €lenu s inde-
xem, vyskytujicim se v jiné skupiné téZe fady.

24. Budiz u=2; v=<u— 1. Obsahuje-li skupina K’ skupiny
®, ®,,... ®v-1, obsahuje dle 22 Fadu skupin Hy, '); tedy jest tvaru
K= g1, Hlv—l),” . Hlv—Y; m@-1 :

lv_1-1

25. Z 23 a 16 ihned vyplyva, Ze skupina M™-1) neni prazdna.
26. Ke kaZdé skupiné z fady H(va_ll) existuje ve skupind M 1) ale-

spofi jeden ¢len, jehoZ jeden a jen jeden index se vyskytuje mezi indexy
Clenni této skupiny.

Vskutku, jinak by ihned plynulo z 23 a 16, Ze skupina K’ neni
uplnd pro kazdé dva indexy.

(v-1)

27. Budiz N ;,;_l skupina v3ech Clenit skupiny M®™1) jejichZ jedena

jen jeden index se vyskytuje mezi indexy ¢leni skupiny H&”v__ll) (A,-1pevné).

4 ©rice Mor. p¥irodovéd. spol. 13
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Skupinu v3ech vzdjemné riaznych cisel, obsaien)'rch ve skupin& N(*7%),
Ng"‘l), N(v l) -1 a tedy také veskupiné M( znaéim v dal8im sym-

bolem M{~ 1).
28. Skupina M{"~)) obsahuje dle 26 alespofi jeden &len.

29. BudiZ [mn] &len skupiny M{®-Y). Budte k,, k, libovolné dva indexy

vyskytujici se v t&chZe dvou riznych skupinich fady H;_v_ll jako

indexy m, n. BudiZ [k k,] 9= [mn]. Cislo [k, k,] neni &lenem skupiny K.
Bez ajmy na obecnosti miiZeme pfedpoklddati, Ze indexy m, k, vysky-
tuji se mezi indexy €leni skupiny H("-l), indexy n, k, mezi indexy ¢leni
skupiny H(l"_‘). Predpokladejme opak, tedy Ze [k, k,], jest ¢lenem sku-
piny K’. Skupina
K“=K’— [k. k,]

1. jest pfipustna.

2. Jest aplnad pro libovolné dva indexy p, p;. Vskutku, ve skupin& K’
existuje skupina pro indexy p,, p, Tato bud neobsahuje ¢lenu [k, k.]
a jest tedy obsaZena ve skupin& K, anebo ¢len [k, k,] obsahuje. V tomto
pfipadé vSak dle 20 existuji ve skupin€ K’ skupiny (pokud nejsou
prazdné) Ly,m, L, a tedy dle 13 pfi vhodném oznaeni indexit pj, p.
skupiny (pokud nejsou prazdné) L, Ly,m, [mn], Ly, Li,,; tedy dle
14 skupina pro indexy p,,p,.

3. Soucet &lenit skupiny K jest men$i neZ soucet ¢leni skupiny K’
— proti predpokladu.

30. Skupina M) jest obsaZena v matici M,,

Vskutku, pfedpokldddme-li opak, dojdeme ke sporu. BudiZ [mn]
Clen skupiny Mf}’ Vs bez ujmy na obecnosti miZeme pfedpokladati, Ze
index m vyskytuje se mezi indexy Cleni skupiny H{®-1) index n mezi
indexy €lenit skupiny HE”_I). BudiZ nyni pro jednoduchost [k, k,] nejmensi
z Cisel [x, %,] (%, (x,) kterykoliv z indexii, vyskytujicich se ve &lenech
skupiny H(*™) (H(-")) a predpokladejme, Ze islo [mn] neni obsaZeno
v matici M, ; tedy [mn] > [k, k,].

Skupina €isel vzdjemn& (dle 29) a od nuly riiznych, obsaZenych
v matici M

K“=K’— [mn], [k, k,]

1. jest pfipustna.

2. Jest uplnad pro libovolné dva indexy p,, p,. Vskutku, bud existuje
ve skupiné K’ alesponi jedna skupina pro indexy p,, p,, jeZ neobsahuje
Clenu [mn] a jeZ jest tedy soufasn& skupinou pro indexy p,, p, ve

14
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skupin& K”, anebo ve skupin& K’ kazdd skupina pro indexy p,, pa
¢len [mn] obsahuje. V -tomto pfipadé existuji vSak dle 20 ve skupiné& K
skupiny (pokud nejsou prdzdné) Ly, Li,. a tedy dle 13 pfi vhodném
oznaceni indexi p,, p, skupiny (pokud nejsou prdzdné) L, . Lpyy, [k, kel
Li,o, Lno,; tedy dle 14 skupina pro indexy p,, p..

3. SouCet c&lenit skupiny K’ jest men3i neZ soulet Clent skupiny
K’ — proti pfedpokladu.

Véta IV. BudiZ u=2, v=u-1. Obsahuje-li skupina K’
skupiny 6,8,,...0,_,obsahuje skupinu &,

Vskutku, obsahuje-li skupina K’ skupiny &, &,,...®,_,, obsahuje
dle 24, 27, 28, 30 skupinu d¢isel M(“;—l)- nikoliv prazdnou, obsaZenou
v matici M,

Skupina MY &isel vzajemné a od nuly raznjch, obsaZenych
v matici M,

1. jest pro matici M, dle 26 pfipustna.

2. Jest Giplnd pro kazidé dva indexy. Vskutku, jinak by bylo mozno
dle 16 ji rozdéliti ve dvé ji upln& vyCerpavajici skupiny ¢astecné, obsa-
“hujici alespoii po jednom ¢lenu a takové, Ze Zddnd z nich by neobsa-
hovala ¢lenu s indexem, vyskytujicim se ve skupin€ druhé. Z 23 a 16
by pak ihned plynulo, Ze skupina K’ neni tiplnd pro kazdé dva indexy
— proti pfedpokladu.

3. Soulet ¢lenu skupiny Mi‘”'l) zfejmé& neni v&tSi neZ soucet ¢lenii kte-

rékoliv skupiny jiné, obsaZené v matici M, a spliiujici pfedchdzejici dvé
podminky.
Skupina ML"_’) jest tedy skupinou ¢&isel z matice M,, majici tytéz

vlastnosti jako skupina éisel K’ z matice M. Tedy dle vé&ty Il obsa-
huje skupinu &,

31. Skupina K’ obsahuje skupinu ].

Tato véta plyne bezprostfedné z vét Ill a IV,

Vé&ta V. Skupina K’ neobsahuje ¢lenu,jenZ neni obsa-
Zen ve skupiné ]J.

Vskutku, skupina ] spliiuje dle 21 podminku 1° Soucet jejich ¢leni
nemuZe tedy byti menSi neZ soulet Clend skupiny K’

32. Skupina | feSi danou dlohu.

Tato véta plyne bezprostfedn& ze 7, 31 a véty V.

Poznamka. Hovi-li ¢isla [¢f] v matici M zvla§tnim podminkam,
muZeme je interpretovati jako vzajemné vzdalenosti mezi n body; v od-
vozeném vysledku jest pak Fe3ena ndsledujici dloha:
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V rovin&€ (obecn& v r—rozmé&rném prostoru) jest
ddno n [> 2] boda, jejichZ vzdalenosti jsou vesmés
rizné, Jest je spojiti siti tak, aby

1° kazdé dva body byly spojeny bud pfimo anebo
prostfednictvim jinych,

2° celkova délka sit& byla co nejmen3i

V nésledujicim obrazci jest poddno fe3eni této ulohy ve zvlastnim
pfipadé.*)

*) Jak na zdkladé odvozeného vysledku lze je prakticky nalézti, jest vy-
loZeno v mém ¢lanku _Ptispévek k feSeni otazky ekonomické stavby elektro-
vodnych siti v Elektrotechnickém obzoru ro¢. 15., 1926,
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Uber ein Minimalproblem.

In dieser Arbeit 16se ich folgendes Problem:

Es moge eine Matrix der bis auf die Bedingungen rgg = O,
o = I3 positiven und von einander verschiedenen Zahlen rqg (o, p =
1, 2, ... n; n==2) gegeben sein.

Aus dieser ist eine Gruppe von einander und von Null verschie-
dener Zahlen auszuwdhlen, so dass

1° in ihr zu zwei willkiirlich gewéhlten natlirlichen Zahlen p,, p, (< n)
eine Teilgruppe von der Gestalt

r

thC-z. C2C3. r0:3(34' °c qu~2 Cq-1, qu 1 p2

existiere,
2° die Summe ihrer Glieder kleiner sei als die Summe der Glieder

irgendeiner anderen, der Bedingung 1° geniigenden Gruppe von ein-
ander und von Null verschiedenen Zahlen.*)

Losung. Es sei f, eine der Zahlen « und [f,f,] die kleinste der
Zahlen [f,7,] [v, 3 1,]. Dann ist die Menge der Zahlen [f,»,] (¥, 1, f,)
entweder leer, oder sie ist es nicht. Im ersten Falle setzen wir

F=[if],

im zweiten ist die kleinste der Zahlen [f,y,] entweder grosser als [f,f,],
oder kleiner. Ist sie grisser, so setzen wir

F = [fofI]:

ist sie kleiner, betrachten wir die kleinste der Zahlen [f,7,]; diese sei

[f,f,]. Dann ist die Menge der Zahlen [f,7,] (7,7f,, f1, f,) entweder leer,
oder sie ist es nicht. Im ersten Falle setzen wir

F=[f,f], [f,f,], .

im zweiten ist die kleinste der Zahlen [f,y,] entweder grosser als [f,fs],
oder kleiner, Ist sie grosser, so setzen wir

F = [if,]), [f,f,]
*) Der Einfachheit halber bezeichne ich die Zahl ras mit [«8].
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ist sie kleiner, betrachten wir die kleinste der Zahlen [f,y,]; diese sei
[f,7;]. Dann ist die Menge der Zahlen [f,7,] (v, &1, f, f,, f;) entweder
leer, oder sie ist es nicht. Im ersten Falle setzen wir

F= [fofl], [flfs]’ [f2f2]'

im zweiten ist die kleinste der Zahlen [f,7,] entweder grosser als [f,f,],
oder kleiner. Ist sie grisser, so setzen wir

F = [ff,], [f,f,], [LE],

ist sie kleiner, so setzen wir das Verfahren in derselben Weise fort.
Wir gelangen endlich zu einer Gruppe

F= [fOfI]’ [f1f2]v [fzfs]) oo [fg—l fz]

Unter den Indices f,, f,, ... f; kommt dann entweder eine jede der
Zahlen 1, 2, ... n wenigstens einmal vor, oder nicht. Im ersten Falle
setzen wir

% = F’
im zweiten sei f eine der Zahlen 1, 2, ...n, die unter den Zahlen
foo £, ... fy nicht vorkommt. Es sei [f{fV] die Kleinste der Zahlen
[f0yP] (7P F= 1), Von dieser Zahl ausgehend konstruiren wir in der-

selben Weise wie friither die Gruppe
F, = [fgl)f(ll 1, [f@fé')], e [f<g11)_l fg)].

Sollten wir bei der Konstruktion dieser Gruppe zu einer Zahl ge-
langen, deren Index bereits unter den Indices der Zahlen der Gruppe F
vorkommt, so setzen wir, wenn f) den ersten solcher Indices bezeichnet,

0 = £,
g1 hy
Unter den Indices f,, f,, ... fg; £, 0, ... £, kommt dann ent-

weder eine jede der Zahlen 1, 2, ... n wenigstens einmal vor, oder
nicht. Im ersten Falle setzen wir

‘EF’ Fb

im zweiten sei ng) eine der Zahlen 1, 2, ... n, die unter den Zahlen
fo, £, ... .5 €0, £0, ... £ nicht vorkommt. Essei [fP1{?] die kleinste
der Zahlen [{? y()] [78”:#:%2)]. Von dieser Zahl ausgehend konstruiren
wir in derselben Weise wie frither die Gruppe

F, = [[212], [(R1], ... [[_i@],

g2—1 g

Sollten wir bei der Konstruktion dieser Gruppe zu einer Zahl ge-
langen, deren Index bereits unter den Indices der Zahlen der Gruppen
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F, F, vorkommt, so setzen wir, wenn % den ersten solcher Indices
bezeichnet £ =1(.

Unter den Indices f,, f;, ... fg: £V, £, . . f b £, 12, .., {2
kommt dann entweder eine jede der Zahlen 1, 2, ... n wenigstens
einmal vor, oder nicht. Im ersten Falle setzen wir

8 =F, F, F,
im zweiten Falle setzen wir das Verfahren in derselben Weise fort.
Wir gelangen endlich zu einer Reihe von Gruppen
§=FF,F,... F,

die als eine Gruppe von Zahlen betrachtet, Zahlen mit allen Indices
enthilt,

Die Reihe von Gruppen ¥ enthdlt entweder gerade nur die Gruppe F
oder mehrere Gruppen. Im ersten Falle setzen wir

G =F,

im zweiten enthdlt die Gruppe F entweder keine Zahl, deren Index in
einer der iibrigen Gruppen der Reihe § vorkommt, oder sie enthilt
eine solche. Enthilt sie keine solche Zahl, so setzen wir

G =F,
enthdlt sie eine solche, so konnen wir allgemein annehmen, sie ent-
haite eine Zahl, deren Index unter den Indices der Zahlen der Gruppe F,
vorkommt.

Die Reihe von Gruppen ¥ enthdlt dann entweder gerade nur die
Gruppen F, F,, oder mehrere Gruppen. Im ersten Falle setzen wir

G=FF,
im zweiten enthélt die Gruppe F, F, entweder keine Zahl, deren Index

in einer der iibrigen Gruppen der Reihe ¥ vorkommt, oder sie enthilt
eine solche. Enthilt sie keine solche Zahl, so setzen wir

G =F F,

enthdlt sie eine solche, so konnen wir allgemein annehmen, sie ent-
halte eine Zahl, deren Index unter den Indices der Zahlen der Gruppe
F, vorkomnt.

Die Reihe von Gruppen § enthilt dann entweder gerade nur die
Gruppen F, F,, F,, oder mehrere Gruppen. Im ersten Falle setzen wir

= F, F), F27

19



56 Dr. OTAKAR BORUVKA:

im zweiten Falle setzen wir das Verfahren in derselben Weise fort.
Wir gelangen endlich zu einer Gruppe von Zahlen

G = F, Fv Fg, .« o e Fk—l-

Diese enthdlt entweder alle Gruppen der Reihe § oder nicht. Im
ersten Falle setzen wir

® = G,

im zweiten existiert in der Reihe ¥ eine Gruppe F, in der keine Zahl
mit einem unter den Indices der Zahlen der Gruppe G vorkommenden
Index enthalten ist.

Die Reihe von Gruppen §§ enthdlt dann entweder gerade nur die
Gruppen G, F,, oder mehrere Gruppen. Im ersten Falle setzen wir

im zweiten enthdlt die Gruppe F, entweder keine Zahl, deren Index in
einer der iibrigen Gruppen der Reihe § vorkommt, oder sie enthilt
eine solche. Enthdlt sie keine solche Zahl, so setzen wir

G, = F,,

enthélt sie eine solche, so konnen wir allgemein annehmen, sie enthalte

eine Zahl, deren Index unter den Indices der Zahlen der Gruppe Fy4q
vorkommt.

Die Reihe von Gruppen § enthdlt dann entweder gerade nur die
Gruppen G, Fi, F,y;, oder mehrere Gruppen. Im ersten Falle setzen wir

G, = Fy, Fyy

im zweiten Falle setzen wir das Verfahren in derselben Weise fort.
Wir gelangen endlich zu einer Gruppe von Zahlen

G, = Fyi, Feyty . - o Fi—1e

Die Gruppe G, G, enthdlt dann entweder alle Gruppen der Reihe &
oder nicht. Im ersten Falle setzen wir

@ = G) Gl;

im zweiten Falle setzen wir das Verfahren in derselben Weise fort.
Wir gelangen endlich zu einer Reihe von Gruppen
@ = G, Gx’ o o o G|_1.
Diese enthilt alle Gruppen der Reihe §F und die Indices der Zahlen

von zwei verschiedenen Gruppen dieser Reihe sind verschieden.
Es sei Hy = G; (A=0, 1, ... 1-1).

20
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Die Reihe von Gruppen & enthilt entweder gerade nur die
Gruppe G, oder mehrere Gruppen. Im ersten Falle setzen wir

=@,
im zweiten sei: x; einer der Indices der Zahlen der Gruppe H,.
e,, 3, zwei der Zahlen 4;
[ke,g, kg o] die kleinste der Zahlen [0,23 ] fir
o, F B, 0 fiir ¢, =f,;
M, Matrix der Zahlen [k, g kg o] (@, $1—0,1,...1-1).
G, = G0, G, . .. Gf:)_l die durch dasselbe Ver-

fahren wie die Reihe & aus der Matrix M, hergestellte
Reihe von Gruppen aus der Matrix M;;

9P die Reihe derjenigen der Gruppen H, H,,... Hi,
1

die wenigstens eine Zahl mit einem in den Indices der

Zahien der Gruppe GP (4, =0, 1, ... 1,—1) vor-

1

kommenden Index enthalten;
1) — 1) 1)

HY) = 9, G

Die Reihe von Gruppen @, enthilt dann entweder gerade nur die
Gruppe G, oder mehrere Gruppen. Im ersten Falle setzen wir

1=6,6,
im zweiten sei #; einer der Indices der Zahlen der Gruppe H;
1 1

«,, }5 zwei der Zahlen 4,;

[ke,8, kB,e,] die kieinste der Zahlen [x«,%8,) fiir e,=44,,
0 fir @, = f,;

M, Matrix der Zahlen [ko,B, kB,e,] (@ ,8,—0, 1 ... 1,—1);
&, = GO, GP, ... G2 die durch dasselbe Ver-

fahren wie die Reihe ® aus der Matrix M, hergestellte
Reihe von Gruppen aus der Matrix M,;

P die Reihe derjenigen der Gruppen H®, HD, ..
)
H® |, die wenigstens eine Zahl mit einem in den In-
dices der Zahlen der Gruppe 032 (=0, 1, ...1,—1)
vorkommenden Index enthalten;
2) — 2) 2)
HSL, = Sj&z, G&-{
Die Reihe von Gruppen &, enthdlt dann entweder gerade nur die
Gruppe G®, oder mehrere Gruppen. Im ersten Falle setzen wir

.]E @j’ ©h @2
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-im zweiten sei: x; einer der Indices der Zahlen der Gruppe H%:;

o, B, zwei der Zahlen 4,;

[ke,8; kBye;] die Kleinste der Zahlen [xe;%8,] fiir a,=Ff;,
0 fiir e, 3 f,;

M, Matrix der Zahlen [k, g ko] (2 8,=0,1,...1,— 1);
&, = GO, GP, . .. G®  die durch dasselbe Ver-
fahren wie die Reihe ® aus der Matrix M, hergestellte
Reihe von Gruppen aus der Matrix M;;

@33; die Reihe derjenigen der Gruppen H®, H®, . . . H.(,z)_1,
die wenigstens eine Zahl mit einem in den Indices der
Zahlen der Gruppe 032 A4, =0, 1, ... I3 vor-
kommenden Index enthalten;

H&‘; — 533?;, G&?’

Die Reihe von Gruppen &, enthilt dann entweder gerade nur die
Gruppe G3, oder mehrere Gruppen. Im ersten Falle setzen wir

J = @’ ®1, 6521 @3’

im zweiten Falle setzen wir das Verfahren in derselben Weise fort.
Wir gelangen endlich zu einer Gruppe von Zahlen

J = @’ ®1! ®2) @3’ o« s o @u_l

die das vorgelegte Problem 16st.

*

Der Beweis wird durch folgende Sétze erbracht:

I. Eine Zahl [mn] aus der Matrix M erscheinl bei beliebiger Wahl
der Anfangsindices der Gruppen Fe der Reihe §§ in einer dieser
Gruppen dann und nur dann, wenn sie entweder die kleinste
der Zahlen [myu] (# 3= m) oder der Zahlen [nv] (v == n) ist.

II. Es ist moglich aus der Matrix M wenigstens eine der Bedin-
gung 1° geniigende Gruppe von einander und von Null ver-
schiedener Zahlen auszuwihlen, so dass die Summe ihrer
Glieder nicht grosser ist, als die Summe der Glieder irgend-
einer anderen, der Bedingung 1° geniigenden Gruppe von ein-
ander und von Null verschiedener Zahlen,

lll. Ist K’ eine solche Gruppe von Zahlen, so enthilt sie die Gruppe ©.
IV. Ist u==2 und v==u—1 und enthilt die Gruppe K’ die Gruppen
®, ®,, .. &,_,, so enthilt sie auch die Gruppe ®,.

V. Die Gruppe K’ enthdlt keine Zahl, die in der Gruppe ] nicht

enthalten ist.

Brno, Janner 1926.
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