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ACTA FACULTATIS HERUM NATURALIUM UNIVERSITÄTIS COMENIANAE 
TOM. I., FASC. IV-VI MATHEMATICA 1956 

Über eine Verallgemeinerung der Eindeutigkeitssätze 
für Integrale der Differentialgleichung y' — J(x, y) 

0. B O R Ü V K A , Brno 

(Gewidmet dem Herrn Professor Dr. J. Hronee zti seinem 75. Geburtstage) 

1. F ü r die Differentialgleichung 

y' = y) 

kennt man bekanntlich eine Reihe von E indeu t igke i t s sä tzen , die hinreichenda 
Bedingungen für die Un iz i t ä t von Integralen i n einem gegebenen Punkte-
beschreiben. Meistens werden diese Bedingungen durch Angabe von geeigneten 
Majoranten der Funk t ion f(x, y2) — ]{x_, y,) oder deren absoluten Wertes 
dargestellt. 1) Diese Sonderstellung der Differenz scheint zwar methodisch, 
nicht aber sachlich berechtigt zu sein, da die Betrachtung von anderen, dem 
Felde der J)ifferentialgleichung angepaß ten Funkt ionen von f(x, yx), f(xK y2) 
i n einzelnen Fäl len sehr nütz l ich sein kann. Ich werde nun eine i n diesem 
Sinne weitgehende Verallgemeinerung der E indeu t igke i t s sä tze angeben. Die 
Resultate und Beweismethode lassen sich unschwer auf Systeme von expliziten 
Differentialgleichungen erster Ordnung übe r t r agen . I ch werde mich jedoch 
der K ü r z e der Bezeichnungen halber auf eine Differentialgleichung, und wie 
übl ich, auf die Verhäl tn isse rechts vom betrachteten Punk t beschränken . 

2. Vorbereitung zum Hauptsatz. 

Gregeben sei die Differentialgleichung 

z' = G{x, z) (A) 

i n dem Bereich 

O : £<.x<£ + a; —c<>z<.c (a, c > 0). 

W i r setzen voraus, daß die Funk t ion 0 i m Bereich O stetig ist. 
Es sei M eine Zahl , M ^ M a x G\ i m Bereich O, und ferner oc =*= M i n (a, c i M) 

oder <x = a jenachdem M > 0 oder M = 0 ist. 
Die aus dem Punk t (£, 0) ausgehenden Integrale der Differentialgleichung ( A ) ^ 

Eine bemerkenswerte Ausnahme bildet das unlängst von L. Markus entdeckte 
Kriterium. (A uniqueness theorem for ordinary differential equations involving smooth 
functions. Proc. Amer. Math. Soc, 4 [1953], 88.) 
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deren rechte Enden am Rande des Bereiches O gelegen sind^2) existieren 
wenigstens im Intervall [£, £ + 

Wir bezeichnen mit Z das aus dem Punkt (£, 0) ausgehende Maximalintegral 
der Differentialgleichung (A), dessen rechtes Endo am Rande des Bereiches 0 
gelegen ist. iMeses Integral existiert wenigstens im Intervall [£, £ -+- oc]. 

Wir betrachten nun eine aus dem Punkt (f, 0) ausgehende und im Intervall 
+ definierte Unterfunktion z bezüglich der Differentialgleichung (A)„ 

Diesen Begriff meinen wir im folgenden Sinne: 
z ist eine der Anfangsbedingung z(£) = 0 genügende, im Intervall [£, £ + <*] 

definierte und stetige Punktion, die daselbst fast überall die Differential­
ungleichung 

X)z(x) ^ G[x, z(x)] (1) 
erfüllt. 

D bedeutet die untere (immer) links- oder rechtsseitige Derivierte und das 
Wort fast das Zulassen einer höchstens abzählbaren Menge von Ausnahmen. 

Natürlich gelten für alle x + oc] die Beziehungen — c ^ z(x) ^ c. 
Wi r werden zeigen, daß in dieser Situation für alle x 6 [£, £ - f oc] die- folgende 

Ungleichung besteht 

z(x)^Z(x). (2) 

Zu diesem Zweck betrachten wir die Differentialgleichung 

zr = G(x, z) (Ä) 
in dem Bereich 

O: + — oo < z 

wobei die Werte der Punktion G für jedes x € [£, £ -|- oc] in folgender Weise 
definiert sind: 

2(3)] für — oo <. z z{x). 

Die Funktion 6? ist i m Bereich 0 stetig und erfüllt daselbst die Unglei­
chung \G\ 5£ M. 

Die aus dem Punkt (£, 0) ausgehenden Integrale der Differentialgleichung (A), 
deren rechte Enden am Rande des Bereiches O gelegen sjpid, existieren wenig­
stens im Intervall [£, £ + «]• 

Es sei 2 ein aus dem Punkt (£, Q) ausgehendes und im Intervall I + «] 
definiertes Integral der Differentialgleichung (A). 

A u f Gründl der Beziehung (1) folgt mittels klassischer Schluß weise3) die 
für x € [£, £ + oc] bestehende Ungleichung 

2(s) ^ 2(3). 

2) D. h. die in kompakten Intervallen [|, < definierten Integrale i von der 
Beschaffenheit, daß die rechnen Enden &(£•,)), sonst aber keine anderen Punkte der 
entsprechenden Integralkurven am Rande des Bereiches liegen. 

8) S. z. B. 6. Sansone, Equazioni differenziali nel campo reale. Parti, seconda. Bologna, 
(1941), 98. • 
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Dieselbe enthält, daß die Funktion z ein Integral der Differentialgleichung (A) 
darstellt}. Folglich gilt für alle x € [£, g + <*] die Beziehung 

z{x) ^ Z{x) 

Tind somit auch die Ungleichung (2). 

3. Der-Hauptsatz. 

Wir betrachten die folgende Situation: 
Gegeben ist die Differentialgleichung: 

y' = fix, y) («) 
in dem Bereich , 

A: £^x^£ + a; r) — b ^ y ^ r\ + b (a, b > 0). 

Wir nehmen an, daß wir zu der Differentialgleichung (a) zwei Funktionen 
q>, 0 von drei Veränderlichen haben, mit den folgenden Eigenschaften: 

1. Die Funktion (p{x;u, v) ist} in dem Bereich 

w: £ < x <Z | -p- ^ — 6 < w ̂  i ; <?7 b 

definiert und von folgender Beschaffenheit: 
a) ihr Wert in jedem Punkt (x; u, v) € w ist positiv oder Null, jenachdem 

M < v oder u = v ist; 
b) sie ist im Bereich w stetig und besitzt, daselbst stetige partielle Ab­

leitungen <px, <p'u,<p'v; 
c) es gilt die Beziehung 

lim (p[x; u(x), v(x)] = 0 

für beliebige, vom Punkt (£, t}) ausgehende und den Ungleichungen 
7j — b < u(x) ^ v(x) < + b genügende Integrale u, v der Differential­
gleichung (a). 

2. Die Funktion &(x; u, z) ist im Bereich 

ß : £^.x^£ + a; r} — b^u^rj + b, 0 ^ z < + o o 

definiert und von folgender Beschaffenheit: 
a) sie ist im Bereich Li stetig;. 
b) im Bereich w gilt die Ungleichung: 

<px(x\ u, v) + <p'u(x; u, v)f{x, u) + <p'v(x; u, v)f{x, v) ^ &\x\ u, y(x; u, »)]. 

In dieser Situation gilt der folgende, für die erwähnte Verallgemeinerung 
der Eindeutigkeitssätze grundlegende Hauptsatz: 

Zu je zwei beliebigen vom Punkt (£ r rj) ausgehenden, im Intervalk [£, £ rjr a] 
definierten und den Ungleichungen r\ — b < u(x) ^ v(x) <r] -j- b genügende^ 
Integralen u, v der Differentialgleichung (a), gibt es eine rechts von £ gelegene 
Umgebung (£, £ + et], 0 < a ^ at in der das vom Punkt (|, 0) ausgehende 
Maxirrifälintegral Z der Differentialgleichung 

z'= 0[x;u(x),z] (ß) 
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existiert und die Ungleichung 

<p[x; u(x), v(x)] <. Z(x) 

besteht. Wenn d\ie Funktion <p im Bereich w (von oben) beschränkt ist, so hängt 
diese Umgebung von der Wahl der Integrale u, v nicht ah. 

Ersichtlich ist die Differentialgleichung (ß) in dem Bereich 

Q': £<x<,£ + a; 0 ^ z < + o o 
definiert. 

Beweis. Es seien u(x), v{x) zwei beliebige vom Punkt {£, rj) ausgehende, 
im Intervall [£, £ + a] definierte und den Ungleichungen r\ — b < u(x) <I 
^ v(x) < y\ + b genügende Integrale der Differentialgleichung (a). 

Wir betrachten die im Intervall [|, £ + a] folgendermassen definierte 
Funktion z: 

z(£) = 0; z(x) = (p(x; u(x), v(x)] für x € (£, £ + «]• 

Die Funktion z nimmt nur nicht negative Werte an [la)]; dieselbe ist 
im Intervall [£, £ + a] stetig [lb), c)] und besitzt für x 6 (£, £ + a] die Ab­
leitung z'{x) [lb)]; ferner gilt für x € (£, £ + °0 die Ungleichung 

[ 2 b ) ] i z'<z)^0[z;^),*(*)] . (!) 

Wir bilden nun mittels der Funktion 0 die folgende Differentialgleichung (A) r 

um für dieselbe und die Funktion z die in der N ° 2 betrachtete Situation zu 
schaffen. 

Die Funktion z nimmt im Intervall [£, £ + a] ein nichtnegatives Maximum 
an; dasselbe hängt im allgemeinen von der Wahl der beiden Integrale u, v ab. 
Wir wählen eine dieses Maximum übersteigende Zahl c > 0; falls die Funktion q> 
im Bereich Ü) beschränkt ist, so wählen wir^c größer als die obere Grenze von (p 
in <i). Sodann haben wir1 für x € [£, £ -f- ß] die Ungleichungen 

0 ̂  z(z) < c. (2) 

Es sei Jlf das Maximum von | 0 | in dem Teil z ̂  c von Q, und ferner <x = 
Min (a, c : Jf) oder cc = a jenachdem M > 0 oder J f = 0 ist. 

Wir bilden die Differentialgleichung 

z' = G(x, z) (A) 
in dem Bereich 

0: £^x^£-\-a\ —c ^ z ^ c, 

wobei die Funktion G für jedes x € [£, £ + a] folgendermassen definiert ist r 

z^ ~ | & [ X . U ( x ) r 0] für —c ̂  z ̂  0. 

Aus den Formeln (2), (3), (1) entnehmen wir, daß z(x) eine aus dem Punkt 
(£, 0) ausgehende, im Intervall [£, I + a] definierte Unterfunktion bezüglich 
der Differentialgleichung (A) darstellt. 

»Die aus dem Punkt (£, 0) ausgehenden Integrale der Differentialgleichung 
(A), deren rechte Enden am Rande des Bereiches ö gelegen sind, existieren 
wenigstens im Interwall [£, £ + « ] . 
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Wir bezeichnen mit Z das aus dem Punkt (£, 0) ausgehende Maximain tegral 
der Differentialgleichung {A), dessen rechtes Ende am Rande des Bereiches O 
gelegen ist. Dieses Integral existiert wenigstens im Intervall [£, £ oc] 

Wir haben nun bezüglich der Differentialgleichung (A) und der Funktion z 
die in der N 2 betrachtete Situation. Folglich bestehen für alle oc] 
die Ungleichungen 

0 z(x)<Z(x) c, (4) 

wobei im letzten Glied das Gleichheitszeichen nur für x oc gelten kann 
Wir sehen, daß es zur Vollendung des Beweises genügt zu zeigen, daß Z im 

Intervall [£, £ + oc] das aus dem Punkt (£, 0) ausgehende Maximalintegial 
der Differentialgleichung ( ß ) darstellt. 

Aus den formein (4), (3) entnehmen wir, das Z ein aus dem Punkt (£, 0) aus­
gehendes und wenigstens im Interval + definiertes Integral der Differen­
tialgleichung ( ß ) darstellt. 

Wir nehmen an, es gäbe ein aus dem Punkt (£ ,0 ) ausgehendes, in einer 
Umgebung j rechts von £ definiertes und für ein xx € ( £ , £ + oc) der Ungleichung 

> Z(x,) genügendes Integral £ der Differentialgleichung ( ß ) . Sodann 
haben wir für einen Wert x0 € [£, xx) die Beziehungen 

Im Fall £ = x0 liest man natürlich in diesen Formeln nur die zweite Zeile. 
Die Funktion £ ist offenbar ein aus dem Punkt (£, 0) ausgehendes, im 

Intervall [£, a;x] definiertes Integral der Differentialgleichung ( ß ) . 

Dieses Integral £ nimmt den Wert c nicht an. In der Tat, anderfalls stellt 
ein geeigneter, in einem kleineren Intervall als [£, £ oc] definierter Teil von £ 
ein aus dem Punkt (£, 0) ausgehendes Integral der Differentialgleichung (A) 
dar, dessen rechtes Ende am Rand des Bereiches O gelegen ist. Ein solches 
Integral gibt es jedoch nicht, da jedes aus (£, 0) ausgehende Integral von (A), 
dessen rechtes Ende am Rand des Bereiches O liegt, wenigstens im Intervall 
[£, £ + oc] existiert. 

Folglich ist die Funktion £ ein aus dem Punkt (£, 0) ausgehendes, im Inter­
vall [£, Xj] definiertes Integral der Differentialgleichung (A). Dieses Integral 
erfüllt die Ungleichung £(x1) > Z(xx), die jedoch der Maximaleigenschaft 
von Z widerspricht. 

Wir sehen, daß Z in dem Intervall [£, £ + oc] das aus dem Punkt (£, 0) 
ausgehende Maximalintegral der Differentialgleichung ( ß ) darstellt und der 
Beweis ist fertig. 

Zusatz. Ursprünglich habe ich den Hauptsatz unter der zusätzlichen Vor­
aussetzung bewiesen, daß die Funktion cp im bezug auf v für beliebige Werte 
von x € (£, £ a], u € (rj — b, y\ + &) wachse. Auf die Möglichkeit des Fort­
lassens dieser Voraussetzung im Zusammenhang mit Betrachtung von Unter­
funktionen wurde ich in einer Diskussion von der Fr. Doz. S Miko la j ska 
in Krakau aufmerksam gemacht. 
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4. Der Eindeutigkeitssatz. 

Es sei die Differentialgleichung 

y' - V) (<*) 

i n dem Bereich 

A : ^ ^ » ^ | + a; rj ^ b^y^rj + b (a,b>0) 
gegeben. 

W i r setzen voraus, daß es zu der Differentialgleichung (a) zwei Funkt ionen 9^ 
0 von drei Veränderlichen gibt mi t den i n dem Hauptsatz beschriebenen 
Eigenschaften Ia), b), c) und 2a), b). W i r übernehmen auch die Bezeichnung 
der Zahlen c, M, a, die für je zwei v o m P u n k t (£, tj) ausgehende, i m Interval l 
[£> f + o] existierende und daselbst den Ungleichungen r\ — b < u (x) ^ 
^ v(x) < rj + b genügende Integrale u, v der Differentialgleichung (a) defi­
niert waren, 

Außerdem soll die Funk t ion 0 die folgende Eigenschaft besitzen 1 
2 c) Für fedes vom Punk t (£, rj) ausgehende und i m Interval l [|, £ + a] 

definierte Integral u(x) von (a), ist z (x) — Q das einzige Vom P u n k t (£, 0) 
ausgehende und i n einem Teil interval l von + existierende Integral 
der Differentialgleichung 

-z' = 0[x; u(x), z\. 

I n dieser Situation gilt die folgende Behauptung: 
Je zwei vom Punkt (£, y) ausgehende Integrale der Differentialgleichung (a) 

fallen in einer gewissen Umgebung rechts von f zusammen. 
Wenn die Funktion (p im Bereich w beschränkt ist oder die Funktion f in A 

stetig ̂ .so ist die Lösung der Differentialgleichung (a) im Punkt (£, rj), rechts 
von if lokal eindeutig. 

W i r bemerken, daß unter lokaler Eindeutigkei t der Lösung der Differential­
gleichung (a) i m Punk t \£t rj), rechts von £, folgendes gemeint is t : E s gibt «ine 
rechts von £ gelegene kompakte Umgebung von £ derart, daß alle zwei V o m 
P u n k t (£, rj) ausgehende Integrale der Differentialgleichung (a) i n dem gemein­
samen Te i l ihrer Definitionsintervalle und der erwähnten Umgebung zusammen­
fallen. 

Beweis, a) E s seien u, v beliebige aus dem P u n k t (£, rj) ausgehende Inte­
grale der Differentialgleichung («). W i r können ohne Beschränkung der A l l ­
gemeinheit annehmen, daß d i e ^ , v i m Interval l [£, £ + a] definiert sind und 
daselbst die Werte q + b nicht annehmen. I n der Tat , diese Situation kann 
durch die W a h l einer kleineren Zah l a als die ursprünglich« immer geschafft 
werden. 

E s seien U, V die durch U(x) = M i n {u(x), v{x)}, V(x) = M a x {u{x)> v(x)}' 
i m Interval l [£, £ + a] definierten Integrale der Differentialgleichung (a). 
D i e U, Vgenügen i m Interval l [£, | + a]den Ungleichungen: TJ — b < U(x) ^ 
^ V(x) < r\ + b. N a c h dem Hauptsatz und der zusätzlichen Voraussetzung 2c), 
gi l t i m Interval l (£, £ + <x] die Beziehung: 

<p[xi U(x), V(x)] ̂  0. 

Aus ihr folgt, mi t Rücksicht auf Ia), die für x € [£, f -f- oc] giltige Gleichheit 
V(x) = U(x) und somit auch v(x) = u(x). 
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b) W i r nehmen an , daß die F u n k t i o n cp i m B e r e i c h ^ beschränkt i s t . S o d a n n 
hängen die Z a h l e n c, M, oc v o n der W a h l der In tegra le u, v n i c h t ab . N a c h a) 
fällt i m I n t e r v a l l [£, £ + oc] das I n t e g r a l v m i t u z u s a m m e n u n d dasselbe g i l t 
v o n jedem anderen, i m I n t e r v a l l [£, £ -f- a] definierten I n t e g r a l der D i f f e ren t i a l ­
gleichung (a), dessen W e r t e sämtl ich v o n rj ±b ve r sch ieden s i n d . E s b l e ib t 
also folgendes z u ze igen: Jedes v o m P u n k t (£, rj) ausgehende I n t e g r a l w(x) 
v o n (oc), das i n e inem (nicht no twend ig echten) T e i l v o n [£, £ + a ] definier t i s t 
u n d dort even tue l l a u c h die W e r t e rj ± b a n n i m m t , fä l l t i n d e m gemeinsamen 
T e i l seines Def in i t ions in te rva l les u n d der U m g e b u n g [£, £ + <%] v o n £ m i t u 
zusammen. 

E s sei x0 G (£ + oc] eine beliebige i m D e f i n i t i o n s i n t e r v a l l v o n tu gelegene 
Z a h l , die genügend nahe a n £ l iegt , so daß die F u n k t i o n w i m I n t e r v a l l [£, x0] 
keinen der W e r t e rj ± b a n n i m m t . W i r verengen die Di fe ren t i a lg l e i chung (oc) 
auf den B e r e i c h A 0 : £ < x < x0: rj — b <. y < rj + b u n d bezeichnen für d ie 
engere Dif ferent ia lg le ichung m i t c 0 , M0, oc0 d ie Z a h l e n , die den für die Di f fe ren t i a l ­
gleichung (oc) def inier ten K o n s t a n t e n c, M, oc entsprechen. W e g e n der B e ­
schränktheit v o n <p können w i r c 0 = c wählen u n d haben d a n n M0 M, 
a0 x0 — £. N a c h a) g i l t für x € [£, x0] d ie G le i chhe i t w(x) u(x), also 
speziell w(x0) = u(x0). D a r a u s folgt , daß w i m I n t e r v a l l [£, £ <%] ke inen 
der Wer t e rj ± b a n n i m m t , d a sonst a u c h das In t eg ra l u e inen solchen W e r t 
annehmen müßte , was j edoch unserer Vorausse t zung wide r sp r i ch t . D a m i t i s t 
gezeigt, daß das In t eg ra l w i n d e m gemeinsamen T e i l seines Def in i t i ons ­
interval ls u n d der U m g e b u n g [£, £ + oc] v o n £ m i t u zasammenfä l l t . 

c) W i r nehmen an , daß die F u n k t i o n / i m B e r e i c h A s te t ig i s t . E s seien u 
u n d v das v o m P u n k t (£, rj) ausgehende M i n i m a l - u n d M a x i m a l i n t e g r a l der 
Different ia lgleichung (a). N a c h a) haben w i r d ie für x €[£,£ + oc] g i l t ige 
Bez iehung v(x) = u(x). I n dieser S i t u a t i o n fa l len also das v o m P u n k t (£, rj) 
ausgehende M i n i m a l - u n d M a x i m a l i n t e g r a l u n d somi t a l le v o m P u n k t (£,rj) 
ausgehenden Integra le v o n (a) i m I n t e r v a l l [£, £ + oc] z u s a m m e n . 

5. Spezielle I^indeutigkeitskriterieii. 

Der obige E indeu t igke i t s sa t z enthäl t be i spezieller W a h l de r^Funk t ionen <p, & 
die meisten bekann ten E i n d e u t i g k e i t s k r i t e r i e n für In tegra le der Di f fe ren t i a l ­
gleichung (oc) u n d ferner deren Vera l lgemeinerungen u n d K r i t e r i e n neuer 
S t ruk tur . W i r übernehmen i m wei teren die i n der L i t e r a t u r übl iche B e ­
zeichnung u n d schreiben y1, y2 ans ta t t v o n u, v; dementsprechend setzen w i r 
Vx < Vi. voraus . 

1. D i e W a h l 

<p(z; yi, 2/2) 2/2 - Vi 

i n unserem H a u p t s a t z führt z u d e m Vergle ichungssa tz V o n P . M o n t e l 4 ) 
u n d den s ich daraus d u r c h geeignete Spez ia l i sa t ion der F u n k t i o n 0 ergebenden 
K r i t e r i e n v o n P e a n o , T o n n e i i i , B o m p i a n i , O s g o o d u . T a m a r k i n e , 
L i p s c h i t z 

4) P . M o i ^ t e l , Sur Vintegrale superieure et l'integrale inferieure d'une equation differen-
tielle. Bu l l . Sei. Math., 2e serie, 50 (1926), ,215. 
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2. Wählt man in dem Eindeutigkeitssatz 

rt*> vi * Vz) = jf1 * ; y i . « ) « o; / stetig, 

so erhält man\las (modifizierte) Kriterium von Rosenblatt-^Nagumo: 

Dasselbe kanh jni,ttels einer breiteren Wahl voij $ verallgemeinert werden. 
Z. B. erhält man für 

yi» )̂ = Lz (Ös:L = Konst.) 

die folgende Verallgemeinerung: 

f{x, y«) -^/(*, Vi) ^ (ya ^ ^1) ' { ^ Z T | + 

3. Wählt man 

so kommt die folgende Abänderung des Rosenblatt—Nagumoschen Kri­
teriums für stetige Funktionen / heraus (vgl,6)); 

4. Wenn man für 9? Funktionen Wählt, die im Bezug auf yx, y2 allgemeiner 
als allein von der Differenz y2 — y^ obhängen, so bekommt man Eindeutig­
keitskriterien von neuer Struktur. Wir begnügen uns mit der Angabe eines 
Kriteriums dieser Art. Eine umfassendere Sammlung von solchen Sätzen 
scheint überflüssige da man in einzelnen Fällen versuchen wird die Wahl 
der Funktionen 9? und 0 dem Feld der gegebenen. Differentialgleichung in 
geeigneter Weise anzupassen. 

Wir wählen 
Vi 

<P(v> yi> y«) = ^ 7 ^ f e t M ) * ; &(x;yuz)=*Lz (L = K.onst.^O); /stetig, 

wobei Q(X, y)y Q'X(X, y) im Bereich A stetig sind und die Funktion Q für jedes 
x € (£, £ + a] hn Intervall [t] — b, r\ - f b] fast überall, d, h. mit Ausnahme von 
einer höchstens abzählbaren Menge von Fällen y nur positive Werte annimmt. 

Wir sehen, daß die Lösung def hifferenHalgleichung (a) im Punkt (|, rj), 
rechts von |, immer dann lokal eindeutig ist, wenn es eine Funktion Q(X, y) 

e) E . Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen. Leipzig (1930), 142. 

162 



mit den obigen Eigenschaften gibt, die für (x, ylt yz) € w die folgende Ungleichung 
befriedigt: 

( V - Z ) {Q{%, Vi) 2/2) - Q{x, VI) / ( » , Vi)} ^ 

2/» 

(1) ^ j{(l + Lx-£) Q{X, t ) - ( x - f) Q'JLX, t)} dt. 

Vi 

6. Beispiel. 

a) Wir wollen die im Bereich 

A: 0^x<a; b ^ y ^ b {a,b>0) 

definierte Differentialgleichung 

V ~ Q[x, y) ( a ) 

hinsichtlich der lokalen Eindeutigkeit der Lösung im Punkte (0, 0), rechts 
von £ = 0, untersuchen. 

Wir setzen voraus, daß die Funktionen P, Q im Bereich A definiert sind; 
ferner, daß die rechte Seite von (a) sowie die Funktionen Q, Q'x im Bereich A 
stetig sind und die Funktion Q für jedes x € (0, a] im Intervall [—6, 6] fast 
überall nur positive Werte annimmt. 

Man kann auf die Differentialgleichung (a) das mit den Werten £ = rj = 0, 
Q(X, y) = Q(x, y), L = 0 realisierte Kriterium 5,4 (1) anwenden. 

Dasselbe ergibt, daß vom Punkt (0, 0) lokal genau ein Integral der Differential­
gleichung (a) ausgeht, wenn für (x; yx, y%) € w die folgende Ungleichung besteht: 

Vi 

x . {P(x, y8) - P(x, Vi)} ^ j {Q(x, t) - xQ'x{x, t)} dt. (1) 
Vi 

b) Man kann die Funktionen P, Q mit einem geeigneten willkürlichen 
Faktor a(x, y) multiplizieren, ohne die Eigenschaften der Integrale von (a) 
zu beeinflussen. Wählt man z. B. a(x, y) = x.aiy), a im Intervall [—6, 6] 
stetig und daselbst fast überall positiv, und wendet man die Formel (1) an, 
so kommt die folgende Beziehung heraus: 

Vi 

a(y2) P(x, y2) - o(yi)P{x, Vi)£-f *) (2) 

Vi 

Wir sehen, daß vom Punkt (0, 0) lokal genau ein Integral der Differential­
gleichung (a) ausgeht, wenn es eine im Intervall [—6, 6] stetige und daselbst fast 
überall positive Funktion a gibt, die für (x; y^> y2) € w die Ungleichung (2) be­
friedigt. 

c) Wir machen die zusätzliche Voraussetzung, daß die Funktion P für 
jedes x G (0, a] eine partielle Ableitung im bezug auf y besitzt, die in dem 
Intervall [—b,b] von oben beshränkt ist. 

Wir bezeichnen für jedes x 6 (0, a] mit M(x) bzW. N(x) die obere Grenze 
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vonP'y(x, t) bzw. das Maximum von Qx(x, t) im Intervall [—6, 6], und mit n(x) 
das Minimum von Q(x, t) ebenfalls in [—b, b]. 

Wir wenden auf beide Seiten der Ungleichung (1) die entsprechenden 
Mittelwertsätze an und sehen, daß die Ungleichung (1) immer dann erfüllt ist, 
wenn die folgende Beziehung besteht: 

x. {M(x) + N(x)} <Z n(x), (3) 
und umsomehr, wenn 

M(x) + N{x) ̂  0. (4) 

Wir sehen,- daß unter der zusätzlichen Voraussetzug c) über die Funktion P, 
vom Punkt (0, 0) lokal genau ein Integra\der Differentialgleichung (a) ausgeht, 
wenn für jedes x € (0, a] einender Ungleichungen (3), (4) erfüllt ist. 

d) Wir wollen die Tragweite unserer Überlegungen an einem speziellen Fäll 
überprüfen. 

Wendet man z. B. die obigen Resultate auf die in der Literatur mehrmals6)7)8) 
erwähnte Differentialgleichung 

y' =a - f+

y

y* (Q = KONST-> («') 

an, wobei der rechten Seite für x = y = 0 der Wert 0 zukommt, so ist die 
Ungleichung (1) 

a . xi(y2 — Vj) ^ {^3x*+j {y\ + yxyz + y\)} (y2 -± yx). 

Daraus folgt für yz — yx > 0 die Beziehung: 

[3z*(a + 3) ^y\ + Vly2 +1/1, 

und man sieht, daß die Lösung der Differentialgleichung (a') im Punkt (0, 0), 
für x > 0, immer dann lokal eindeutig ist, wenn a ̂  — 3. 

Wendet-man die Formel (2) "an, so folgt die Beziehung: 
Vi 

^{^(«/z) — yi°(yi)} ^ —4 j a(t) dt 

und daraus, für a{y) = y21, k > 0, 

a< — 
2k+1 

Man sieht, daß die reehtsseitige lokale Eindeutigkeit der Lösung der Diffe­
rentialgleichung (a') für alle a < 0 und offenbar auch für a =2= 0 gesichert ist. 

•) G.. Peano, Demonstration de Vint&grahilitb des iquations diffirentielles ordinaires. 
Math. Ann., 37 (1890), 182. 

7) M. Nagumo, Eine hinreichende Bedingung für die Unität der Lösung von Differential­
gleichungen erster Ordnung. Japanese Journ. Math., 3 (1926), 107. 

8) T. Yosie, Über die Unität der Lösung der gewöhnliehen Differentialleicghungen erster 
Ordnung. Japanese Journ. Math., 2 (1925), 161. 
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Für die Differentialgleichung (a') hat man: 

M{x) a . x 3 ; N(x) = 4 z 3 ; n{x) — x4. 

Die Ungleichung (3) ergibt a< —3, während die Ungleichung (4): a < —4. 
Das K r i t e r i u m von P e a n o und eine Nebenbetrachtung ergeben die E i n ­

deutigkeit für alle a < 0 während das K r i t e r i u m von R o s e n b l a t t — N a g u n o 

für - 1 < a< - f l 7 ) . 

Do redakcie dodan<§ 20. III. 1956 

Zobeeneni vet o jednoznacnosti integrälü diferenciälni rovnice 

Ii' — fix, y) 

O. B o r u v k a , Brno 

V y t a n 

1. Pro diferenciälni rovnici 

y' f(x, y) (a) 

je znäma fada vet popisujicich dostatecne podminky pro unici tu integrälü 
v danem bode. Zpravidla jsou tato kri teria zalozena na majorisaci funkce 
f(x> Vi) — f(x> nebo jeji absolutni hodnoty. Toto vyznacne postaveni roz-
dilu se nezdä zcela oprä^nene, protoze v konkretnich pfipadech müze byt 
mnohem vyhodnejsi majorisace j inych funkci zävislych na f(x, yx), f(x, y2), ktere 
by byly pfizpüsobeny pol i diferenciälni rovnice. N a teto myslence je zalozena 
pfedlozenä präce, obsahujici obecnou vetu, kterä zahrnuje vetsinu znämych 
kriterii a umoziinje pfizpüsobeni struktury kri teria povaze dane diferenciälni 
rovnice. 

2. Obecne kr i ter ium pro jednoznacnost integrälü. 

Necht oborem diferenciälni rovnice (a) je dvojrozmerny interval : 

A: £ < z < £ -f a; r\ — b < y < r] + b (a,b> 0). 

Necht cp, 0 jsou funkce t r i promennych majici tyto vlastnosti: 
1. Funkce <p(x; u, v) je definoväna v oboru 

w: + rj — b < u v < r\ -j- b 

a vyznacuje se t im, ze 
a) JejOiodnota v kazdem bode (x; u, v)€co je vetsi nebo rovna nule podle 

ioho, zda jest u < v nebo u — v; 
b) v oboru to je spoji tä a mä v nem spojite parciälni derivace q>'x, cp'v; 
c) splnuje relaci 

l i m <p[x; u(x), v(x)] 0 
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pro kazde" dva integräly u, v diferencialni rovnice (a), ktere vychazeji z bodu 
(if rj) a splnuji nerovnosti rj ̂  b < u(x) ^ v{x) < r\ -{- b. 

2. Funkce 0(x; u, z) je definovana v oboru 

ß: g <Z x <Z $ + a; r\ — b^u^r} + b; 0 ^ 2 < + oo 

a vyznaöuje se tim, ze 
a) je v oboru ß spojita; 
b) v oboru w plati nerovnost: 

<p%(x\ u, v) -f 9?;(a;; ^ «;) /(*, + <p'v(x; u, v) f(x, v) ^ 0[x; u, <p(x; u, »)]; 

e) pro kazdy integral u(x) diferencialni rovnice (a), ktery vychazi z bodu 
(£, 77) a existuje v intervalu [£, £ + a\, je z(:r) =-0 jedine" feseni diferencialni 
rovnice 

z' = &[x; u(x), z], 

kter£ vychazi z bodu (f, 0), a existuje v öasti intervalu [ß, g + 
Za techto pfedpokladü plati näsledujici tvrzeni: 
Kazde" dva integraly diferencialni rovnice (a), vychdzejici z bodu (£, rj), v jistem 

okoli vpravo od cisla £ spltfvajl. 
Kdyz funkce <p je. v oboru oo ohranicend nebo Junkce f v oboru A spojita, je 

feSeni diferencialni rovnice (a) v boM (£, rj), vpravo od cisla f, lokalne*jednoznacne. 
3. Vhodnou volbou funkci <p, 0 plyne z töto vßty pfevazna v&sina znamych 

kriterii pro jednoznacnost integralü diferencialni rovnice (a) a tez dalsi kri-
teria noveho druhu. 

OöoGmeHMe TeopeM 06 oAH03Ha*raocTH aH<p<pepeHUMajii»Horo ypaBfiemiH 

y' = f(z, y) 

O, B o p y B K a , BpHO 

Pe3 ioMe 

1. fljiH AH$$epeHi*HajibHoro ypaBHeHHH 

y' = f(x, y) («) 

H3»ecTeH pH« jeopeM, onHCHBaiomax flocTaToiHue ycjioBHH jyin 0AH03HaqH0CTfa HHTerpa 
JIOB B ^aHHOH TOHKe. 06ti«rao, 8TH KpnrepHH ocHOBaHH Ha MaHopH3anHH <|)yHKHHH f(x, y2)— 
— f(x> Vi) M H ee aöcojiioTHOH BeJiniirae. 3TO 3HaMeHaTejibHoe nonoateHHe pasHOdH Ka-
jKeTCH He coßceM peryjwpHMM, noTOMy ^ T O B K O H K P O T H H X CJiyqaax MOJKCT 6utb 6ojiee B H 

roflHaa MafiopH3aii,HH flpyrnx $yHKn.HH,3aBHCHMBix OT f{x, y^t f{x, ys), KOToptie 6BIJIH 6 H npn-
<5iioco6jieHM no^H) flH^)|>epeHn;HajiBHoro ypaBHeHH«. Ha 3TOH Hflee- ocHosaHa npefljio-
»ieHHaa pa6oTa, coflepMKamaa oön^yio TeopeMy, KOTopan BKjnoiaeT ÖOJIBHIHHCTBO H3BecT-
HUX KpHTepHH H H03BOJIHeT HpHCUOCOÖjleHHe CTpyKTypH KpHTepHH CBOHCTBy ÄftHHO^O 
AH^epeHi^HajibHoro ypaBHeHHa. 

2. 0 6 m H H KpHTepHH flJIH OÄHO3HaiH0CTH HHTerpaJIOB. 
I lycTt oöjiacTbio onpeÄCJieHHH HH$$epeHn;HHJibHoro ypaBHeHHa (a) HBJIHPTCH flßyMep 

HblH HHTepBäJi: 
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I l y c T b (p, 0 $yHKii;HH Tpex nepeMeHHbix, o ö j i a A a i o m H c C J i e A > K J I U H M H cBovicTBa\ui: 

1. QyHKijHH q>(x; u, v) onpe^ejieHa B o6aacTH onpeAaneHHa 

(o: £ < x _ £ + a; rj — b V u < v < r] b 

H xapaKTopii3yeTCa T C M , I T O 

a) e ö 3HaHeHHo B K 3 > K A O H T O H K e (x;u, v ) € to ö o j i b i n e Hyjia, H J I H paBHo H J J I I O , B 3 a 
BHCHMOCTK OT TOrO, CCTbJIH U < V, HJIH U — V, 

B ) B o6jiacTH OJ ona HenpepMBHa 11 HMeeT B B T O H oöjiacTH Henpcpbumbie qacTHuc npo 
HSBOAHbie (fx, <Pu><Pv', 

(') y 3 0 B J I C T B O p H C T COOTHOIlieHHK) 

lim <p[x; u(x), v(-x)~\ 0 

fljia Ka>KAbix A ß y x HHTerpajioB u, v AH<$$epeHu,HajibHoro ypaBHemia ( « ) , B M X O A H I H H X H 3 

T O H K H ( £ , rj) H yAOBjieTBopaiomHx HepaBeHCTBaM: rj— b < u(x) <, v(x) rj + 6. 
2. OyHKii ,HH 0{x; u, z) onpcfleaeHa B oßjiacTH 

Q: a; rj — b<u<,rj + b, 0 < z 00 

H xapaKTepH.-jycTca TeM, H T O 
a) B oöjiacTH ö oHa HenpepuBiia; 
b) B o6:iacTH co HMeeT MecTO HepaBCHCTBo: 

<p'x{x; u, v) + q>'u(x; u, v) f(x, u) + tp'v(x; u, v) f(x, v) < &\_x\ u, q>(x; u, v)]; 

c) A J I H Ka/KAoro HHTerpajia u(x) AH<M)epeHHHajibHoro ypaBHeHiia (a), BMXOflamoro H3 
T O T O H ( £ , rj) H cymecTByiomero B HHxepBajie [£, £ -f- a], z(x) 0 aBJiaeTca eAHiifTBeHHbiM 
peraeHHeM AH<|><|>epeHD;HajibHoro ypaBHCHHa 

z' 0[x; u(x), z], 

BhixoÄflmHM H3 T O H K H (f, 0) H cymecTByiomHM B H a c r a IipOMWKyTKä £ , f + d}. 
Ilpn 3 T H X npeAnoji05KeHHax HMeeT M C C T O cjieAyiomee yTBep>KAeHHe: 
Kaxcdbie dea UHmespajia ducßcßepeHi{ucuibHozo ypaenenun (a), ebixodmifue U3 monnu (£, rj), 

e onpedejvciiHoü onpecmHocmu cnpaea HUCM £ coenadawm. 
ECAU cßynKmisi <p e oöjiacmu o» oepanunpua u.tu ^ynKi^ua f e oöjiacmu A Henpepbiena, mo 

peiuenue du<pipepem\uajibHozo ypaeneHua (a) e monne (£, rj) enpaeo MUCAÜ | , nejiaemca JIO 
KajlbHO 0dH03Hav,HblM> 

3. yAOÖHMM BMÖopOM $yHKUHH (f, 0 H3 3TOH TeopeMbI BblTeKaeT 3HaqHTeJIbHOe OOJIbUIHH 
C T B O H3BCCTHbix KpHTepHH RJIH OAHOSHaqHOCTH HHTerpanoB AH$$cpeHmianbHoro jpaBHe-
HHM (a) H TO/KC A'l.lbHOHUIITC KpHTepHH HOBOrO pOAH. 
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