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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. L, FASC. 1V-VI MATHEMATICA 1956

Uber eine Verallgemeinerung der Eindeutigkeitssiitze
fiir Integrale der Differentialgleichung y' — f(x, y)

0. BORUVKA, Brno

(Gewidmet dem. Herrn Professor Dr. J. Hronec zu seinem 75. Geburtstapme)

1. Fiir die Differentialgleichung

y = f(xv Y)

kennt man bekanntlich eine Reihe von Eindeutigkeitssidtzen, die hinreichende.
Bedingungen fiir die Unizitit von Integralen in einem gegebenen Punkte-
beschreiben. Meistens werden diese Bedingungen durch Angabe von geeigneten
Majoranten der Funktion f(z, y,) — f(x, y,) oder deren absoluten Wertes
dargestellt.!) Diese Sonderstellung der Differenz scheint zwar methodisch,
nicht aber sachlich berechtigt zu sein, da die Betrachtung von anderen, dem
Felde der Differentialgleichung angepalten Funktionen von f(z, y,), f(Z, ¥.)
in einzelnen Féllen sehr niitzlich sein kann. Ich werde nun eine in diesem
Sinne weitgehende Verallgemeinerung der Eindeutigkeitssitze angeben. Die
Resultate und Beweismethode lassen sich unschwer auf Systeme von expliziten
Differentialgleichungen erster Ordnung iibertragen. Ich werde mich jedoch
der Kiirze der Bezeichnungen halber auf eine Differentialgleichung, und wie
iiblich, auf die Verhiltnisse rechts vom betrachteten Punkt beschranken.

2. Vorbereitung zum Hauptsatz.

Gegeben sei die Differentialgleichung

2= Q(z, 2) A)
in dem Bereich
O: E<ax<¢+ a; —c<z<e¢ (@, c > 0).

Wir setzen voraus, dafl die Funktion G im Bereich O stetig ist.

Es sei M eine Zahl, M = Max @|im Bereich O, und ferner &« = Min (a,c : M)
oder x = @ jenachdem M > 0 oder M = 0 ist.

Die aus dem Punkt (£, 0) ausgehenden Integrale der Differentialgleichung (A)’(b

1) Eine bemerkenswerte Ausnahme bildet das unléngst von L. Markus entdeckte
Kriterium. (A uniqueness theorem for ordinary differential equations involving smooth
functions. Proc. Amer. Math. Soc., 4 [1953], 88.)
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deren rechte Enden am Rande des Bereiches O gelegen sind?z) existieren
wenigstens im Intervall [&, § 4 «].

Wir bezeichnen mit Z das aus dem Punkt (&, 0) ausgehende Maximalintegral
der Differentialgleichung (A), dessen rechtes Ende am Rande des Bereiches O
gelegen ist. Dieses Integral existiert wenigstens im Intervall [&, & 4- «].

Wir betrachten nun eine aus dem Punkt (&, 0) ausgehende und im Intervall
[£, £ 4+ «} definierte Unterfunktion z beziiglich der Differentialgleichung (A).

Diesen Begriff meinen wir im folgenden Sinne:

z ist eine der Anfangsbedingung 2(¢) = 0 geniigende, im Intervall [£, & + «]
definierte und stetige Funktion, die daselbst fast iiberall die Differential-
ungleichung

Dz(x) < Gz, 2(2)] (1)
erfiillt.

D bedeutet die untere (immer) links- oder rechtsseitige Derivierte und das
Wort fast das Zulassen einer héchstens abzahlbaren Menge ven Ausnahmen.

Natiirlich gelten fir alle « € [£, &£ 4 x] die Beziehungen —e¢ < 2(z) < c.

Wir werden zeigen, dal} in dieser Situation fir alle x € [£, & + «] die folgende
Ungleichung besteht

2(x) < Z(x). (2)

Zu diesem Zweck betrachten wir die Differentialgleichung

’

2 = G(z, 2) (A)
in dem Bereich

0: f=sx=§+ &, —co < 2= ¢4

wobei die Werte der Funktion G fiir jedes x € [&, £ + «] in folgender Weise
definiert sind:
Gz, 2) fir z(x)=2=c;

Gz, 2) = {G[x, 2(z)] fir —oo<zZ 2(x).

Die Funktion @ ist im Bereich O stetig und erfiillt daselbst die Unglei-
chung |G| < M. 3
Die aus dem Punkt (&, 0) ausgehenden Integrale der Differentialgleichung (A),

deren rechte Enden am Rande des Bereiches O gelegen sind, existieren wenig-
stens im Intervall [&, & + «].

Es sei Z ein aus dem Punkt (&, 0) ausgehendes und im Intervall I&, & + &]
definiertes Integral der Differentialgleichung (A).

Auf Grund der Beziehung (1) folgt mittels klassischer SchluBweise?) die
fir z € [, & + «] bestehende Ungleichung

2(x) < %(). 8

2) D. h. die in kompakten Intervallen [&, &1, & < &, definierten Integrale £ von der
Beschaffenbeit, dal die rechten Enden (£;, 2(£,)), sonst aber keine anderen Punkte der
entsprechenden Integralkurven am Rande des Bereiches liegen.

(1921)8. 9z B. G. Sansone, Equazioni differenziali nel campo reale. Parte seconda. Bologna,
» 98.
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Dieselbe enthilt, da8 die Funktion z ein Integral der Differentialgleichung (A)
darstellt. Folglich gilt fiir alle x € [£, § + «] die Beziehung

#(2) < Z(2)

—~—

und somit auch die Ungleichung (2).

3. Der- Hauptsatz.

Wir betrachten die folgende Situation:
Gegeben ist die Differentialgleichung:

¥ = f(z, y) ()
in dem Bereich .
A: E=sx=&+ a; n—b=ys=7n+4b (@, b > 0).

Wir nehmen an, daB wir zu der Differentialgleichung («) zwei Funktionen
@, @ von drei Verinderlichen haben, mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die Funktion ¢(x; u, v) ist in dem Bereich
0: f<z=éta; g—-b<usvn+b

definiert und von folgender Beschaffenheit:
a) ihr Wert in jedem Punkt (x; %, v) € v ist positiv oder Null, jenachdem
4 < v oder u = v ist;
b) sie ist im Bereich © stetig und besitzt. daselbst stetige partielle Ab-
leitungen @7, @u, 9y;
¢) es gilt die Beziehung
lim pfz; u(z), v(z)] = 0
-5+
fiir beliebige, vom Punkt (£ 7) ausgehende und den Ungleichungen
n—b<u(x)<v(r) <n-+ b geniigende Integrale u,» der Differential-
gleichung ().
2. Die Funktion @(z; u, z) ist im Bereich

Q: t<z=&-+a;, n—b=u=sn+b 0=z<-+too

definiert und von folgender Beschaffenheit:
a) sie ist im Bereich Q stetig;
b) im Bereich o gilt die Ungleichung:

95 u, v) + u(@; u, V){(z, u) + o(x; u, V)f(z, v) = Plz; u, plz; u, v)].

In dieser Situation gilt der folgende, fiir die prwihnte Verallgemeinerung
der Eindeutigkeifssitze grundlegende Hauptsatz:

Zu je zwei beliebigen vom Punkt (£,7) ausgehenden, vm Intervalh [£, & +- a]
defimerten und den Ungleichungen n — b < u(z) < v(z) < + b geniigendeyh
Integralen u, v der Differentialgleichung (), gibt es eine rechts von & gelegene
Umgebung (£,& + ], 0 < a=<a, in der das vom Punkt (& O) ausgehende
Maximalintegral Z der Differentialgleichung

2’ = O [x; u(x), 2] ®)

-
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existiert und die Ungleichung
plz; u(z), v(z)] < Z(x)

besteht. Wenn die Funktion ¢ im Bereich « (von oben) beschrinkt ist, so hdngt
diese Umgebung von der Wahl der Integrale u, v nicht ab.
Ersichtlich ist die Differentialgleichung () in dem Bereich

Q. E<x< &+ a; 0<z< 400
definiert.

Beweis. Es seien u(x), v(z) zwei beliebige vom Punkt (£, ) ausgehende,
im Intervall [, & 4 a] definierte und den Ungleichungen % — b < u(z) =
< v(x) < n + b geniigende Integrale der Differentialgleichung (z).

Wir betrachten die im Intervall [&, & + a] folgendermassen definierte
Funktion z:

2(8) = 0;  2(x) = glx; u(), v(x)] fiir = € (£, £ + al.

Die Funktion z nimmt nur nicht negative Werte an [la)]; dieselbe ist
im Intervall [£, & 4 a] stetig [1b), ¢)] und besitzt fiir x € (§, & + a] die Ab-
leitung 2’(x) [1b)]; ferner gilt fiir x € (£, & 4 a] die Ungleichung

[2b)]. 2{(z) = Olz; w(z), 2(<)] . (1)

Wir bilden nun mittels der Funktion @ die folgende Differentialgleichung (A),
um fiir dieselbe und die Funktion z die in der N°2 betrachtete Situation zu
schaffen.

Die Funktion 2z nimmt im Intervall [£, & 4 a] ein nichtnegatives Maximum
an; dasselbe hingt im allgemeinen von der Wahl der beiden Integrale «, v ab.
Wir wihlen eine dieses Maximum iibersteigende Zahl ¢ > 0; falls die Funktion ¢
im Bereich w beschrinkt ist, so wihlen wir ¢ groBer als die obere Grenze von ¢
in w, Sodann haben wir fiir x € [§, & 4 a] die Ungleichungen

0= 2(x) < c. (2)
Es sei M das Maximum von |®| in dem Teil z < ¢ von &, und ferner x =
Min (a, ¢ : M) oder x = a jenachdem M > 0 oder M = 0 ist.
Wir bilden die Differentialgleichung
2 = 0Q(z, 2) (A)

in dem Bereich

0: ¢+ oa; —c=z=c¢,
wobei die Funktion @ fiir jedes « € [£, £ + a] folgendermassen definiert ist:
_[(D[x;u(x),z] fir 0z=<c; 3
~ | Plx; w(2), 0] fir —c<2=0. (5)

Aus den Formeln (2), (3), (1) entnehnten wir, dal 2(x) eine aus dem Punkt
(&, 0) ausgehende, im Intervall [, & + a] definierte Unterfunktion beziiglich
der Differentialgleichung (A) darstellt.

Die aus dem Punkt (&, 0) ausgehenden Integrale der Differentialgleichung

(A), deren rechte Enden am Rande des Bereiches O gelegen sind, existieren
wenigstens im Interwall (&, £ + «].

G(z, 2)
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Wir bezeichnen mit Z das aus dem Punkt (£, 0) ausgehende Maximali1 tegral
der Differentialgleichung {A), dessen rechtes Ende am Rande des Bereiches O
gelegen ist. Dieses Integral existiert wenigstens im Intervall [£, &  «]

Wir haben nun beziiglich der Differentialgleichung (A) und der Funktion z
die in der N 2 betrachtete Situation. Folglich bestehen fiir alle z € [&, &  «]

die Ungleichungen
0 zx)<Z(z) wc, (4)

wobei im letzten Glied das Gleichheitszeichen nur fiir # « gelten kann

Wir sehen, daf3 es zur Vollendung des Beweises geniigt zu zeigen, dafl Z im
Intervall [&, & + «] das aus dem Punkt (&, 0) ausgehende Maximalintegial
der Differentialgleichung (8) darstellt.

Aus den formeln (4), (3) entnehmen wir, das Z ein aus dem Punkt (£, 0) aus-
gehendes und wenigstens im Interval[£, & 4+ &] definiertes Integral der Differen-
tialgleichung (3) darstellt.

Wir nehmen an, es gibe ein aus dem Punkt (&, 0) ausgehendes, in einer
Umgebung j rechts von & definiertes und fur ein z, € (¢, { 4 «) der Ungleichung
{(w,) > Z(x,) geniigendes Integral { der Differentialgleichung (8). Sodann
hgben wir fiir einen Wert x, € [£, z,) die Beziehungen

S(@e}  Z(%); C(@) > Z(x) fur x € (%, ]
Wir betrachten die im Intervall [&, x,] definierte Funktion :
Z(z) fir zE€][¢& )],
{C(x) fir x€[x),z,].
Im Fall & = x, lie_st man natiirlich in diesen Formeln nur die zweite Zeile.

Die Funktion { ist offenbar ein aus dem Punkt (£, 0) ausgehendes, im
Intervall [£, x,] definiertes Integral der Differentialgleichung (8).

Dieses Integral { nimmt den Wert ¢ nicht an. In der Tat, anderfalls stellt

ein geeigneter, in einem kleineren Intervall als [£, &  «] definierter Teil von ¢
ein aus dem Punkt (&, 0) ausgehendes Integral der Differentialgleichung (A)
dar, dessen rechtes Ende am Rand des Bereiches O gelegen ist. Ein solches
Integral gibt es jedoch nicht, da jedes aus (&, 0) ausgehende Integral von (A),
dessen rechtes Ende am Rand des Bereiches O liegt, wenigstens im Intervall
[&, & + «] existiert.

Folglich ist die Funktion { ein aus dem Punkt (&, 0) ausgehendes, im Inter-
vall [£, x,] definiertes Integral der Differentialgleichung (A). Dieses Integral

erfiillt die Ungleichung {(x,) > Z(z;), die jedoch der Maximaleigenschaft
von Z widerspricht.

Wir sehen, da Z in dem Intervall [&, & + «] das aus dem Punkt (£, 0)
ausgehende Maximalintegral der Differentialgleichung (3) darstellt und der
Beweis ist fertig.

Zusatz. Urspriinglich habe ich den Hauptsatz unter der zusétzlichen Vor-
aussetzung bewiesen, dal} die Funktion ¢ im bezug auf v fiir beliebige Werte
von x € (§,§ a], u€(y — b, n + b) wachse. Auf die Moglichkeit des Fort-
lassens dieser Voraussetzung im Zusammenhang mit Betrachtung von Unter-
funktionen wurde ich in einer Diskussion von der Fr. Doz. S Mikolajska
in Krakau aufmerksam gemacht.

{()
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4. Der Eindeutigkeitssatz.
Es sei die Differentialgleichung

¥y = f(z, y) ()
in dem Bereich

A: E<zx=<Ef+a; n—b=yZn+b (a,b > 0)
gegeben.

Wir setzen voraus, daB es zu der Differentialgleichung («) zwei Funktionen ¢,
® von drei Verdnderlichen gibt mit den in dem Hauptsatz beschriebenen
Eigenschaften la), b), ¢) und 2a), b). Wir tibernehmen auch die Bezeichnung
der Zahlen e, M, «, die fiir je zwei vom Punkt (£, ) ausgehende, im Intervall
[§, & 4 a] existierende und daselbst den Ungleichungen 7 — b < u () =
= ov(r) < n 4+ b geniigende Integrale u, » der Differentialgleichung («) defi-
niert waren,

AuBlerdem soll die Funktion @ die folgende Eigenschaft besitzen:

2¢) Fiir jedes vom Punkt (£, 7) ausgehende und im Intervall [£, £ 4 a]
definierte Integral u(z) von (x), ist z () — 0 das einzige vom Punkt (&, 0)
ausgehende und in einem Teilintervall von [§, & + a] existierende Integral
der Differentialgleichung

2" = D[z; w(z), 2].

In dieser Situation gilt die folgende Behauptung:

Je zwei vom Punkt (£, n) ausgehende Integrale der Differentialgleichung (a)
tallen in einer gewissen Umgebung rechis von & zusammen.

Wenn die Funktion @ im Bereich w beschrinkt ist oder die Funktion fin A
stetig,_so ist die Losung der Differentialgleichung (a) tm Punkt (&, n), rechis
von &, lokal eindeutig.

Wir bemerken, daB unter lokaler Eindeutigkeit der Lésung der Differential-
gleichung («) im Punkt {&, %), rechts von &, folgendes gemeint ist: Es gibt eine
rechts von & gelegene kompakte Umgebung von & derart, dal3 alle zwei vom
Punkt (&, ) ausgehende Integrale der Differentialgleichung ‘(2) in dem gemein-
samen Teil ihrer Definitionsintervalle und der erwihnten Umgebung zusammen-
fallen.

Beweis. a) Es seien u, v beliebige aus dem Punkt (£, 7) ausgehende Inte-
grale der Differentialgleichung (z). Wir kohnen ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit annehmen, daB die>», v im Intervall [£, & 4 a] definiert sind und
daselbst die Werte 7 4~ b nicht annehmen. In der Tat, diese Situation kann
durch die Wahl einer kleineren Zahl ¢ als die urspriingliche immer geschafft
werden.

Es seien U, V die durch U(x) = Min {u(z), »(z)}, V(x) = Max {u(z), v(z)}
im Intervall [£, & 4 a] definierten Integrale der Differentialgleichung {«).
Die U, V geniigen im Intervall [£, £ + a] den Ungleichungen: y — b < U(x) =
=< V(x) < n + b. Nach dem Hauptsatz und der zusétzlichen Voraussetzung 2¢),
gilt im Intervall (£, & + «] die Beziehung:

¢lz; Ulz), V()] = 0.

Aus ihr folgt, mit Riicksicht auf la), die fiir x € [£, & 4 ] giltige Gleichheit
V(z) = U(x) und somit auch v(x) = u(z).
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b) Wir nehmen an, dafl die Funktion ¢ im Bereich w beschrankt ist. Sodann
hingen die Zahlen ¢, M, & von der Wahl der Integrale u, » nicht ab. Nach a)
fallt im Intervall [&, & 4 «] das Integral v mit » zusammen und dasselbe gilt
von jedem anderen, im Intervall [£, & + a] definierten Integral der Differential-
gleichung (), dessen Werte sdmtlich von # 4 b verschieden sind. Es bleibt
also folgendes zu zeigen: Jedes vom Punkt (&, ) ausgehende Integral w(x)
von (&), das in einem (nicht notwendig echten) Teil von [£, & 4 a] definiert ist
und dort eventuell auch die Werte  + b annimmt, fillt in dem gemeinsamen
Teil seines Definitionsintervalles und der Umgebung [£, & + «] von & mit »
zusammen.

Es sei z, € (£ + «] eine beliebige im Definitionsintervall von w gelegene
Zahl, die geniigend nahe an & liegt, so dafl die Funktion w im Intervall [&, x,]
keinen der Werte # 4 b annimmt. Wir verengen die Diferentialgleichung («)
auf den Bereich Ay: E<x<uxy: n — b <y <7+ b und bezeichnen fiir die
engere Differentialgleichung mit c,, M, , x,die Zahlen, die den fiir die Differential-
gleichung («) definierten Konstanten ¢, M, x entsprechen. Wegen der Be-
schrianktheit von ¢ konnen wir ¢, = ¢ wihlen und haben dann M, M,
g %, — & Nach a) gilt fir =z €[, x,] die Gleichheit w(x) wu(z), also
speziell w(x,) = u(x,). Daraus folgt, dafl w im Intervall [£ & «] keinen
der Werte 7 4+ b annimmt, da sonst auch das Integral % einen solchen Wert
annehmen miillte, was jedoch unserer Voraussetzung widerspricht. Damit ist
gezeigt, dafl das Integral w in dem gemeinsamen Teil seines Definitions-
intervalls und der Umgebung [§, £ + «] von & mit % zasammenfallt.

¢) Wir nehmen an, daB die Funktion f im Bereich A stetig ist. Es seien u
und » das vom Punkt (£, ) ausgehende Minimal- und Maximalintegral der
Differentialgleichung («). Nach a) haben wir die fiir = €[, & + «] giltige
Beziehung v(x) = u(z). In dieser Situation fallen also das vom Punkt (&, %)
ausgehende Minimal- und Maximalintegral und somit alle vom Punkt (&, %)
ausgehenden Integrale von (a) im Intervall [&, & + «] zusammen.

9. Spezielle Einﬂeutigkeitskriterien.

Der obige Eindeutigkeitssatz enthilt bei spezieller Wahl der Funktionen ¢, @
die meisten bekannten Eindeutigkeitskriterien fiir Integrale der Differential-
gleichung (x) und ferner deren Verallgemeinerungen und Kriterien neuer
Struktur. Wir iibernehmen im weiteren die in der Literatur iibliche Be-
zeichnung und schreiben y,, y, anstatt von «, v; dementsprechend setzen wir
Y, < ¥, voraus.

1. Die Wahl

o(x; Y1 %) Y2 — Y
in unserem Hauptsatz fithrt zu dem Vergleichungssatz ‘von P. Montel?)
und den sich daraus durch geeignete Spezialisation der Funktion @ ergebenden

Kriterien von Peano, Tonnelli, Bompiani, Osgood u. Tamarkine,
Lipschitz

%) P. Montel, Sur Uintégrale supérieure et Uintégrale inferieure d’une équation differen-
tielle. Bull. Sci. Math., 2e serie, 50 (1926), 215.
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2. Wahlt man in dem Eindeutigkeitssatz

oo i =BT, By =0; | sttig

80 erhilt man‘das (modifizierte) Kriterium von Rosenblatt—Nagumo:

i(x: y2);f(xz yl) = ’y;—:éy—l .

Dasselbe kann.mittels einer breiteren Wahl von @ verallgemeinert werden.
Z. B. erhilt man fiir

D(x; 4,2) =Lz (0= L = Konst.)
die folgende Verallgemeinerung:
1o, 90) ~ 1@ 9 S (92 — ) {-— + L.
3. Wihlt man

Yo — U1 .1‘+$—$

T+ n—a z—F » 2@%n.2)=0; fstetig,

(25 Y1, Y) =

80 kommt die folgende Abdnderung des Rosenblatt—Nagumoschen Kri-
teriums fiir stetige Funktionen f heraus (vgl?)):

Yo~ U L+ ya— %
f(x ?/2)—f(x yl)S x — & ) 1+x_§'

4. Wenn man fiir ¢ Funktionen wahlt, die im Bezug auf y,, y, allgemeiner
als allein von der Differenz y, — y, obhéngen, so bekommt man Eindeutig-
keitskriterien von neuer Struktur. Wir begniigen uns mit der Angabe eines
Kriteriums dieser Art. Eine umfassendere Sammlung von solchen Sitzen
scheint iiberfliissig, da man in einzelnen Fillen versuchen wird die Wahl
der Funktionen ¢ und @ dem Feld der gegebenen Differentialgleichung in
geeigneter Weise anzupassen.

Wir wihlen

Y

o(Z; Y1, Ye o _’1_ F /rg(x, t)dt; D(z;y,,2)= Lz (L= Konst.=0); fstetig,

N

wobei o(2, ), ;(®, y} im Bereich 4 stetig sind und die Funktion g fiir jedes
x€(£,&+ a] im Intérvall {# — b, 4 b] fast iiberall, d, h. mit Ausnahme von
einer hichstens abzihlbaren Menge yon Fallen, nur positive Werte annimmt.

Wir sehen, da3 die Lisung der Dzﬁeren'wlglewhung («) 9m Punkt (£, n),
rechts von &, immer dann lokal eindeutig ist, wenn es eine Funktion oz, y)

1 .
5) E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen. Leipzig (1930), 142.
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mst den obigen Eigenschaften gibt, die fir (x, yy, y,) € w die folgende Ungleichung
befriedigt:

(x — &) {o(=, ¥5) f(x, ¥2) — o(x, y) f(2, 9} <
Ya
< f (1 + Lz =8 o(z,t) — (x — &) o), 1)} dt. (1)
Y

6. Beispiel.

a) Wir wollen die im Bereich

A: 0<z=Za; b<y<b (@, b > 0)
definierte Differentialgleichung
» _ Pz, y)
= a
Y = Q) )

hinsichtlich der lokalen Eindeutigkeit der Losung im Punkte (0, 0), rechts
von & = 0, untersuchen.

Wir setzen voraus, da3 die Funktionen P, @ im Bereich A definiert sind;
ferner, daf3 die rechte Seite von («) sowie die Funktionen @, @, im Bereich A
stetig sind und die Funktion @ fiir jedes x € (0, @] im Intervall [—b, b] fast
iiberall nur positive Werte annimmt.

Man kann auf die Differentialgleichung («) das mit den Werten § = = 0,
o(z, y) = Q(z, y), L = 0 realisierte Kriterium 5,4 (1) anwenden.

Dasselbe ergibt, dal vom Punkt (0, 0) lokal genau ein Integral der Differential-
gleichung (o) ausgeht, wenn fiir (x; y,, ¥,) € © die folgende Ungleichung besteht:

2. (P(x, ) — P(r, 1)} < [ {Q, 0) — 2Qulw, )} dt. ™

b) Man kann die Funktionen P, @ mit einem ge=igneten willkiirlichen
Faktor o(z, y) multiplizieren, ohne die Eigenschaften der Integrale von ()
zu beeinflussen. Wahlt man z. B. o(z, y) = 2. 0(y), o im Intervall [—b, b]
stetig und daselbst fast iiberall positiv, und wendet man die Formel (1) an,
so kommt die folgende Beziehung heraus:

o(y) P(, 5) — o(yy) P(, 1) < — f o(t) @iz, 1) dt. (2)

Wir sehen, dall wvom Punkt (0, 0) lokal genau ein Integral der Differential-
gleichung (x) ausgeht, wenn es eine tm Intervall [—b, b] stetige und daselbst fast
diberall positive Funktion o gibt, die fir (z; y_, ¥,) € © die Ungleichung (2) be-
friedigt.

c) Wir machen die zusitzliche Voraussetzung, daB die Funktion P fiir
jedes x € (0, a] eine partielle Ableitung im bezug auf y besitzt, die in dem
Intervall [—b, b] von oben beshrinkt ist.

Wir bezeichnen fiir jedes z € (0, @] mit M(x) bzw. N(z) die obere Grenze
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von Py(z, t) bzw. das Maximum von Qi(x, t) im Intervall [—b, b], und mit n(x)
das Minimum von ¢(z, t) ebenfalls in [—b, b].

Wir wenden auf beide Seiten der Ungleichung (1) die entsprechenden
Mittelwertsitze an und sehen, dafl die Ungleichung (1) immer dann erfiillt ist,
wenn die folgende Beziehung besteht:

x.{M(z) + N(z)} < n(=), (3)
und umsomehr, wenn

M(x) + N(x) < 0. (4)

Wir sehen,.daBB unter der zusdtzlichen Voraussetzug c) iber die Funktion P,
vom Punkt (0, 0) lokal genau ein Integral der Differentialgleichung () ausgeht,
wenn filr jedes x € (0, a] etnd der Ungleichungen (3), (4) erfillt ist.

d) Wir wollen die Tragweite unserer Uberlegungen an einem speziellen Fall

iiberpriifen.
Wendet man z. B. die obigen Resultate auf die in der Literatur mehrmals®)?)8)

erwihnte Differentialgleichung

. Py
Y a gy

an, wobei der rechten Seite fiir x = y = 0 der Wert 0 zukommt, so ist die
Ungleichung (1)

1
a. 2y, — y) = {—32* + 5 (%% + n1ye + ¥3} (Y2 = %)

(@ = Konst.) (e)

Daraus folgt fiir y, — y;, > 0 die Beziehung:

[3z%a + 3) = 47 + vy + 3,

und man sieht, dal die Losung der Differentialgleichung (a’) im Punkt (0, 0),
fiir x > 0, immer dann lokal eindeutig ist, wenn a < —3.
Wendet-man die Formel (2)an, so folgt die Beziehung:

Y
a{Y:0(Ys) — %10(3)} < —4 f o(t) de
)1
und daraus, fiir o(y) = y*, k> 0,
4
2k+1°

Man sieht, daf3 die reechtsseitige lokale Eindeutigkeit der Losung der Diffe-
rentialgleichung («’) fiir alle @ << 0 und offenbar auch fiir @ = 0 gesichert ist.

a< —

¢) G. Peano, Démonstration de lintégrabilité des équations différentielles ordinaires.
Math. Ann., 37 (1890), 182. ‘

7) M. Nagumo, Eine hinreichende Bedingung fiir die Unitit der Losung von Differential-
gleichungen erster Ordnung. Japanese Journ. Math., 3 (1926), 107.

8) T. Yosie, Uber die Unitit der Losung der gewohnlichen Differentialleicghungen erster
Ordnung. Japanese Journ. Math., 2 (1925), 161.
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Fiir die Differentialgleichung («’) hat man:
M(x) a.a2®;, N(z)=42%; n(x)— 2.

Die Ungleichung (3) ergibt @ < —3, wahrend die Ungleichung (4): a < —4.
Das Kriterium von Peano und eine Nebenbetrachtung ergeben die Ein-
deutigkeit fiir alle ¢ <<0 wihrend das Kriterium von Rosenblatt—Naguno

fir —1<a< —|—l7).
Do redakeie dodané 20. I1I. 1956

Zobeenéni vét o jednoznaénosti integralt diferencidlni rovnice
y — flxs y)

O. Boruvka, Brno
Vytah

1. Pro diferencialni rovnici
¥ Kz y) ()

je znama fada vét popisujicich dostate¢né podminky pro unicitu integrald
v daném bodé. Zpravidla jsou tato kriteria zaloZena na majorisaci funkce
f(z, y,) — f(x, y;) nebo jeji absolutni hodnoty. Toto vyznaéné postaveni roz-
dilu se nezda zcela oprainéné, protoze v konkretnich piipadech miuZe byt
mnohem vyhodnéj$i majorisace jinych funkei zavislych na f(z, y,), f(x, v,), které
by byly prizptsobeny poli diferencialni rovnice. Na této myslence je zalozena
predlozena prace, obsahujici obecnou vétu, kterd zahrnuje vétSinu znédmych
kriterii a umoziiuje prizpusobeni struktury kriteria povaze dané diferenciadlni
rovnice.

2. Obecné kriterium pro jednoznac¢nost integrala.

Necht oborem diferencialni rovnice («) je dvojrozmérny interval:
A: E<a <& 4 a; n—b<y<n-+b (@, b > 0).

Necht ¢, @ jsou funkce t¥i proménnych majici tyto vlastnosti:
1. Funkce ¢(z; u, v) je definovana v oboru

: f<ax<éH4a n—b<u v<n+b

a vyznaduje se tim, ze
a) jeji hodnota v kazdém bods (x; u, v)€ @ je vétsi nebo rovna nule podle
toho, zda jest u < v nebo u — v;
b) v oboru w je spojitd a ma v ném spojité parcialni derivace ¢, ., ¢, ;
c) sphiuje relaci
lim ¢[z; u(x), v(x)] O

s
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pro kazdé dva integrily u, v diferencidlni rovnice (x), které vychizeji z bodu
(&, ) & spliiuji nerovnosti 7 — b < u(z) < v(z) < n + b.
2. Funkce D(x; u, ) je definovana v oboru

Q: tsrx=séta;, n—b=usn+d 0=z<+

a vyznaduje se tim, Ze
a) je v oboru Q spojita;
b) v oboru o plati nerovnost:

@25 w, V) + @u(x; u, v) f(2, w) + @y(; u, v) f(z, v) < Dx; u, ¢(x; u, v)];

¢) pro kazdy integrdl u(x) diferencidlni rovnice («), ktery vychézi z bodu
(&, 7) a existuje v intervalu {&, & + a], je 2(x) =0 jediné FeSeni diferencidlni
rovnice
2 = Q[z; u(x), 2],

které vychdzi z bodu (&, 0), a existuje v &4sti intervalu [£, & + a].

Za téchto predpoklada plati nisledujici tvrzeni:

Kazdé dva integrdly diferencidlnt rovnice («), vychdzejict z bodu (&, 1), v jistém
okolt vpravo od cisla & splyvaji.

KdyZ funkce ¢ je v oboru v ohraniend nebo Junkce f v oboru A spojitd, je
fedent diferencidlni rovnice (x) v bodé (&, ), vpravo od éisla &, lokdling jednoznaéné.

3. Vhodnou volbou funkei ¢, @ plyne z této véty plevaznd vétsina znimych
kriterii pro jednoznaénost integralii diferencidlni rovnice («) a t€Z dald{ kri-
teria nového druhu.

O0o0Omrenne TeopeM 00 oaHO3HAYHOCTHM AuUddepeHmaAILHOr0O YPaBHEHUS
y =z y)

0, BopyBR-a, Bpro
PezoMe

1. [Ina pupdepeRunanbHOro ypaBHeHAS

¥ =z y) ()

M3BEeCTeH PAJL TeopeM, ONUCHBAKCIAX NOCTATOYHEIE YCJIOBMSA I OXHO3HAYHOCTH HHTErpa
JI0B B XaHHOM TouKe. OORYHO, 3TH KPWUTEPHH OCHOBAHE Ha Maiiopusanun QyHKONH f(2Z, y) —
— f(x, ¥,) mam eé abcoioTHOH BesMYMHe. ITO 3HAMEHATEJLHO® NOJIOMKEHHe PasHOCTHA Ka-
HEeTCA He COBCEM peryJiapHEIM, TIOTOMY YTO B KOHKPETHHIX C/IYYagX MoKeT OHTh 6oJiée BRI
rojiHas Maiiopusanus Npyrax yHKA,3aBECAMEX 0T f{Z, ¥,), f(%, ¥3), KoTOpEIe 6nuta OBl nipH-

0cob/ieHH 1070 AEQQepeRnuansHOro ypaBHeHHA. Ha 3Toif Hpiee. ocHOBaHA XIpeJio-

ennasa pabora, cogepkamas o0myio TeopeMy, KOTOpas BKI0OYaeT 0OJBIIMHCTBO H3BeCT-
HhIX KpMTEpPHiA M N03BOJIAeT NPHCHOCOO/IeHMe CTPYKTYPH KpHTepHA CBOHCTBY R4HHOIO
nmié(be eHIEAJILHOTO YPaBHEHHUA.

. 86mm‘i KpHTepHH [/1A OQMHO3HAYHOCTH HHTErpa’jIoB.

Hycrp obmacTeio ompeneiieHnsa anddepeHINATLHONO ypaBHeHHA () ABIAETCA JByMep

Hbld MHTEpPBAI:

A: f<sx=<é+a; n—b<y<9+b (a,db>0).
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IIycte @, @ pyHRIAHN TPeX TepeMeHHLIX, 00JaJalouiuce cjeqy UM CBONCTBAMIL
1. Oyuruua ¢(x; w,v) onpe;esieHa B obaactn onpenclicHUsA

w: E<ax_ &+ a; n—b‘u<'v<77 b

M XapaKTCPH3YeTCs TCM, 9TO

a) e¢ 3HaUeHHC B RAMKIOH TouKe (X;u, v) €w Ooibile HyJd, WJIH PaBHO HYJIO0, B 3a
BACAMOCTA OT TOTO, €CTHIAN % < ¥, WIA % — v

B) B 001acTH o OHA HeIPepRBHA M MMeeT B 3TOM 00J1acTH HENPCPLIBHLIC YACTHLIC TPO

4 ’ 4
H3BOMHEIE @z, Py> Py;
¢) YAOBJICTBOPACT COOTHONICHHIO
lim ¢[x; u(x), v(x)] 0
z=>E+

IS KaKABIX [ABYX HHTErpasioB u, v HUPPepeHINabHOI0 yPaBHEHHsI (), BLINOJIALINY H3
To4KH (£, 1) M yAOBIIETBOPAKINAX HepaBeHCTBaAM: 7 — b < u(x) < v(x) n+ b.
2. Oyuxnua D(x;u,z) onpenreieHa B o0aacTn

Q: E<ax <&+ a; n—b<u<<n+b, 0<z2 oo

H XapaKTepH3yeTcs TeM, 4TO
a) B obsacTu Q oHa HeNmpCPLIBHA;
b) B 06acTu @ MMceT McCTO HEPABCHCTBO:

92(2; %, v) + @ul@; U, v) f(2, w) + gila; u, v) f(@, ) < Dla; u, pla; u, v)];

¢) JUIA KamK.loro uATerpana u(z) nauddepeHuaJbHOIO ypaBHeHHs (@), BHIXOAANICTO U3
ToukH (&, 7) W cyuiecTRyomero B waTepBale [&, & 4 a], z(x) O aABIAeTcA CAMNCTBEHHBIM
perueHneM [P PepeHIHATLHOIO YPABHCHUA

2 Dlx; u(x), 2],

BRIXOMAMM M3 Touku (&, 0) M cymecTBylomIuM B 9acTd npoMcikytka &, &+ (ﬂ

IIpu 3TEX NpeanosIoKeHNAX MMeeT MeCTO cjeflylolice yTBepKAeHMe:

Kaxncovie dsa unmeepana dugepenyuanvrozo ypasrenua (a), svixodayue uz mouku (&, n),
6 onpedeaénnoli okpecmuocmu cnpasa wucaa & cognadaiom.

Ecau gynryua @ 6 obaacmu » oezpanuvena usu Gyrryus f 6 obaacmu A nenpeprigna, mo
pewenue JupPepenyuaavrozo ypasnenus («) 6 moure (£,7) enpaso uucaa §, sagasemca 4o
KEQAbHO 00HO3HAUHBIM.

3. VmoOusmn BoibopoM dyHKIui ¢, @ U3 3TOH TEOPEMEI BRITEKaeT 3HAYHTeAbHOE OOJIBIIHH
CTBO M3BCCTHHIX KPUTEPHH JIi OXHO3HAYHOCTH MHTErpacioB auddepeHildaIbHOrO ) paBHe-
HUH (&) W TOMKC aJIBHCHIINC KPUTEPHU HOBOrO POJIA.

167



		webmaster@dml.cz
	2012-09-24T11:46:46+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




