Boruvka, Otakar: Scholarly works

Otakar Bortivka
K teorii n€kterych transcendent poctu integralniho
Spisy pfir. fak. MU, ¢. 37, 1924, 13 s.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/500026

Terms of use:

© Masarykova univerzita, 1924

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized

documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/500026
http://dml.cz

SPISY PUBLICATIONS
VYDAVANE DE LA
PRIRODOVEDECKOU FAKULTOU FACULTE DES SCIENCES
MASARYKOVY UNIVERSITY DE L UNIVERSITE MASARYK
REDAKTOR REDIGEES PAR
BouusLavy HOSTINSKY

Rok 1924 Cis. 37

K TEORII NEKTERYCH TRANSCENDENT
POCTU INTEGRALNIHO

(CONTRIBUTION A LA THEORIE DE QUELQUES FONCTIONS
TRANSCENDANTES DU CALCUL INTEGRAL.

NAPSAL A /7S

O. BORUVKA ( o

VYCHAZI 8§ PODPOROU MINISTERSTVA SKOLSTVI A OSVETY

VLASTN{M NAKLADEM VYDAVA
PRIRODOVEDECKA FAKULTA
BRNO, KounNwcova 63
NA SKLADE MA | EN VENTE CHEZ
K~xmkupecTvi A. PISA, BRNO, Ceski 28



K THEORII NEKTERYCH TRANSCENDENT
POCTU INTEGRALNIHO.

(AVEC UN RESUME EN FRANGAIS.)

L.
O funkei R (xz,s) definované p¥i redl. é. s >1 fadon

= 1

w0 (% + n)’

jest zndmo®, zZe rozdil R (z,s)— o qdest celistvou funkei transcendentni

proménné s a ze lze jej tedy rozvinouti v radu stdle konvergentni

Rz = i@+ @ E— D+ A@ =1+ ... (1)

O funkei f, () a dalsich koeficientech p¥i jednotlivych moenostech (s—1)
neni posud zndmo nic blizsiho. Vychdzeje od trigonometrickych aggregata

v —‘.vl . o " () v—1 u 9 \ . 2
= sin 27— ¢ log I’(-v—), Z cos 2w - © log I’-( ” ), zévislych na klad-
P=l ) ) )

. , . , i th .
nych pravych raciondlnich zlomeich —, ukdzi v tomto odstavei, Ze za
[

";:1

predpokladu O <. <1 plati trigonometricky rozvoj

logz |

h(l—a)— £ (1 +0)=— (log27x + E) weotgxw — - ek
. v \ n
-+ = 2 cos(2n+1)xmwlog ———.
SIN LT g ~ n+

Budtez u, v celistvd kladnd nesoudélna ¢isla (0 < u < v) a hledejme
vyjddieni aggregdtu
=1 s
4 X sin2x " plogl’( 0—)
p=1 v v

* Lerch. Dalii studie v oboru Malmsténovskych fad; Rozpravy II t¥. C. Aka-
demie ro¢. III., str. 12. Podle Lerchova cititu (Rychle konvergenin{ vyjidrenf nikte-
rych limit, p. 7, Rozpravy Ceské Akademie, ro¢. VIIL) pochdzi tento vysledek od
H. Kinkelina (Programm der Gewerbeschule, Basel 1861—-1862).

(.
*#* Znaéim dislednd 1((5)) = (x) a Eulerovu konstantu pismenem E.
1}



4 .

tim zplsobem, Ze nahradime log I’ (~£~) dle Kummerova vzorce *

log I' (%) = konst — (log 27 + F)x — } log sin aw -
1 lo 2
—r;tv..il——g‘;—sm?mn'(()<1 <1) (2)

pFislusnym vyrazem.
Vzhledem k relacim

v—l

> sin 27 () =1
?:1 v Al
- | (3)
= o U v u
X psin n’~ ~@=—=—g cotg-—
?_1 2 ° v

obdrzime nejprve, piseme-li (log 27 - F)-

vr—1

k u P .
A=-5cotg—mw— 4 X sin 27— g log sin Ca
Z v = v : v
p=1
D B u = logv .
+ - X sin2x—9 X —=—sin v ¢ 2
T o= ¥ gm1 ¥ v
a pak, jelikoz
t'—l v-—l s
. " v—0
X sin 2n ~()logsm = Zsin2r (v —o)logsin —* 7 -
p:l v v o 1 v v
v—1
g " .0
— Z sin 27— g log sin = 7 =0.
0=1 v v
k u . 1 22 = logw 0 u
A=-cotg-—-w+— Z T —sin2v -w8in2x -p. (4)
&~ v T p=1 y=—1 V (4 v

1

Poznad¢ime-li agzregdt trigonome'rickyeh fad na pravé strané

pismenem X a uzijeme-li vzorce

N v . g N vV — SV
sin 27— o sin 27 — 9 cos 27 — 0 —cos2r 0l
v ” » »
mizeme p sdti
= 7 l()" y vl Vv " Vv 28
X=42 =2 X |cos2w——-p —cos2x 0
v=1 ” o=1] v v

V této Fadé transtormujme sumaéni index » substituei » —vn
(n=0,1,2,...;2=1,2,..v); obdrzime

= v log(vn-+x)°] e X == 1%
> ¥» 22" 17 5 |ecos2: f—g-—cos‘_’:r-r - 0|,
0 x—1 vn —— % =1 () r

A==

[T

* Kummer, Crelleav j. sv. XXXV., p. 1.



coz lze zna¢né zjednodusiti, nebof pro xg=u a x=v—u jest

o *—u s
2 |cos 2w —— 9 — cos 2 - el=9,
P:l v v

kdezto obecné pro x = u, resp. x=wv — u jest tyz vyraz roven v, resp. — .
Plati tedy jednoduse

Y. "5 [log (vn+w) log[v(n—- 1)-—u]]

2 ol vntu v(n+1)—u
anebo
v oS log(vn+wu) log[v(n—+1)+ ul +
’ 2 p=ol NI U v(in+1)+u
v %flog(wn -w)  log(vn—uw)|
2wy i - u rn— u :

, , . log u
soucet prvni Fady na pravé strané jest patrné¢ roven g , druhou Ize
. u
vzhledem ke vzorei

upraviti na

low , 14) low e u)
' 0 nt+— 0 N
log » " v j I v ° v

- T cotg — T — -
v | © v o

takze vychdzi

. - u

logl n 4+ — logl n— —

. u v S A = v
X-= cotg—m.logr—+ § —log—+1 :

- y i o
v *u v Cu u
T n——
v v
a pak
" k 1 v u
A~ lecotg—logv +— cotg —w+4+ - log— +
£579 BV Ty SO T T oy 98y
u ' " .
~log| n—- ) log( n—~) (I)
1 21" 'y ‘ v '
Q7 i " u ’
N — n -
- P .
Ndsobme nyni aggregit
V':‘l c I( () )
B- X cos2x -plogl'|—
o1 v v

D

o ype " v ? . ry ~]
veli¢cinou eos - x; obdrzime nejprve, piseme-li
~

NS
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cos%—Ncosfz—:—ytg -[cosn—("g+1)+cosn—(2g—l)]
1

B cos%n‘: 1 uE cos 7 7-_()(, L 1)10g P(’QT) 1
p=t v,
+ 1 Teosa (20 1) log I’(e + 1)
p=0

a pak pomoei vztahu I' (14 2) = o I'(2)

BcosT»n__ 1 i’cosﬂ—(?e 1)1001’(9 F(‘l:i) L
) P 1 N

(1)

— L eos — log v
3 .

Vyehdzi tudiz z rovnie (1) a (ID)

- o , 0
— T cosm — (20 + 1) log I"‘ =
(A (4

0=1
)

”

" . 0 0o — 1 k i
— — 1 T cos 7 —(297—1)102'F(~\ )[’(‘ )~— — CO8— 7¥ ~
- ) . < A ! :- ‘

1 . .
" " )" "
sin — 7v sin— x _ |log| » log | n— )
? / " / - ! ”
+——5 —log- -—5—+- ¥ el
2; " 2 27 . " "
| » " — -
] v

po upravé

-1 Lo

' I’( e 7 ) sin.

5 uo. : u v P u
2 cosw— (20 + 1) log -~ lcos- - — . —-. log
51 v ) I 0 ) r ‘ T 7 r

s
" " "
s1n o 4 10{:‘ n - - ) ]u"‘ 10—
» :', = 7 < &
-y . (1)
‘ a n= H "
n -+ " -

Poznacime-li levou stranu této rovnice } a vyjadfime-li v ni funkce

0+ 1 0 S
log I’ ( AR ) log l‘( -‘—) dle Weierstrassova vzoree
v S

log I’ (&) — FEao—logua — _‘.' — —lu”( p - ! )l (D)
‘ n-1| 2 _
i, - % .o )
obdrzime s ohledem na vztah X cos 7 (29 — 1) 0 nejprve
5--1 v
, ! u ] + 1 ol - 0+ |
Y=— S cosn (20 + 1) ——lug()»' -— 3 —log — > )
o=1 oo { 0 oA\ TN "o @ '



a pak

. < u 0
Y —= w— (2 1lo
lecos ~(2e+1) g9+1+

L S u il g e+l
Tizlpflcosnr (29-;—1)[1”2 IO"—_—vn—}—g :

Druhou fadu na pravé strané lze patrné psati ve tvaru

0 uw , v+ @
z X cosmw—|[2 1] log ————
n=1p==1 08T, L ) == Ogvn—;g+1

a tedy také, zavedeme-li sumac¢ni index »n -+ 9 —#»'

o u , n
Zecosw-— (20 + 1)log —.
n'=p41 v " —- 1

Nachdzime tedy

e U . )
Y= X cosw—(2n +-1)log ——
n—1 v - ' n—4+1

a pomoei rovnice (IIT)

" 4 TEY
_llogl n 4+ — log | n— -
- ® ° v ] u ? Lo Y
=z : e 2= kreotg —w— —log—+
n=1 u u g v w o
n —+ R —
i -
14 z u : n .
e X cos - (2n+4 1)log . (IV)
.ou ety v ‘ n-—+1 s
sin - -7
’V

Juk z obeenych vét o trigonometrickych raddch ihned vyplyva,
jest rada

- n—1
Zcos(2n+ 1)ralog ——
el ) ' n

v kazdém intervalu mezi (0...1) stejnomérné konvergentui a repre-
sentuje tam tudiz spojitou funkei.

Totéz plati o rade

Lllog(n—a)  log (n+ )

n—1 n—2x n - &

nebof pro viechna O <z <1 a n>4 jest

log(n—u) login—+2x) log(n—1) log(n—+1)
: - <=2 - T W W 3T
n-—x n-—x n—1 n -1

®n

) u.‘ s ‘ﬂ = - :
a fada Xu, konverguje.

n-2



Ke kazdému redlnému dislu # v intervalu O <2 <1 konverguje

. ST o Uy, - . 3
posloupnost raciondlnich ¢isel = obsazenych v tomto intervalu.
Up

Jest tedy pro libovelné .« tohoto intervalu

; Uy i Uy )
log|n — —* log|n + —
(I v,

‘ [log (n—a) log(n+ f_i?}

. ) h
= ]llll |- —_
n—=1 n—a n—-—a n—1 iy Up
n—- n -+ —
Un Ui
log & . by £ ® n 41
kmweotgam + —2— -+ —— Feos(2n -+ 1) zwlog—— =
T ° BT p=y > ' n
v, s " » w, 14 7 Wy o n—+ 1
— lim | k7 cotg- Ly ; e logl ————— 2 oS T - (2)1 + 1D log——|.
~ Vs t; () . Up  a—1 U n
sin — 7T
Un

Posloupnosti za znaménkem limitnim na pravych strandch téchto

rovnic jsou vSak dle (IV) identick¢ a konverguji tudiz k téze limitd;
plati tedy obeené pro 0 <. <1

2z [li)g'"' — &) log (n + .L)]
1

. % — .5 n—-—x B
' (IV¥)
_ lug X 14 ot . n—+—1 = '
- ko cotg xw —+ - —— Teos(2n 1) axlog——.
' X SIN T ,—1 ' n

Predpoklidejme pro jednoduchost i nadile, jak budeme potrebovati,
0 <& < 1; snadno dokdzeme, ze rada

K P
wlm—x)y (n+x)

konverguje stejnomérné v kazdém koneéném oboru (s), v jehoz viech
bodech jest sedal. ¢ s> 0.%

Nebot jest, piseme-li s~ o0 - ir

x
1 1 dy
s - S : -
(n—u)  (n-+-a) J(n 4 y)tte
-z
a tedy
x

! 1 1 dy 2z s]| i
forro—— — —————— = 8 / e el {=Ref <Z) ()
(m —x)* (n—+x) Jn+ gt (n p)tte '

y . " 1 1 .
Representuje tudiz rada X [ s ——| v kazdém tako-
: 1 f(n—x)* ] !

* Obvod oboru muZeme poéitati k jeho vnitrku.
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vém konedném oboru (s) analytickou funkei a sice funkei R (1 —uz,s) —
— R (1 4z, s); nebof tato jest ji pFi redl. ¢. s> 1 definovana.

Miazeme tedy pro O <z <1, 0> 0 psati dle (1)

. Z [ 1 ]__
w1 (8 — ) (n4 2|
=Yl +a)—yv(l—2)+6—D[/i(l—2) —fid+2)]+....5
rozvineme-li Fadu na levé strané podle stoupajicich mocnosti faktoru (s — 1),
obdrzime snadno pro koeficient pifi prvni mocnosti

r~

o ‘ \ ds - 1 1
2rilfi(l—2)—fil +2)]= /(57,1) it [(ﬂ,——u(/) (7l-r"17)8]:

_ = / 1 1 ds
el 1=y  (nF2)yf(s—1)¥
1=

integrujice v kladném sméru dle jednoduse uzaviené kiivky I, obe-
pinajici bod s -1 a peprotinajici pomyslné¢ osy.

Residuum funkece

l 1 ] v .
,(."l—‘-")‘"—w#-.v)”} G—1) ' bodé s—=1 jest

) log (n — ) _log (n—+ J_)]

N — n &
a tedy .
; , ‘ * llog (n— log (n 4 =
h(l—x)—fill 4+ )= —.‘_’[ AL ) =2 it ).
: AL 1 n—x n—+x

7 tohoto vysledku vychdzi porovndnim se vzorcem (IV*), Ze je-li
V Tozvoji
Rl -z, s)—Ril+uws) =1+ —yv(1—2x)+
- =-—0)—/1d+-D)]+ ...

0 <. <1, ma koeficient 7, (1 —.) —f, (1 — &) hodnotu
) ) . 5 B logx |
fi(l—2)— (1 +u)=—(og2x + F)mcotgenw — 2= |
&
T = n (V)
-+ = X cos (2n -+ 1) am log ;
St o n—+1

Podotknéme jesté, ze ze vzorce (IV#) jest mozno odvoditi nékteré
zajimavé vysledky; uzijeme-li Lerchova pravidla o derivovdni konver-

.

en
gentnich trigonometricky vh fad typu X "cos2nen®, dle néhoz derivace
n=1 N

jejich souctu jest i X (Cn— Catyq) €08 (20 + 1) 2w (¢, =0), jakmile
n-—0

* Lerch, Véstnik Ceské Akademie roé. V.
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fada tato konverguje stejnomérné, shleddme, Ze integrdlem funkece

w2 n+1. z logn .
S X cos (2n + 1) amwlog 9’2 jest fada — X —:’;»- cos 2n x7, jei
1 n=1
: s log »n , .
pro x =1 nabyvd hodnoty .15‘ (— 1! —:’e—; soudet této TFady jest
— FElog 2 4 Llog* 2% .
S R >

Nalezneme tedy snadno integraci vzorce (IV¥) v mezich (4, x) vztah

2 [log* (n +- 1) - log® (n — 1) — log*(n + &) —log* (n - - )| =

n=—1

= log*  + 2|(log 2  F) log sin v + (F -—~log2)log 2] — (V1)
7, logn
—2 3 "2 cos2nuam,
n=1 n

z néhoz na pF. pro x = I vychdzi

.‘:’ log®* (n + 1) +log® (n — 1) —log* (n + 1) —log* (n— 1)| =
o = 3 log?2 — log «r.log 2. ‘
kdezto pro x = (VI¥)
.; [log® (n — 1) +log® (n— 1) —log*(n — ) —log*(n — )]
n . . s
log?3 — ( logw 2 lo)g_.? ) log 2.

I1.
V rozprave Dalsi studie v oboru Malmsténovskyeh fad- odvodil

Lerch vzoree**

w p— 2z (vi-n) : r R B
.E'L : — '7)( — 1():_:‘ 2L y ) W(r) — PO Ll Iug ! :
T sll) 1N ys ) ‘ P /;
D<r<l, OD<sr<1) (1)
o0 c:.?nzﬂi X
a o funkei X R dokizal pozdcji®** ze se dd pro raciondlni » vy-

jadriti v zakon¢eném tvaru; tiz vlastnost jest znima o funkei ¥ (v) a
byla po prve dokdzdna Gaussem.i Vyehizi tudiz z horejsiho vzorce

témér bezprostredné, ze funkece

e n—a X , (n-—a)in+ a)
X sin 2naa log , X cos 2namlog —
== R==_ . ==l n-

0=r<l, O<ca=<=1)
* de la Vallée-Poussin. Recherches Analytiques sur la th. des nombres premiers
Ann. Soec. scient., Brux.. t. XX. p. 65..
= Cit. str. 15 p. 53.
*## Lerch. Razné¢ vysledky v theorii funkce gamma: Rozpr. (. Akademie. II. t&.
ro¢. V, str. 20.
+ Gauss, Sebrané spisy [II. sv., str. 157,
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representuje v raciondlnich bodech z koneény aggregit elementdrnich
transcendent. Uzivaje podobné metody jako diive, odvodim v dalsim
tento vysledek piimo.

Pozna¢me pro struénost

n-+a

Fle) = > sin 2nam log

=1

—a
y . ’ ’ /ll A =N ’
a kladme za & raciondlni kladny zlomek — (u <v); piseme-li Fadu f(x)
1!

tak, Ze spojime vzdy » ¢lent v jeden (coz odpovidi transformaci indexu
n=uwvn'to; =0,1,2,...; p=1,2,...v), obdriime

S LN ™+ 0+ d
,‘( -] =2 Xsin 27 w-glogﬁ——L——
“\v —0 p-1 v th - Q—a

V

anebo také vzhledem ke vzorei (3)

] o r— l
~) | z | 9, I 5
" w | 2Fa 0+ a 2a "N
/( ) ._sm"‘r ()J — +log*——— — X —log—— | ¢;
v ' v 9—ua n=1| "N 1 (L"—' a l
_ . "
z toho vychazn snadno dle (5)
r‘(’—;—"]
(U e o)
f ( ) — — Ysin27x glog —
i Bl r 0 —
; : ¢ *)
r
v—I1 \ 1 -
0o—a index
a pak, zavedeme-li v aggregitu X sin 2w - g log I’ (‘ — } ,
p=1 g g=r—=g
hledany vyraz
o u o 0 --a
/ ( ) Z'sin 2 9 log sin 2 v
A e - =
nebo
0 t— (l
sin *—— ¥
o u v—1 u 7
/‘ —, = 1 Z'gin 2 rr-f 0log —————. (8)
"o p=1 0 —a \
. sin T
.
Anulogicky nalezneme pro funkei
¥ (n—a)(n—a)
g(x) = T cos 2naw log ~— ' — (O=x<l, O<a<l)
n L 't~ \
v raciondlnich bodech x vyjddreni
a . 0—a
, sin —ax . sin *—— 7
u " e ¢ i (A (
/,( ) = log — - Xcos 2 glog ——. ()
: v B a ' 1 v - .0
T ¢ sin >
v

v
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Podotknéme jesté, Ze vychdzejice z (Gaussova vzorce*

T\ T u vl Dy . km
Y| — |+ FE=—log2v— 5 cotg — & + T cos —— log sin —
e ) 2 v g v v

mizeme tymiz metodami ale postupem opaénym odvoditi Lerchovy tri-

gonometrické rozvoje pro funkei ¥ (x)**.

* Cit. str. 10 ().
%% Cit. str, 10 (+*y p. 29,



CONTRIBUTION A LA THEORIE DE QUELQUES FONCTIONS
TRANSCENDANTES DU CALCUL INTEGRAL.
PAR
0. BORUVKA.

(RESUME.)

La fonction R (x, o-+-ir) étant donnée pour ¢>1 par la série
- 1

7

Z Gra) elle admet le développement
n=0 \WL T

_ 1 : WYY 2 ’
R (2,8) = i Y@)+filx)(s —1)+fa@)(s—1)2.... (1)

ou Y (x) désigne la derivée logarithmique de la fonetion I'(x). Les pro-
priétés des fonetions f, () étant inconnues, j'ai déduit une série trigono-
métrique pour la fonction

fi(l—x) —f(1 + ) + (log 2w — I'' (1)) 7 cotg xr — lgfi'., en supposant
O<z<l.

u, r étant des entiers positifs (« <), on trouve en appliquant les for-
mules (3) et la série de Kummer (2) et en posant

v—1 - i
A— X sin 27 ?: glogl“—(;-)

: . . p=1
'expression suivante:

4 (log27—1I"(1)) " P 2, {Iog (vn—rw)  loglv(n+1)— u]]

2 bl.'- '2.77,.0_

- U v(in—+—1)—u

(voir p. 5) d’oit résulte la formule (I). En multipliant I'expression
v—1 m

) ~ ‘ u ' . .
B= X cos2xn .0 log I ‘ —f’—) parcos - on déduit facilement la for-
: : ,

p=1

mule (II) et & l'aide de celle-ci et (I) la formule (I1IT). Si I'on exprime
dans cette formule la fonction log I' () par la série de Weierstrass (5)
on obtient le résultat (IV) et on voit, que ce résultat est valable pour
O<ar <1 (form. IV¥). En supposant O <. <1 linégalité (6) met en
L ~l ——.] est uniformément conver-
n—z)y @®r-+x)

gente dans tout domaine fini a droit de l'axe imaginaire du plan (s) et
qu'elle représente la fonetion R (1 —a, s) — R (1 — ., 5): en développant
cette fonction suivant les puissances croissantes de (s— 1) on trouve
facilement le coefficient de (s — 1) e’est-i-dire f, (1 — ) — f; (1 + x)

> 4
¢évidence que la série X

n=—=1

<P g A e

e
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(voir p. 9). Puis on déduit & I'aide de la formule (IV*) le résultat
que le coefficient de (s— 1) dans le développement de la fonction
R(1—ux,8)— R (1+,s) est, en supposant 0 < <1,

I (1)) v cotg xmw — lig—@ —-

H1(1—x)—fi(1+x)=— (log 27

o@x

I 3 ) ! )

4 — Y cos (2n +— 1) xx log .
R <) 0 0 g A { o ) °n—,—1
o0 |

: . T . n—+1
L’intégrale de la fonction 3 cos (2n 1) amwlog —-
8iN 7T 1 n

est —

51 . .
— 2 8%c0s 2nam; en intégrant la formule (IV*) on déduit la rela-

n=1 N
tion (VI) d'oi résultent pour x =1 et x =3 les formules bien inter-

essantes (VI¥).
* *
*

Lerch a établi la formule (7) et il a montré plus tard que, » étant

rationnel, on peut exprimer la fonction X par des fonctions élé-
: o N+v

mentaires en nombre fini; done il résulte de la formule (7) presque

. . g : . . n+a
immeédiatement que, . étant rationnel, les fonetions X sin 2nxr log e
5 / . - n—a

z, (n—a)(n-+a) sy
X cos 2nem log > (O<x<1, O<a<1) sont représentées
n—1

par des fonctions élémentaires en nombre fini. Je démontre ce théoréme
" , . ; . \

en posant . ot NN e (n 0, 1,2,...; ¢=12,3,...v) ¢t en

appliquant la formule (3) ainsi que la série de Weierstrass (D). On

obtient les formules (8) et (9).

Brno, le 24 novembre 1923.



