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VIill. Stereometrie

83. Kvadr ABCDA'B'C’'D’ (s podstavou ABCD, pfiemz
je AA"||BB'||CC’"||DD’) ma rozméry a = d(AB), b=
=d(A4D), ¢ = d(AA"). RovnobéZné roviny BDA’ a CB'D’
oddéluji od daného kvadru dva Ctyfstény ABDA’ a C'CB'D'.

a) Vyjadfete objem zbylého télesa pomoci rozméra a, b, c.

b) Narysujte sit tohoto télesa pro a =4cm, b =3 cm a
¢=5cm.
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ReSeni. a) Na obr. 140 je znizornén kvidr ABCD ve volném
rovnobézném promitini pro leps$i ndzornost v »nadhledu zleva«
(znamena to, Ze jsou viditelné: horni podstava, pfedni a leva
pobocna sténa). Objem Z zbylého télesa, jehoZ obraz je tlusté
vytaZen, vypocteme tak, Ze od objemu piavodniho kvidru
odeéteme objemy oddélenych Ctyfsténd.

Objem Ctyfsténu vypocitame podle vzorce pro objem V
jehlanu, tj.

1
V= 3 P.o,
kde P je obsah podstavy a v délka pfislusné vysky. Povazujme
ve ctyisténu ABDA’ trojuhelnik ABD za podstavu; pak
pfislus$né vyska je v = d(AA") = c¢. Obsah pravouhlého troj-

1
thelnika ABD o odvésnich a, b je P = Eab. Proto je

1 1

—3— . E abce.

|~

V1= ab.c=

1
Objem Vs, druhého Ctyfsténu C'CB’D’ je rovnéz Eabc, nebot
oba ¢tyfstény maji shodné podstavy a vysky.
Dostavame tedy pro objem Z zbylého télesa

Z= abc = Vl = Vz
¢ili
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1 2
Z =abc — 2 .— abc = — abc.

2
Odpovéd. Objem zbylého télesa je 3 abe.

b) Sit zbylého t&lesa je na obr. 141; pfi konstrukci vyjdeme
nejvhodnéji od stény 4’B’B a jeji sousedni stény B’BC a postup-
né pfipojujeme dalsi stény. Pi rozvinuti povrchu v sit mé napf.
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bod D tfi obrazy (znacené D, D1, D2);obdobné bod D’ se zobrazi
tiikrat jako D', Dy’ a Dy'.

8 Obr. 142

84. Je dan kvadr o rozmérech a, b, ¢ (viz obr. 142). Od kvadru
oddélime télesa rovinnymi fezy tak, Ze zbude téleso, které je
na obrazku vyznaleno tlustymi Cdrami. Jeho vrcholy leZi
ve stfedech hran predni a zadni stény daného kvadru.

a) Narysujte obrazek, z néhoz je vidét, Ze se odfiznuté Casti
daji slozit v jiny kvadr.

b) Vypoctéte objem télesa, které zbylo po odfiznuti.

Reseni. a) Oznaéme stiedy hran stény ABCD daného kvadru
stejné jako na obr. 142. Stfedni pricky MP, NQ tohoto obdélni-
ka a dale tsecky MN, NP, PQ, QM déli obdélnik ABCD
na osm shodnych pravouhlych trojihelniki; ty jsou na obr. 142
odislovany 1, 2, 3, 4, 1, 2', 3, 4. Trojthelniky se totiz shoduji
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v odvésnach, tedy podle véty sus. Proto muZzeme trojihelnik 3
pfemistit do polohy 1’, trojihelnik 4 do polohy 2'. S troj-
thelniky 3, 4 premistime zérovefi i odfiznuté Casti kvéadru,
které k nim prisluSeji.

A M B Obr. 143

b) Podle vysledku tlohy a) dostaneme z odfezanych Césti
kvadr, jehoZ pfedni sténou je obdélnik ABNQ (obr. 143);

1
rozméry tohoto kvadru jsou a, 5 b, c a jeho objem V" je

b
V'=a. 2" c
neboli
1
V' = ER abe.
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ProtoZe objem daného kvadru je abc, rovna se objem odfezanych
Casti poloving objemu daného kvadru. Z toho plyne, Ze zbytek
télesa mé objem rovny polovin€ objemu daného kvadru neboli

—.abc. Tim je tloha rozfesena.

2

85. Osovy fez rotacniho kuZele je pravouhly rovnoramenny
trojihelnik VAB o pfeponé AB délky d. Pfimkou AV je vedena
rovina, kterd protne kuZel v rovnostranném trojihelniku VAC.

Pomoci proménné d vyjadiete

a) objem jehlanu ABCV;

b) povrch jehlanu ABCV.

Obr. 144
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ReSeni (obr. 144). a) Pro vypocet objemu jehlanu ABCV
podle vzorce

V=—-P.v

potfebujeme znat obsah podstavy P a velikost vysky v. Zjistime
potfebné tdaje.

Bod V je vrcholem kuZele a pravého Ghlu rovnoramenného
pravouhlého trojihelnika ABV s preponou AB délky dj; je tedy

d(AV) = d(BV) = < (1)

/2
Je-1i S stied podstavy kuZele, je jeho vyska
d
v =d(SV) = 2 )

ProtoZe trojihelnik VAC je rovnostranny, je

d
d(AC) = —. 3)

12
Trojuhelnik ABC je podle Thaletovy véty pravouhly s pre-

ponou AB. Pomoci Pythagorovy véty vypocitime druhou
odvésnu
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d

V2 ®

/ &
4(BC) =]x (d(AB))2 — (d(AC))2 = f / @ - =
' i

Vzhledem k (1), (3) a (4) je
AVAB = ANCAB;

proto je i trojihelnik VBC rovnostranny.
Pro objem jehlanu ABCV s podstavou ABC a vyskou SV
dostaneme

d)z d a3
2 24

11
Vz—.—(-:
372 \)2

b) Vzhledem ke vztahtim (1) az(4)plati VA ~ VB ~ VC ~
~ AC ~ BC. Toho pouzijeme pii vypoctu povrchu S naseho
jehlanu. Nejprve zjistime obsah P trojihelnika ABC, ktery je
tyZ jako obsah s nim shodného trojthelnika VV.AB. Plati

Pomoci Pythagorovy véty vypoteme vySku VM trojuhelnika
VBC:

/

e RN
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Obsah P’ trojuhelnika VBC je roven obsahu s nim shodného
trojihelnika VCA. Plati

1 a3 a3
P'=—.d(BC).d(VM) = ——= ., —— — ——
2 2)272)2 8

Povrch § jehlanu je tedy

& 2|3 242+ 23

S:2P+2P:2'Z+2' P 7

GS\Y% E

N

Obr. 145
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86. Na pripojeném obr. 145 vidite kvidr o rozmérech
d(AB) = 4 cm, d(AD) = 3 cm, d(AE) = 5 cm; tento kvadr je
stmelen z krychli¢ek o hranich délky 1 cm. Na povrchu kvadru
je vyznacen obdélnik @; o rozmérech 1 cm a 2 cm a déle pak
dva Ctverce @3, @3 o stranich 1 cm.

Nad obdélnikem @ vyrazime z daného kvidru ve sméru
hrany AD sloupec (tvaru kvidru) sloZeny celkem ze Sesti
krychlic¢ek; vyiatd Cést je zndzornéna vlevo na obrazku. Tim
vznikne v daném kvadru otvor. Obdobnym zptsobem sestroji-
me nad ¢tvercem @j otvor dlouhy 5cm ve s« . hrany AE
a nad Ctvercem Qg otvor dlouhy 4 cm v s arany AB.

Vypoctéte objem a povrch (tj. véetné  _chu dutiny) télesa,
které takto vzniklo.

ReSeni. Abychom tlohu roziesili, rozfeZeme vzniklé téleso
(tj. dany kvadr po sestrojeni otvort) na vrstvy, a to rovinnymi
fezy rovnobéznymi s rovinou horni podstavy EFGH daného
kvadru. Dostaneme tak pét vrstev, které jsou v obr. 146 sefazeny
ve sméru shora doli; pfitom si myslime, Ze se na vrstvu divime
shora (z nadhledu). Patii-li horni sténa krychlicky v urcité
vrstvé k povrchu télesa, ozna¢ime ji v naSem obrizku znamén-
kem --; patfi-li spodni (dolni) sténa krychlicky k povrchu
télesa, oznaCime ji v obrizku znaménkem —. Jestlize naleZi
povrchu bocni sténa krychlicky, vyznacime ji v obrazku vrstvy
tlustou tuseCkou. Podle toho spocitaime v kazdé vrstvé pocet
stén krychlicek, které patfi povrchu télesa; zaroveni spocitime
i poCet krychlicek v kazdé vrstvé (obr. 146 a, b, c,d, e).
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Pocet stén ve vrstvé krychlicek,
které patii povrchu télesa

5 Cel- Pocet
%x;;cvka bocnich kem | krychli¢ek
y hornich dolnich stén stén | ve vrstvé
stén stén (v obrazku
(+) () tlusté
vytaZenych)
a 11 5 18 34 11
b — — 20 20 6
c 3 - 18 21 9
d 2 — 18 20 11
e - 11 18 29 11
Soucet 124 48

Odpovéd. Povrch vzniklého télesa je tedy 124 cm2, objem
télesa je 48 cm3. (Odpadlo 60 — 48 = 12 krychliéek.)

Jiné FeSeni. Na obrazku 147 méme zndzornéno téleso, které
jsme z kvadru odebrali. (Svislé Srafy znadi zelenou barvu, $ikmé
Srafy Cervenou a vodorovné Zlutou; stejné jsou obarveny i stény
vzniklé dutiny.)

Oznaéme V objem a S povrch pivodniho kvadru a V', S’
objem a povrch kvadru s dutinou.

Dutina nad @; vznikla vyjmutim Sesti krychli a vezmeme ji

celou; ma objem Vi = 6 cm3, povrch S; = 14 cm?2.

Dutina nad @3 vznikla vyjmutim dal$ich tfi krychli; objem
je Va =3 cm3, povrch Sz = 12 cm?2.
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Dutina nad Qg vznikla vyjmutim jesté dalSich tfi krychli;
objem je V3 = 3 cm3, povrch Sz = 12 cm?2.

Obsahy obrazct @1, @3, @3 oznacime Q1, Q2, QOs.

Podle obrazka vidime, Ze plati (objem je vyjiddfen v cm3,
povrch v cm?2):

VeV (Vi Vo V) —4.3.5—(6+3+3) =
— 60 — 12 — 48;
S=8+(S1+ 82+ 83) —2(01+ Q2+ Q3)=
245435443+ (14412 +12) — (4+242) =
=94 438 — 8 = 124.

Odpovéd. Kvadr s dutinou ma objem 48 cm3 a povrch
124 cm?.

/ % G1 Cervena /////////

Zv/ufé _

zelena “HHH"

Obr. 147
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87. Budiz déna krychle o hran€ délky 5 cm; krychle je slepena
z krychlicek o hran€ 1 cm. Zvolme na povrchu dané krychle tfi
¢tvereCky @1, @2, Q3 0 stranich délky 1 cm tak, jak je nazna-
¢eno v obr. 148a. Nad c¢tvereckem @) ve sméru hrany OA
(viz obr. 148a) vyrazime sloupec sloZeny z péti krychliCek
(vynata cast je znazornéna v obr. 148b); tim vznikne v dané
krychli otvor. Obdobnym zpisobem sestrojime otvor nad &tve-
reCkem @2 ve sméru hrany OB a dile nad {tvereCkem Q3
otvor ve sméru hrany OC. (Celkem bylo vyiiato 13 krychlicek.)

Provrtanou krychli ponoiime nyni do Cervené barvy, aby
se povrch a dutiny obarvily. Po uschnuti krychli rozbijeme
na krychli¢ky o hranich délky 1 cm.

Urcete, kolik jsme dostali krychliek, které maji obarvenou
1. jednu, 2. dv¢, 3. ¥, 4. &tyfi, 5. pét, 6. Sest, 7. Zddnou sténu.

A

/aa

SN

C Obr. 148a, b
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ReSeni. Abychom snadnéji tilohu rozfesili, rozfeZeme krychli
na desky tvaru kvadru, a to rovinnymi fezy rovnobéZnymi
s horni podstavou krychle. Tim dostaneme pét desek tvaru
kvédru o rozmérech 5 cm, 5 cm, 1 cm; tyto desky na dané krych-
li odshora dold ocislujeme cislicemi I, II, III, IV, V. Desky
zobrazime Ctverci o rozmérech 5cm (viz obr. 149 az 153);
mysleme si, Ze se na desky divdme shora, takZe vidime horni
sténu Ctvercové desky. Je-li horni sténa krychliCky v urcité
desce obarvena, napiSeme do ¢tverecku, ktery krychlicku zna-
zorfiyje, znaménko -+; je-li obarvena dolni sténa, napiSeme
znaménko —. Je-li obarvena bocni sténa krychlicky, vytdhneme
stranu CtvereCku v obrazku tlustou udseCkou. Tak snadnéji
spocitame, kolik stén mé krychlicka obarvenych; celkovy pocet
obarvenych stén krychlicek napiSeme také dovniti Ctverecku.
Krychlicky, které jsme z krychle vyiali, znazornime v obrézcich
vySrafovanym ctvereCkem.

Vysledky, které ziskdme, napiSeme do tabulky. V tabulce,
napft. v fadku oznaceném II (tj. deska ¢is. IT), ¢teme: 1 krychlic-
ka je neobarvena, 4 krychlicky maji obarvenou jednu sténu,
6 krychlicek mé obarvené dvé stény, 4 krychlicky tii stény,
1 krychlicka ma obarvené Ctyfi stény; celkem ma deska 16
krychlicek.

V predposlednim fadku, oznaceném S, Cteme vysledek:
11 krychlicek je neobarvenych, 36 krychlicek ma obarvenou
jednu sténu, 42 dvé stény, 20 tfi stény, 3 Ctyfi stény.

Provedeme zkousku. Snadno pfimo zjistime, Ze je obarveno
192 stén (150 — 6 + 12. 4); skutecné plati

36.1-+-42.2420.3+3.4=192.
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Pocet obarvenych krychlicek v jednotlivych deskach je patrny
z této tabulky:

Pocet krychlicek, které maji
Deska obarveno »n stén Pocet
gislo krychlic¢ek
v desce
n=0n=1n=2|n=3|n=4

I 0 4 10 8 2 24
II 1 4 6 4 1 16
111 4 10 8 2 0 24
v 6 12 6 0 0 24
\' 0 6 12 6 0 24
S*) 11 36 42 20 3 112
Obarv. stén 0 36 84 60 12 192

*) S je celkovy pocet krychlidek.
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88. Dokazte, ze hrany pravidelného trojbokého jehlanu se
nedaji oCislovat &isly 1, 2, 3, 4, 5 a 6 tak, aby soucet tfi Cisel,
kterymi jsou oislovany hrany jedné stény, byl pro vechny &tyfi
stény stejny (mezi stény pocitame téZ podstavu).

ReSeni. Predstavme si, Ze jsme si zvolili libovolny pravidelny
trojboky jehlan, a Ze jsme jeho hrany ocis.ovali néjakym zpa-
sobem disly 1, 2, 3, 4, 5, 6. Kazdé jeho sténé pfifadme cislo,
které je souctem tii Cisel, jimiZ jsou ocisloviny jeji hrany.
Jestlize secteme Ctyii Cisla, kterd jsme takto prifadili sténdm
uvazovaného jehlanu, pak jejich soucet bude

2.(1+2+3+4+5+6)=42,

nebot kazd4 hrana nalezi dvéma sténdm. Odtud jiZ plyne tvrzeni,
které jsme méli dokdzat, nebot Cislo 42 neni délitelné Ctyfmi.

89. Je dan trojboky jehlan ABCV. Rovina ¢ protini jeho

hrany AB, BC, CV a neprochézi z2ddnym z boda 4, B, C, V.
Které hrany jehlanu rovina je$té protina?

r

Obr. 154
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Jjeden poloprostor | druby poloprostor
urdeny rovincu § |urceny rovinou

A————8
/
/

O T

Obr. 155

ReSeni. Nejprve zjistime, které hrany by rovina o je$té
mobhla protinat. Nacrtneme-li trojboky jehlan ABCV, vidime,
Ze z textu ulohy nevyplyva, zda protina hrany AC, AV a BV.

Pred vlastnim feSenim si pfipomeiime jeden poznatek z geo-
metrie, ktery zni: Jsou-li X a Y dva rtzné body, které nelezi
v roving€ g, pak rovina g tGseCku XY protini (obr. 154), pravé
kdyz body X a Y leZi v opacnych poloprostorech vytatych
rovinou o.

Vrcholy 4, B nelezi v roviné p a rovina g protina hranu 4AB.
Z téchto dvou podminek plyne, Ze body 4, B leZi v opatnych
poloprostorech vytatych rovinou g. Obdobné zjistime, Ze v na-
vzéjem opacnych poloprostorech uréenych rovinou g lezi body
B, C a také body C, V. Piehlednéjsi bude, kdyZ si tato tii
zjisténi zapiSeme do tabulky (obr. 155). V témZe poloprostoru
tedy lezi body 4 a C a také body B a V, takZe rovina ¢ hrany
AC a BV neprotina. Body A4, V v8ak leZi v riznych polo-
prostorech, a proto rovina g protinid hranu AV. Tyto vztahy
jsou znazornény na obr. 156.
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Obr. 156
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