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I. Aritmetika p¥irozenych &isel

1. Urcete pocet viech piirozenych Cisel mensich nez 5000000,
z nichz kazdé je délitelné zaroven tfemi, péti a sedmi.
Reseni. Kazda dvé z &isel 3, 5, 7 jsou navzijem nesoudélni,
tj. maji nejvétiiho spole¢ného délitele 1. Cislo n, které je
délitelné zaroven tfemi, péti i sedmi, je délitelné soucinem
3.5.7 =105, (1)

Uvédomte si, Ze by tento tisudek nebyl spravny, kdyby néktera
dvé z téchto tii Cisel byla soudélna. Napt. ¢isla 9, 10, 14 nejsou
po dvou nesoudélnd; cislo 630 je délitelné zaroven deviti,
deseti i Ctrndcti, ale neni délitelné jejich sou¢inem 9.10. 14 =
= 1260.

Kazdé z &isel hledanych v nasi dloze je tedy délitelné Cislem
105. Obricené, zfejmé kazdé Cislo délitelné Cislem 105, je
podle (1) délitelné zaroven tiemi, péti a sedmi.

Musime tedy zjistit pocet nasobku ¢isla 105, které jsou mensi
nez 5000 000; tento pocet zjistime dilen'm

5000 000 : 105 = 47 619
800
650
200
950
5
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Provedeme zkouSku déleni nasobenim:
47619.105 + 5 = 4999 995 4 5 = 5000 000
Pocet hledanych cisel je tedy 47 619.

2. Nékdo znasobil tfi bezprostfedné po sobé jdouci pfirozena
¢isla. AniZ zndme souCin, miZeme o ném tvrdit, Ze je dé&litelny
Sesti; dokazte.

ReSeni. 2) Oznalme nejmensi ze zvolenych &isel 7; pak jsou
dalsi dvé ¢isla n + 1, n + 2. Souclin vSech tfi Cisel je

s=n(n+ 1)(n + 2). )

Chceme-li dokéazat, Ze s je nasobek Sesti, musime dokézat, Ze
s je nasobek dvou (tj. ¢islo sudé) a Ze je zaroveti nasobek tii.

Snadno zjistime, Ze aspoii jedno z Cisel n, n + 1, n -+ 2 je
sudé: bud je n sudé, nebo je n liché a pak je n + 1 sudé.

Snadno také dokézeme, Ze aspoil jedno z Cisel #n, n 4 1,
n -+ 2 je nisobkem Cisla 3. Cislo n déava totiz pfi déleni tfemi
zbytek bud nula, nebo jedna, nebo dvé. Dava-li # zbytek nula,
je n délitelné tfemi. Dava-li n zbytek 1, pak déva cislo n +- 2
zbytek nula a n + 2 je délitelné tfemi. Dava-li n zbytek 2, pak
Cislo 2 + 1 davé zbytek nula a z 4 1 je délitelné tiemi.

Dokazali jsme tedy, Ze v soucinu (1) je aspon jeden Cinitel
délitelny dvéma a aspori jeden Cinitel délitelny tfemi; soucin
je tedy vzdy délitelny Sesti.

b) Rozfesime ulohu jesté jednim zpusobem, na kterém ukéZe-
me dva typické obraty.

Za prvé: Ponévadz jde o tii po sob& bezprostiedné nasle-
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dujici pfirozena Cisla, oznacime prostfedni z nich n; nejmensi
je pak n» — 1 a nejvétsi n -+ 1; jejich soucin se da vyjadfit
v pomérné jednoduchém tvaru

s=m—1nn+1)=nx—1)=un—n, 2)
Za druhé: ProtoZe mame zkoumat délitelnost Cisla s Sesti

a protoZe Cislo s je vyjadfeno vzorcem (2) pomoci 7, vyjadiime
¢islo # pomoci zbytku po déleni Sesti takto:

n =6k + 2, (3)

kde % je nula nebo &islo pfirozené a zbytek z je nékteré z &isel
0,1, 2,3, 4,5.

Z (3) dosadime do (2) a dostaneme po tpravé
s = 216k 4 108k2z + 18kz2 — 6k -+ 23 — z. 4)

KaZdy z prvnich Ctyf sCitanch v (4) je zfejmeé délitelny Sestis
vypocteme jesté rozdil 23 — z pro 2 =0, 1, 2, 3, 4, 5:

" 0o | 1213!4]5
|
|
: 120
|

ll
23—z OIO 6'24’60

Ponévadz v druhém fadku tabulky (5) jsou vesmés nasobky
Sesti, je podle (4) kazdy soucin s délitelny Sesti a véta je do-
kazana.
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3. Délime-li druhou mocninu prirozeného cisla dvanacti,
muze byt zbytek jenom jedno z urcitych Ctyf pfirozenych Cisel.
Zjistéte tato Ctyri Cisla.

ReSeni. Pii déleni pfirozeného Cisla dvanicti je zbytek z
nékteré z Cisel

0,1,2,...,10,11. (1)

Prirozené cislo n, které dava pfi déleni dvanécti zbytek 2,
Ize napsat ve tvaru

n =12k + z.
Jeho druha mocnina je
n2 = 144k2 + 24kz + 22 = 12(12k2% + 2kz) + 22 (2)

Z rovnosti (2) vyplyva, Ze zbytek pii déleni Cisla #2 dvanacti je
tyZ jako zbytek pfi déleni Cisla 22 dvandcti.

Vypocteme tedy druhé mocniny vSech dvandcti zbytka (1)
a zjistime, jaké zbytky davaji Cisla 22 pii déleni dvanacti.

22 01|49 16|25|36|49|64|81|100/121

Zbytek pfi déleni
22 dvandcti 01419411014 (914!1
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Hledany zbytek je tedy nékteré z ¢isel 0, 1, 4, 9.

4. Jsou déna celd Cisla a, b, jejichZ aritmeticky pramér je celé
Cislo délitelné tfemi. DokaZte, Ze pak Cislo

a(3a? + b2) (a3 — 2b3)3
je nasobkem cisla 108.
ReSeni. Podle textu tlohy je 4(a + b) = 3k, kde % je celé
islo. Odtud plyne & = 6k — a a dile
3a2 + b2 = 3a2 4 36k2 — 12ak + a2 = 4(a® — 3ak + 9k2),
a3 — 2b3 = a3 — 2(216k3 — 108k2a + 18ka? — a3) =
= 3(a® — 12ka2 + T2k2a — 144k3);
z toho
a(3a2 + b2) (a3 — 2b3)33 =
= 4. 3%a(a% — 3ak + 9k2) (a® — 12ka? - T2k%a — 144k3)3,
coZ je nasobek 108, jak jsme méli dokazat.
5. Predstavte si, Ze napiSete vSechna pfirozena Cisla od 1
do 5555. Kolik devitek pfitom napiSete?
ReSeni. Uvazujme takto: Devitky se budou vyskytovat
jednak na misté¢ jednotek, jednak na misté desitek, jednak

na misté stovek (na misté tisicovek uz ne). Oznaéme:
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x poet devitek na misté jednotek,
y pocet devitek na misté desitek,
z pocet devitek na misté stovek.

V kazdé desitce se vyskytuje jedna devitka na zakladnim
misté. Cislo 5555 obsahuje 555 celych desitck a »nalatou«
desitku

5551, 5552, 5553, 5554, 5555.
Je tedy
x = 555. (1)

V kazdé stovce se vyskytuje 10 devitek na misté desitek; je
to u Cisel

.90, .91, .92, ..., .99.
Cislo 5555 obsahuje 55 celych stovek a »nacatou« stovku
5501 az 5555.
Je tedy
vy =55.10 = 550. (2)

V kazdé tisicovce se vyskytuje 100 devitek na misté stovek; je
to u Cisel

.900, .901, .902, ..., .999.
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Cislo 5555 obsahuje 5 celych tisicovek a »nacatou« tisicovku
5001 az 5555.

Je tedy
z =5.100 = 500. 3)
Z (1), (2), 3) plyne x +y + z = 1605.
Napisete tedy celkem 1605 devitek.
6. NapiSme za sebou piirozena Cisla
1234567891011121314 ...; ¢))

tak dostaneme jisty sled Cislic. Ktera Cislice stoji v tomto sledu
na miliéntém misté ?

ReSeni. Kdybychom chtéli tento sled skute¢né napsat az
k miliéntému mistu a kdybychom pocitali na napsani jedné
cifry a konstatovéani jejiho mista jen jednu sekundu, trvala by
nam tato prace pfi osmihodinovém pracovnim dni asi 35 pra-
covnich dni. Je tedy vidét, Ze se vyplati pfemyslet, jak rozfesit
tlohu obratnéji.

Mame devét jednocifernych ¢isel (1 az 9), ktera zaujmou devét
mist sledu Cislic. Dvojciferna ¢isla pocinaji Cislem 10 a konci
Cislem 99; je jich 90 a spotfebuji 2.90 = 180 mist. Troj-
ciferna Cisla pocinaji Cislem 100 a konci Cislem 999; je jich
900 a spotfebuji 3.900 = 2700 mist. Obdobné je 9000
Ctyfcifernych Cisel (1000 az 9999) a zaujmou 4.9 000 =
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= 36 000 mist; péticifernych cisel je 90 000 (10 000 az 99 999)
a zaujmou 5. 90 000 = 450 000 mist. Jednociferni az péti-
ciferna cisla spotfebuji celkem

9 4 180 + 2 700 -+ 36 000 - 450 000 = 488 889

mist. Protoze 900000 Sesticifernych zaujme 6 .900 000 =
= 5400000 dalSich mist, nilezi miliénté misto nékterému
Sesticifernému ¢islu.

Sesticiferna &isla zaujmou v sledu (1), napsanému aZ% po mi-
liéntou cifru, celkem

1000 000 — 488 889 = 511 111

mist. Na tato mista se vejde x Sesticifernych Cisel a Cast (x +
+Dniho éisla. Cislo x zjistime délenim:

511111:6 = 85185
1

Je tedy x = 85185 a na miliéntém misté stoji prvnl cifra
(x + D)niho disla.

Prvni Sesticiferné cislo je
100 000 = 100 000 + (1 — 1),

druhé Sesticiferné ¢islo je 100 000 + (2 — 1) = 100 001, tfeti
Sesticiferné cislo je

100 002 = 100 000 + (3 — 1);

20



(x + 1)ni Sesticiferné Cislo je
100 000 + (x -1 — 1) = 100 000 + x.

Pro x = 85 185 je to tedy Cislo 185 185. Jeho prvni cifra je 1
a to je cifra stojici na miliéntém misté sledu (1).

7. Domy ve vétSich obcich byvaji oznaceny nejen popisnymi
Cisly, ale jesté tzv. orientanimi Cisly, a to takto: V kazdé
ulici jsou oznaCeny domy po jedné jeji strané¢ po radé Cisly
2,4, 6... apodruhé strané 1, 3, 5... Kolik domii m4 ulice,
jestlize na kazdé jeji strané je pravé n» domu, jejichZ orientacni
¢islo obsahuje aspon jednu &slici 4? Ulohu feste a) pro n = 6,
b) pron = 9.

ReSeni. a) Necht » — 6. Na stran¢ sudych Cisel jsou »étyi-
kové« domy

4, 14, 24, 34, 40, 42.
Na strané lichych cisel jsou »étyfkové« domy
41, 43, 45, 47, 49, 141.
Na obou stranach je tedy 21 + 71 = 92 domu.

b) Necht n =9. Na strané sudych &isel jsou »étyikovée
domy

4, 14, 24, 34, 40, 42, 44, 46, 48.
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Dum ¢&. 48 vSak nemusi byt posledni, za nim muZe byt jestd
dim & 50 a popfipadé €. 52. Na strané lichych disel jsou
»tyfkové« domy

41, 43, 45, 47, 49, 141, 143, 145, 147.

Na obou stranich je tedy 24 + 74 = 98 domii, nebo 25 + 74 =
= 99 domu, nebo 26 4 74 = 100 domd.

8. Urcete nejmensi pfirozené Cislo, jehoz ciferny soudet je
1977.

ReSeni. Hledané Cislo 7 je nejmensi ze viech pfirozenych
Cisel, ktera maji ciferny soucet 1 977. Odtud plyne, Ze Cislo n
mé zépis s nejmensim moZnym poctem cifer, tj. Ze v jeho
zépise jsou vSechny cifry nenulové a nejvét$si mozny podet
z nich jsou devitky.

Z rovnosti
1977 =9.219 - 6

plyne, Ze Cislo » ma ve svém zapise 219 devitek a jednu Sestku.
ProtoZe n je nejmensi ze vSech dvousetdvaceticifernych pfiro-
zenych Cisel, v jejichz zépise je jedna cifra 6 a ostatni jsou 9,
plati

n=2=699...09.

N —

celkem 219 devitek
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Pozniamka. Nalezené Cislo n lze psat také ve tvaru
7.10219 — 1,

9. Dokazte, ze rozdil kazdych dvou kladnych d{isel, kterd
jsou v desitkové soustavé trojcifernd a jsou v ni napsina tymiz
Cislicemi, ale v opacném poradi, je nasobek deviti i jedendcti.

Reseni. ZapiSeme obé &isla:

100a + 106 - ¢, 100c + 106 + a.

Pfedpoklddime, Ze je a = ¢, aby rozdil vySel neziporny.
Rozdil je

100a + 106 + ¢ — 100c — 106 — a = 99a — 99¢c =
=9.11.(a—¢)=0.

Tim je véta dokazana.

10. Najdéte vSecka pfirozena Cisla délitelnd osmi, jejichz
ciferny soucet (v desitkové soustavé) je roven sedmi a ciferny
soucin*) je roven Sesti.

Reseni. Pfi fedeni této tilohy nebudeme vychézet z vyjadieni
¢isla jako mnohoclenu v mocninich deseti, protoZe nevime,
kolikaciferné je hledané &islo.

Protoze hledané Cislo N je nasobkem osmi, je sudé - jeho
posledni cifra (vpravo) je nékterd z cifer 0, 2, 4, 6, 8. ProtoZe

*) Ciferny soudin &isla 572 je 5. 7.2 = 70; ciferny soudin &isla 503
je5.0.3 =0.
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N mi ciferny soudin 6, neni posledni cifra ani 0, ani 4, ani 8
(Cislo Sest neni délitelné ani ¢tyfmi, ani osmi). Posledni cifra
je tedy bud 6, nebo 2.

Cislo N neobsahuje ve svém zépisu Zidnou nulu (ciferny
soudin je 6). ProtoZe ciferny soucet je 7, mdme dvé moZnosti:

a) Cislo N je dvojciferné s ciframi 1, 6.
b) Cislo N je étyfciferné s ciframi 2, 3, 1, 1.

P#ipad a): Uloze vyhovuje &islo 16.
Pripad b): MoZn4 feSeni jsou Cisla

3112,1312,1132.
Z téchto tii Cisel jsou jen prvni dvé nasobky osmi, tfeti nikoli.
Uloha m4 tedy tii fedeni:
16,3112, 1 312.

11. Nejmensi pfirozené Cislo x, pro které je 1260x tfeti
mocninou pfirozeného cisla, je

a) 1470, b) 1 2602, c) 7 350.
Rozhodnéte, kterd z odpovédi a), b), ¢) je spravna.
Reseni. Cislo 1260 rozlozime v soudin prvociniteld; plati
1260 =22.32.5.7.
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Hledané cislo 1260x tedy bude mit ve svém rozkladu jen
prvocisla 2, 3, 5, 7; to vyplyva z pozadavku, aby bylo x co
nejmensi. Z téhoz poZzadavku vyplyva, ze Cislo 1 260x ma ve
svém rozkladu co nejmen$i mocniny prvocisel 2, 3, 5, 7,
tj. 23, 33, 53, 73; je tedy

x = 2.3.52.72 = 150.49 = 7 350.
Spravna je odpovéd c).
12. Najdéte nejmensi prirozené Cislo x takové, aby kazdé
z cisel x, 616, 700, 924 bylo délitelem soucinu ostatnich tii.

ReSeni. Necht x je takové prirozené Cislo, Ze kazdé z &isel
x, 616, 700, 924 déli soucin zbyvajicich tfi. Plati

616 = 23.7.11,
700 = 22.52.7, (1)
924 —22.3.7.11.

Z (1) plyne, Ze cislo 924 déli soucin 616.700.x, pravé kdyz
existuje takové prirozené Cislo a, Ze

x = 3a. @)

Dale podle (1) plati, Ze Cislo 700 déli soucin 616.924. x, pravé
kdyz

x = 52.5, 3)

kde b je pfirozené Cislo.
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Cislo 616 déli soucin 700.924. x, jak vyplyva z (1), pro kazdé
pfirozené Cislo x.

Nejmensi ptirozené Cislo x vyhovujici zarovenn podminkim
(2) a (3) a délici pritom soucin 616.700.924 je ziejmé &islo

3.52 =175.

13. Pfedstavme si, ze jsme znasobili viecka pfirozena &isla
od 1 do 1976. Kolika nulami konci zépis vysledku v desitkové
soustave ?

ReSeni. Piedstavme si, ze Cislo N =1.2. ... .1976 vy-
jadiime jako soucin prvoliniteli; provede se to tak, %e kazdé
z &sel 2, 3, ..., 1976 se rozloZi v soucin prvolinitel (napf.
12 =2.2.3 =22.3,22 = 2.11, 1000 = 23.53). Ze vSech téch-
to prvociniteld nas zajimaji jen prvoéinitelé rovai 2 a 5, nebot
2.5 = 10; kolik dvojic 2, 5 vytvofime v soucinu N, tolika
nulami bude koncit ¢islo N v desitkovém zapisu.

Oznacme a pocet téch prvodiniteli &isla N, které se rovnaji 2.
Protoze kazdé sudé &islo = 1976 obsahuje aspoii jednoho
prvodinitele rovaného 2, je

a=1.1976 — 988. (1)

Ozna¢me b pocet téch prvocinitela Cisla N, jez se rovnaji 5.
Prvodinitel 5 se vyskytuje asponi jednou u vSech pfirozenych
Cisel = 1 976, ktera jsou nasobky péti, tj. u Cisel 5, 10, 15,
20, ..., 1975; dale se vyskytuje asponi dvakrat u nasobku
¢isla 25, tj. 25, 50, 75, 100, ..., 1 975; dale se vyskytuje aspoii
tfikrat u nasobku d&isla 125, tj. 125, 250, 375, 500, ..., 1 875;
kone¢né se vyskytuje asponn Ctyfikrat u nasobkd cisla 625,
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tj. 625, 1250, 1875. Zadné pfirozené Cislo = 1 976 neni na-
sobkem 5%, nebot 55 = 3 125.

Mezi &isly 1,2, ..., 1 976 je 395 nasobka péti, nebot 1 976 =
=5.395 + 1; obdobné se zjisti, Ze je mezi nimi 79 nasobkl
dvaceti péti, 15 ndsobku ¢isla 125 a tfi nasobky cisla 625.

Ve vyjadfeni ¢isla N jako soucinu prvociniteld: se vyskytuje
tedy prvocislo pét b-krat, kde

b =395 +79 4+ 15 + 3 =492, (2)

Podle (1), (2) je a > b, takze Cislo b = 492 uddva pocet nul,
které ma Cislo N v dekadickém vyjadfeni na konci.

14. Najdéte vSechna celd nezdporné Cisla 7, pro ktera je podil
1260:(3n + 1)
piirozené Cislo.

Reseni. Jde o to najit viechny kladné délitele &isla 1 260,
které lze vyjadfit ve tvaru 3n + 1, tj. délitele, které pti déleni
tfemi davaji zbytek 1. Pfedné je to Cislo 1 (pro n = 0); je-li
n>0, je 3n4+1>1 a &slo 3z 4 1 je vytvofeno pomoci
prvocinitelt Cisla 1 260. Vyjadfime tedy ¢islo 1 260 jako soucin
prvocinitelt

1260 =2.2.3.3.5.7

a k jednotlivym prvocinitelim pfipiSeme zbytky pfi déleni
tiemi:
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W

Prvocinitel

[
[N

W
wn

N
1)

Zbytek

o
o
[ 8]

Utvotime ty délitele ¢isla 1 260, jeZ nejsou nasobky t¥i, a pfipi-
Seme k nim zbytky pfi déleni tfemi (ndsobek tii nelze totiz
napsat ve tvaru 3n + 1):

1
Délitel| 2 | 5| 7 |2.2 2.5 ,2.7 ' 5.7 |2.2.5|2.2.7125.7(2.25.7
|
Zbytek22111222!1 1 2
Dostavame tedy spolu s # = 0 tato feSeni:
‘ |
3n+1 1 4 7 10 28 70
n 0 1 2 3 9 % 23

15. Soucet druhych mocnin tii po sobé jdoucich lichych
Cisel je &tyfciferné Cislo, jehoz vsechny Cislice (v dekadickém
vyjadfeni) jsou stejné. Najdéte vSecky takové trojice lichych
Cisel.

ReSeni. Chceme-li vyjadfit tfi za sebou nasledujici cleny
aritmetické posloupnosti, pak se zpravidla osvédcuje jejich
»symetricky« zapis pomoci prostfedniho z nich, tj. zapis
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a—d,a,a-t+d.
Tento obrat pouZijeme i pfi feeni této dlohy.

Je-li x prostfedni Cislo hledané trojice, pak dalsi dvé cisla
jsou x — 2 a x -+ 2. Plati:

(x—22 4 x24 (x+22=3x2148

Cislo 3x2 -+ 8 je liché kladné, a proto se musi rovnat n&kterému
z Cisel

1111, 3333, 5555, 7 777, 9 999,
tj. ¢islo 3x2 se rovna nékterému z Cisel
1103, 3 325, 5 547, 7 769, 9 991.

Z nich pouze ¢islo 5 547 je délitelné tfemi, takze

3x2 = 5547,
tedy
x2 = 1849 = 432,
tj.
| x| =43.
Ponévadz

412 4 432 4 452 =1 681 + 1 849 + 2025 = 5 555,

ma tloha pravé dvé feSeni; jsou to trojice 41, 43, 45 a —41,
—43, —45,
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16. Dokazte, ze kazdé pfirozené Cislo n = 6 lze vyjadfit
jako soucet dvou prirozenych &isel, z nichZ jedno je prvodislo
a druhé dislo slozené.

ResSeni. Kazdé sudé prirozené Cislo vét$i nebo rovné 4 je
slozené. Jediné sudé prvocislo je 2, ostatni prvocisla jsou licha.
Nejmensi liché prvocislo je 3. Z téchto vlastnosti prvocisel jiz
plyne feseni:

a) Necht pfirozené ¢islo n = 6 je sudé, pak je lze psat jako
soucet

n=2+4(n—2),

kde Cislo n — 2 = 4 je sudé, a tedy slozené.
b) Necht pfirozené Cislo » = 6 je liché. Potom je vyjadiime
jako soucet

n=3+4(n—3),
kde &islo 7 — 3 = 3 je sudé, takZe je sloZené.

17. a) Vysetite, kterou dislici kon¢i zapis druhé mocniny
prvocisla v desitkové soustavé.

b) Je-li p prvocislo vétsi nez 3, pak Cisla p2 - 14 a p2 — 14
nejsou obé zaroven prvocisla. DokaZte.

ReSeni. a) Pro prvodislo 2 mime 22 = 4, a tedy posledni
Cislice je 4. Zvlastni postaveni v naSem vySetfovani ma téz
prvocislo 5. Plati 52 = 25 a posledni Cislice je tedy 5. Kazdé
jiné prvocislo konéi nékterou z ¢islic 1, 3, 7, 9. Konci-li Cislici
1, pak druhd mocnina téZ konéi Cislici 1. Konci-li éislici 3, je
posledni Cislice druhé mocniny 9. Kondi-li cislici 7, posledni
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Cislice je téz 9. Konecné konci-li Cislici 9, druha mocnina ma
na konci 1.

Muzeme shrnout: Zapis druhé mocniny prvocisla v desitkové
soustavé kondi jediné nékterou z Cislic 1, 4, 5, 9. (Pfitom, je-li
prvocislo vétsi nez 5, pak jeho druhd mocnina konci jediné
¢islici 1 nebo 9.)

b) Nyni ke druhé otdzce. Je-li p =5, pak p> + 14 = 39,
coz neni prvocislo. Zvolime-li libovolné prvocislo p vétsi nez 5,
pak p? kondi bud d¢islici 1, nebo 9. Kondi-li ¢islici 1, pak cislo
p? -+ 14 kondi ¢islici 5 a je vétsi nez 5. Tedy je p2 + 14 slozené.
Konci-li p? Cislici 9, pak p2 — 14 kondi dislici 5 a je vétsi
nez 5. Proto p2 — 14 je Cislo sloZené. Tim je dukaz podén.

18. Dokazte, Ze existuje jediné takové prvocislo p, Ze p,
? + 2, p + 4 jsou prvocisla.

ReSeni. Je-li p = 2, nejsou &isla p, p + 2, p + 4 prvocisla.
Je-li p =3, jsou p, p -2 =15, p +4 =7 prvocisla. Zbyva
tedy dokazat, ze kromé trojice 3, 5, 7 jin4 trojice danych vlast-
nosti neexistuje. Kazdé Cislo p > 3 lze vyjadfit ve tvaru

p=3x,p=3x-+1,p=3x 4 2,

kde x je pfirozené ¢islo > 1. Vyplnime tabulku:

P 3x 3x + 1 3x+ 2
p+2 3x + 2 3(x + 1) 3(x+1)+1
p+4 3(x+1)+1 3(x+1)+2 3(x+2)
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Zardmovand Cisla jsou slozend. Proto vloha nemé feSeni mimo
trojici 3, 5, 7.

19. Ciferny soucet kladného trojciferného prvodisla p; je
dvojciferné prvocislo ps. Ciferny soucet prvocisla ps je jedno-
ciferné prvocislo ps > 2. Najdéte vSecky takové trojice prvo-
Cisel pi1, po, ps.

ReSeni. Ulohu lze fesit experimentalng, oviem velmi ne-
obratné. Nahlédli bychom do tabulky prvocisel a nasli bychom
v ni vSechna trojcifernd prvocisla; je jich 143. Pak bychom
vypocetli jejich ciferné souty a vybrali mezi nimi vSechna
dvojciferna prvocisla. Opét bychom vypocetli jejich ciferné
soucty a mezi nimi nalezli ty, které jsou jednocifernymi prvo-
&sly. Uloha by tak byla vyfesena, oviem feseni by bylo casové
velmi ndrocné. S uvedenym postupem Kkontrastuje feSeni,
v némZ pouzijeme dedukci.

Ciferny soucet trojciferného ¢isla je nejvyse 3.9 = 27. Mezi
pfirozenymi Cisly do 27 je jen pét dvojcifernych prvocisel;
jejich ciferné soudty ukazuje tabulka:

Prvodislo 11 13 17

Jeho ciferny soucet

Mezi nimi je jen jedno prvocislo vétsi nez 2; je to 5. Nasli
jsme tak pg = 23, pg = 5.

Nyni je tieba najit jeSt€ prvocislo p;. Nejprve musime
rozloZit Cislo 23 na soucet tii kladnych celodiselnych scitancti.
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Ziejmé neni mozné, aby nejvétsi sCitanec byl 7, nebot 3.7 = 21.
Rozklady obsahujici s¢itanec 9 jsou tfi:

94+9+5
91846
9+7+7

Rozklad obsahujici jako nejvétsi s¢itanec Cislo 8 je jen jeden:

Nyni najdeme vSechna mozni trojciferna cisla, kterd odpo-
vidaji témto souctum. Nasledujici tabulka uvadi piehledné
vSechny moznosti.

:':{i(s)lza klza:;i Trojciferna cisla p1
9 +9+5 | 995,959, 599 599

9+ 8+ 6 | 986, 968, 896, 869, 698, 689
9+7+47 | 977,797, 779 9717, 797
8 +84 7 | 887,878, 788 887

Pii vypliovani posledniho sloupce tabulky jsme uzili tabulku
prvocisel, ktera je uvedena napf. v Matematickych, fyzikalnich
a chemickych tabulkich pro ZS. (VSechna ¢isla nemusime
v tabulce prvocisel hledat. Pokud jsou sudé nebo kondi 5, pak
nejsou ziejmé prvocisly.)
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Uloha ma ¢&tyti feeni: 599, 23, 55 797, 23, 5; 887, 23, 5;
977, 23, 5.

20. Ptirozena Cisla 1, 2, 3, ..., # napsand v néjakém pofadi
oznacime ai, as, as, ..., an. Je-li n Cislo liché, je soucin

(a1 —1) (a2 —2) (a3 — 3). ... .(aw — 1)
délitelny dvéma. DokaZte.

ReSeni. Mezi &isly 1, 2, ..., n je lichych &sel o jedno vic
nez sudych, nebot z je liché. Proto v uspofadani ai, ao, as,
<., ay stoji asponi jedno liché &islo ar na »lichém« misté k;
sudych mist je totiZ o jedno méné. Rozdil ar — £ je pak délitelny
dvéma, a tedy isoucin (a1 — 1) (as — 2) (a3 — 3). ... .(an —n)

je délitelny dvéma.

21. V zapise déleni dvou prirozenych Cisel chybéji nékteré
cifry. Nahradte chybé&jici cifry tak, aby zépis byl spravny.

Zapis zni:
12a76 : 23b == ¢2;
kazdé z pismen a, b, ¢ znadi jednu cifru.

ReSeni. Zipis déleni ukazuje, Ze jde o déleni beze zbytku.
Pouzijeme postup, kterym provadime zkousku déleni: plati

(23b).(c2) = (12476). 1)



Vsechna tii Cisla v rovnici (1) pfepiSeme jako dvojcleny; vyjde
(230 + ).(10c + 2) = 12 076 -+ 100a. 2)
Rovnice (2) obsahuje sice tfi neznamé a, b, ¢, avSak kazdé
z &sel a, b, ¢ je celé Cislo, které je vétsi nebo rovné nule a mensi
nebo rovné deviti.
Vynasobime oba dvojcleny na levé strané (2); po tpravé
dostaneme:
2 300c + 10bc — 100a = 11 616 — 2b. 3)
Cislo na levé stran& (3) je nasobek deseti; proto jim musi byt
také Cislo na pravé strané (3). Odtud vyplyvaji jen dvé moz-
nosti pro b; b = 3 nebo b = 8.
1. Zkusime dosadit do (3) & = 3; po kréaceni deseti vyjde:
233¢ — 10a =1 161
a odtud
233¢ =1161 + 10a. 4)
ProtoZze je 0 = a =< 9, plyne z (4)
1161 = 233¢ =1 251. 5)
Z nerovnosti (5) dostaneme odhady

5=c¢=5,
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tj. ¢ = 5. AvSak 233.52 = 12 116, takZe pro zadné a neplati
rovnost (1).

2. Zkusime nyni druhou moznost & = 8; z (3) dostaneme
po kraceni deseti

238¢ = 1160 - 10a. (6)

Cislo na pravé strané (6) je nasobek deseti; proto je tomu tak
i na levé strané (6). Protoze je 0 =c¢=9, je bud ¢ =0,
nebo ¢ = 5.
Zkusime ¢ = 0; z (6) vyjde 116 |- @ = 0, coZ je nemozné
(e 0 =a=09). Jetedy c = 5 a z (6) vypolteme a = 3.
Skutecné je

12 376 : 238 = 52.

22. Udejte vSechny pravouhelniky, jejichZ strany maji délky
vyjadfené celymi ¢isly (v centimetrech), které maji tu vlastnost,
Ze jejich obvod (v cm) je roven jejich obsahu (v cm?).

Reseni. Jsou-li a, b velikosti stran hledaného pravothelnika,
pak podle podminky ulohy plati

2a + 2b = ab. (1)

PrepiSeme-li tuto rovnici v tvaru

ab —2a —2b 4 =4,

vyplyva odtud
(a—2)(b—2) =4
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Cisla @ —2, b —2 jsou tedy sdruzenymi déliteli &sla 4.
Vysledky sestavime do tabulky:

a==3 4 2 1 | =4 | =3 | =1
b—2 1 2 4 | -1 | 2| -4
a 6 4 3 | -2 0 1
b 3 4 6 1 0| —2

Geometricky vyznam maji jen kladné hodnoty. Hledané pravo-
thelniky jsou dva: obdélnik o stranich velikosti 3 cm a 6 cm
a ¢tverec, jehoZ strana ma velikost 4 cm.

Pozndmka. Pfi hledani dvojic pfirozenych cisel a, b, které
spliiuji rovnici (1), 1ze také postupovat nasledujicim zpisobem.
Z (1) plyne

26 206 —2)+4 4

b 2= bs_2 2Ty o

a =

Cislo b — 2 je tedy délitelem &isla 4. Na zékladé toho dojdeme
tedy k obdobné tabulce jako v uvedeném feSeni. Bude ovSem
mit jen tfi radky, a to pro b — 2, b, a.

23. Urcete vSechny dvojice celych Cisel x, y, pro které plati

4x2 — 4x — y2 = 20. €))
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ResSeni. Rovnici (1) upravime na tvar

(2x —1)2 — 32 =21.

©)

Levou stranu posledni rovnice rozlozime pomoci vzorce pro
rozdil druhych mocnin. Dostavame

Rx+y—1) (2x—y—1) =2l

Cislo 21 lze rozlozit v tyto souciny celych &isel:

1.21 =3.7 = (=1).(=21) = (=3).(=7).

Sestavime tabulku:

2x +y—1 1 21 | —1|—21 3 —3 | —7
2x—y—1 21 1 |—21] —1 7 —7 | —3
x 6| 6 | —5| —5 3 —2 | —2
y —10| 10 10| —10| —2 2 —2

Kazda z 8 dvojic Cisel x, v je feSenim tilohy, jak se presvédCime

zkouskou.

24. Urcete vsecky dvojice pfirozenych Cisel x, y, pro které

plati
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ReSeni. Plati 8x3 — 33 = (2x)3 — 33 = (2x — y) (4x% +-
-+ 2xy -+ ¥2), tj. rovnice (1) zni

2x —y) (4x2 + 2xy + y?) = 387.
Ziejmé je 4x2 + 2xy + 32 >0, 2x — y >0, 2x > y. Rozlozi-

me Cislo 387 v soucin prvociniteld: 387 = 3. 3. 43. Sestavime
tabulku:

|
| 2x—3y 1 3 43| o9 129 387
|
4x2+2xy+
+ y? 387 | 129 9 43 3 1
(2x —y)2 1 9 | 1849 81 1292>3 | 3872>1
4x2+2xy+
Ty
—QRx—y)*=
=6xy 386 120 |zaporné zaporné| ziaporné | zdporné
‘ \
11 xy neni
i celé 20 — — - _
|
i x — 4 = = - -
| y — 5 — — —- —-

Rozlozime ¢islo 20 v souéin dvou diniteli: 20 =1.20 =
=2.10 = 4. 5; kladné rozdily 2x — y jsou 2.20 — 1 = 39,
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2.10—-2=18,2.5—4=6,2.4—5 =3, Vyhovuje jen

posledni; proto do tabulky (sloupec 2) doplnime x = 4,y = 5.

Skute¢né je 8x3 — y3 =8 .64 — 125 = 512 — 125 = 387.
Jiné FeSeni. PoloZime-li 2x = 2, dostdvime

B=1

22 =8

38 =127

43 = 64

53 =125
63 = 216
73 =343
83 =512
93 =729
103 = 1 000

23 — y3 = 387. (2)

Uloha zni: Uréete dvé pfirozena &isla z, y, pficemz
2 je sudé, aby rozdil jejich tfetich mocnin byl 387.
Z rovnosti (2) plyne, Ze pro sudé Cislo z plati
23 > 387,
takZe z tabulky tietich mocnin pfirozenych Cisel
snadno zjistime, Ze
z=8. 3

Z této tabulky lze také odhadnout, Ze sudé Cislo 2
nemuze byt vétsi nez 10, tj. musi byt

z=10. (4)

113 = 1 331 Odecteme-li totiz od tfeti mocniny libovolného su-
123 = 1 728 dého d&isla z > 10 tfeti mocninu nejvétsiho Cisla,
133 = 2 197 které pfichézi v tivahu jako Cislo y, tj. tfeti mocninu
143 = 2 744 (isla z — 1, potom, jak se zda z tabulky, dostaneme

vzdy Cislo vétsi nez 387. Pravdivost tohoto odhadu
snadno dokaZeme. Kazdé sudé prirozené (islo
z > 10 lze psat ve tvaru 12 - 7, kde 7 je celé ne-
zaporné Cislo. Plati:

(12 + ) — [(12 +n) — 1P =

= (12+nP—(12+nB+312+m2—3012+n)+1 =

40
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Ze vztahi (3) a (4) plyne, Ze sudé Cislo 2 je bud 8 nebo 10.
Z tabulky tfetich mocnin zjistime, Ze uloha ma jediné feSeni
z2=8ay=>5,tj.x=4ay=>5.

178
25. Zlomek 39 vyjadrete jako soucet dvou kladnych zlomkd

se jmenovateli 3, 13 a s celodiselnymi Citateli. Najdéte vSecka
feSeni tlohy.

Reseni. Podle textu tlohy je

178 «x y ,
39 3 13’ ®

kde x, v jsou pfirozena Cisla. Rovnici (1) upravime na tvar
13x + 3y =178

a dale

y=5+ 5. @

ProtoZe y musi byt pfirozené ¢islo, musi byt podle (2) Cislo

1—13x 1—x
3 3

—4x > —59

a zaroven celé. Témto podminkdm vyhovuji jeding Cisla x = 1,
4,7, 10, 13. Sestavime tabulku:
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1(1—13x%) —4 —17 —30 —A43 —56

y 55 42 29 16

(S5}

Zkouska ukaze, Ze vSech pétdvojic| 1 |55 |,| 4 |42 |,
7 129,10 [ 16 |, | 13 | 3 |jsou feleni ulohy.
Jiné feSeni. Odvodime opét rovnici

13x + 3y = 178. 3)

Kazdé jeji celocCiselné feSeni x, y ma tu vlastnost, Ze x se di
vyjadfit v jednom z tvara 3z, 3z + 1, 32 + 2, kde 2 je vhodné
Cislo celé. Snadno vylouCime tvar 3z (178 neni nasobek 3)
a tvar 3z 4 2 (178 — 26 = 152 také neni nasobek 3). Je tedy

x=3z2+4+1
a z (3) plyne
y=55—13z
Sestavime tabulku:
Z 5 4 3 2 1 0 —1
y —10 3 16 29 42 55 68
x 16 13 10 7 4 1 —2
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Pro 2 >5je y <0, pro 2 <0 je x << 0. Pét zaramovanych
sloupct udava tedy jako predtim vSecka feSeni ulohy.
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