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Kategorie B

Texty tloh

B-1-1
Pro kterd realnd ¢isla a ma rovnice
zt 4622 +azx?+62+1=0
CtyTi rizné kofeny v oboru redlnych ¢éisel? (J. Simsa)
B-1-2
Jestlize pro kladna realna ¢isla a, b, ¢ plati ¢ > a + b, potom
a® 4+ % + ¢® + 3abe > 2(a + b)?c.
Dokazte. (J. Simsa)
B-1-3

Necht P je mnohoclen s celo¢iselnymi koeficienty a necht P(13) = 8 046.
Dokazte, ze soucet koeficientt mnohoc¢lenu P neni prvocislo.
(P. Cernek)

B-1-4

V pravotuhlém trojihelniku ABC's odvésnami délek |AC| = 3cem, |BC| =
= 4 cm ozna¢me M prisecik osy thlu ACB a ptepony AB. Dokazte, ze
vzdalenost stfedlt O, Oy kruznic vepsanych trojihelnikim AMC, BMC

je $1/340 — 170v2 em. (P. Leischner)
B-1-5

Urcete nejvétsi mozny pocet ¢asti, na néz n kruznic rozdéli rovinu (n je
prirozené ¢&islo). (J. Vinarek)
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B-1-6

Urcete nejvetsi mozny objem ¢tyrbokého jehlanu ABC' DV, jehoz zaklad-
nou je koso¢tverec ABCD se stranou délky a a jehoz sténové vysky
z vrcholu V' na hrany AB, C'D maji délku h. (P. Leischner)

Pro ktera realné cisla a maji rovnice

zt—323 —22 - 2x=0a-2,

zt -3 —222 -3x=1-2a
asport jeden spolecny kotfen v oboru redlnych éisel? (J. Simsa)

B-S-2

Urcete nejvétsi pocet dild, na které lze n polopfimkami rozdélit rovinu.
(J. Vinarek)

B-S-3

V pravoihlém trojihelniku ABC s danymi odvésnami a, b oznacme D
patu vysky z vrcholu C na preponu AB. Vypoctéte vzdalenost stiedi Oy,
O kruznic vepsanych trojihelnikim ACD, BCD. (P. Leischner)

B-1l-1

Urcete vsechny hodnoty redlnych ¢isel a, b, pro které je resenim soustavy

rovnic
zt+azd + b2 +ax+1=0,

y 4+ byP +ay? +by+1=0

jedind dvojice redlnych éisel x, y, pricemz navic plati zy < 0.
(P. Cernek)

B-11-2
Rozhodnéte, zda existuje prirozené cislo x, pro které plati
197 + 947 = g'9%4,
(R. Kollar)
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B-11-3

Na ptfeponé AB pravothlého trojihelniku ABC je ddn bod M takovy,
ze kruznice vepsané trojihelnikim CAM a BC'M maji stejny polomér.
Rozhodnéte, co je vétsi: obsah trojihelniku ABC, nebo obsah ¢tverce
o strané [CM|?

B-I11-4

Kazdy z bodu krychle o hrané délky a obarvime pravé jednou ze tii
barev. Dokazte, zZe pak mezi témito body existuji dva téze barvy, jejichz
vzdélenost je vétsf nez Za. (P. Leischner)
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Reseni tloh

B-1-1

Rovnice zfejmé nema koten 0. Po vydéleni obou stran rovnice ¢islem x
upravime rovnici na tvar

2

1 1
x2+—2+6(ac+—>+a=().
T T
) 1 1, o
Polozme u =z + —, pak z + — = u® — 2 a rovnici prepiSeme na tvar
T x

uw? 4+ 6u+a—2=0. (1)
Ze substituc¢niho vztahu dostavame
2 —ur+1=0. (2)

Ma4-1li mit pivodni rovnice étyfi rizné redlné koreny, pak rovnice (1)
musi mit dva rtuzné kofeny (oznac¢me je u; a uz), stejné jako kazda z obou
rovnic (2) pro u = uq, resp. u = uz musi mit dva rizné reilné koteny, tj.
diskriminanty téchto rovnic jsou kladné. To vede na podminky

a <11 azéroven |ui|>2 a J|ug|>2. (3)

Predpokladejme, ze u, ug jsou koreny rovnice (2), a necht uy < us.
Z Vietovych vztahi zjistime, ze 2u; < uj +us = —6, takze u; < —3. Pro
koTfen wu; tedy plati vztah (3) automaticky, pro druhy kofen musi platit
bud us < —2, nebo uy > 2. Predstavime-li si graf a koreny kvadratické
funkce f(u) = u? + 6u + a — 2, pak to znamend, ze f(—2) > 0, nebo
f(2) < 0. Odtud a > 10, nebo a < —14. Tedy a € M = (—o0, —14) U
U (10,11).

Ukéazeme jeste, ze pro kazdé a € M ma ptivodni rovnice ¢tyri navzajem
riuzné kofeny. Pro a € M md rovnice (1) dva rizné koteny uy, us, jejichz
absolutni hodnoty jsou vétsi nez 2. Proto kazd4d z obou rovnic x + 1/z =
= wu; ma dva ruzné redlné kotfeny z; a 1/z; (i = 1,2), coz jsou koreny
puvodni rovnice. Mezi ¢isly x1, 1/z1, x2, 1/z2, x5 ovSem nemohou byt dvé
stejnd (kdyby {z1,1/z1} N{xe,1/x2} # 0, pak {z1,1/21} = {z2,1/22}
auy = ’U,Q).
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B-1-2

Polozme v = ¢ —a —b. Pak x > 0 a ¢ = a + b+ z. Jednoduchymi
algebraickymi Upravami lze ovéfit, ze

F=a>+b*+c+3abc—2(a+b)’c=
:a3+b3~|—((a+b)+x)3+3ab(a+b+x)—2(a+b)2(a+b+z)=
=z(a+ b)(a + b+ 3z) + z(z* + 3ab) > 0,

nebot vsechny c¢leny posledniho vyrazu jsou kladné. Tim je dané nerov-
nost dokazana.

Jiné TeSeni spociva v tom, ze vyraz F' budeme povazovat za mnoho-
¢len s proménnou c. Dosazenim ¢ = a + b se po uUpravé presvédcime,
ze Fla+b) = 0, tj. a + b je kofenem polynomu, a proto je tento
polynom délitelny kofenovym déinitelem ¢ — (a + b) a plati: F(c) =
= (¢ — (a+ b))(c* + ac + bc — a® + ab — b?). Vyraz v prvni zdvorce
je pro ¢ > a + b kladny, vyraz v druhé zavorce je také kladny, protoze
A+ (a+b)ec—a?+ab—b*> > 2(a+b)2—a?+ab—b? = (a+b)2+3ab > 0.

B-1-3

Ozna¢me s soucet koeficientti daného mnohoclenu. Ziejmé je s = P(1).
Pro kazda dvé riazna celd ¢isla a, b a libovolny mnohoclen @ s celodisel-
nymi koeficienty plati, ze ¢islo Q(a) — Q(b) je délitelné ¢islem a —b. Proto
12| (P(13) — P(1)). Existuje tedy celé &islo k takové, ze 8046 — s = 12k,
odtud s = 8046 — 12k = 6(1 341 — 2k). Soucet koeficienti daného mno-
hoclenu je délitelny Sesti, a tudiz neni prvocislo.

B-1-4

Z Pythagorovy véty uréime |AB| = 5cm. Bod M déli preponu AB v po-
méru obsahu trojuhelniki AMC a BMC, a protoze bod M mé zéaroven
stejnou vzdélenost od obou odvésen, je ziejmé |[AM| : |[BM| = |AC| :
:|BC| =3:4, odtud |[AM| = 2|AB| = £ cm, |[BM| = % cm.

V trojihelniku ABC ozna¢me s polovinu obvodu a r polomér kruznice
vepsané. Pro jeho obsah S pak plati S = sr = %[AB||AC| sin .

Pro trojihelniky AMC, BMC oznac¢me analogicky Sy, So jejich ob-
sahy, r1, r2 poloméry vepsanych kruznic a s;, se poloviny jejich obvodi.
Plati pak S = 1|AC||BC| = 6cm?, Sy : Sy = |[AM| : |[BM| = 3 : 4,
nebot trojihelniky AMC, BMC maji stejnou vysku z vrcholu C. Plati
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tedy S; = 2 cem?, S, = Zcem? Ze vztahu S; = 1|CM||CA|sin45°
vyplyva, ze |CM| = 12v/2cm.

Body, v nichz se kruznice vepsand trojuhelniku ABC' dotyka stran
AC, AB, BC, ozna¢me postupné B, Cy, A;. Pro shodné tseky tecen
z jednotlivych vrcholl ke kruznici vepsané trojuhelniku ABC pak plati
|AB;| = |AC1| = s — a, |BAy| = |BCy| = s — b, |CA1| = |CBy| = s —c.
Ze vzorcu pro obsah dale dostavame

Sy _9-3V2 S2  8-2V2
= — = —(_‘jr[]7 7'2 = ———
S1 7 So 7
a |CTy| = s1 — |AM]|, |CTs| = s2 — |BM]| (obr.16). Odtud |T17Ts| =

= |CTy| — |CTy| = s3 — s1 + |[AM| — |BM| = % cm.

1 cm

C
i) L
O1 5 Os
A M B
Obr. 16

Ozna¢me dale K L obraz tsecky O;04 v posunuti o vektor O;T; (K =
= T1). Z pravouhlého trojuhelniku K75 L pak méme |O102| = |KL| =
= /|NWT2? + |[LT:[? = /A T2]? + (r1 + 72)? = $v/340 — 170v/2 cm.

B-1-5
Pro n =1 je hledany pocet P(1) = 2. Pfitom n-t4 kruznice protne n — 1
kruznic nejvyse v 2(n — 1) bodech. Pocet dilli roviny se tedy pridanim
n-té kruznice zvysi také nejvys o 2(n — 1). Pro pocet P(n) dili roviny
dostavame
Pn)s2n—1)+Pn—-1)<2(n—1)+2(n—2)+Pn—-2)<... =
S2n—14+n—-2+...+1)+P(l)=n(n—-1)+2.

Vhodnym piikladem se presvédéme, ze pro P(n) plati rovnost P(n) =

= n(n — 1) + 2. Necht k; je jednotkovd kruznice se stiedem O a necht
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A je pevné zvoleny bod této kruznice. Ozna¢me k; obraz kruZnice ki

-1
v posunuti o vektor ! OA, kde i € {1,2,...,n}. Pak soustava kruznic
n
k1, k2, ..., Kk, dEli rovinu na n(n — 1) + 2 dila.
B-1-6

Ozna¢me K, L paty kolmic z V na hrany AB, C'D. Ptimka AB je kolm4
na rovinu KLV, protoze je kolmé k pfimkam KV LV (obr.17). Odtud
KL1AB. Vyska koso¢tverce ABCD je |KL| = 2z. Pata vysky jehlanu

Obr. 17

lezi v roviné KLC' a je zfejmé totozna se stfedem S tsecky K L. Z pra-
vothlého trojihelniku K SV je tato vyska v = v/h? — 2. Objem jehlanu

je tedy
2 2
V= §ax\/ h? —z2 = 3 a\/ z2h? — 4.

Objem bude maximalni, pravé kdyz bude maximalni vyraz pod odmoc-
ninou
U=z2?h?—gt= 1h4 — (a:2 — 1h2>2.
4 2

Maximum hleddme na intervalu 0 < z < %a, protoze vyska kosoctverce
2z je mensi nez velikost a jeho strany. Kvadratickd funkce U proménné
t = 22 nabyva absolutnfho maxima pro z = h/ V2, proto zavisi dalsi
diskuse na tom, zda bod h/v/2 padne do intervalu (0, 1a) & nikoliv. Pro
hV2 < a je tedy maxim4ln{ objem jehlanu Viax = Lah?.

Pro a £ hy/2 je kvadraticka funkce U v intervalu (0, %hQ) rostouci,
a proto objem jehlanu v tomto pripadé nema maximum, ale neomezené se
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blizi hodnoté V. = %azx/ 4h? —a? (pro z = %a dostaneme ¢tvercovou
podstavu — a podle bézné uzivané definice Ctverec neni kosoctverec).

B-S-1

7 dané dvojice rovnic nejdrive vylou¢ime parametr a — naprt. tak, ze
prvni rovnici vynasobime dvéma a k vysledku pri¢teme rovnici druhou,
dostaneme
4 3 2 _
3x* —Tx® —4x* — Te = =3,

coz je reciproka rovnice, kterou musi spliovat kazdy spolecny koren
vychozich rovnic. Po substituci y = 2 + 1/2 dostaneme rovnici 3y? —
—Ty—10 = 0 s kofeny y; = 1—3? a yo = —1. Hodnoté y; odpovidaji koreny
T1=3axy = %, zatimco pro y = yo realné kofeny neexistuji. Pro z = 3
azr= % vypada vychozi dvojice rovnic takto:

-71
{—15=a—2, o 02
resp. _
27 =1 - 2a, 101=1_27
81
odkud snadno urc¢ime hledané hodnoty a = —13 a a = %.
B-S-2

Oznac¢me p(n) hledany maximdlni pocet. Ziejmé plati p(1) = 1 ap(2) = 2.
Uvazujme jedno takové rozdéleni dané roviny n polopfimkami na p(n)
¢asti. Pridame-li dalsi polopfimku tak, aby protinala kazdou z n polo-
primek, urci vzniklé priseciky jednu polopiimku a n — 1 tsecek, z nichz
kazdd mize z jedné z dosavadnich ¢asti roviny oddélit dalsi. Dostaneme
tak nejvyse p(n) + n novych ¢éasti, tj. plati

p(n+1) = p(n) +n.

Ukéazeme nyni pro dané n konstrukci, ktera splnuje predchozi ,,maxi-
malni“ pozadavky. Zvolme thel € tak, aby ne < 90° a sestrojme v dané
roviné libovolnou poloprimku pg s pocatkem Vj. Na poloprimce pg zvolme
libovolny bod V; a v jedné z polorovin urcenych primkou VyV; sestrojme
poloptrimku p; s pocatkem V7, ktera bude s poloprimkou pg svirat tihel e.
Podobné v poloroviné opacné k p; Vj sestrojime poloptimku py s pocat-
kem V3 lezicim na polopfimce p; tak, aby svirala s py thel € (takova

41



polopiimka protne obé polopfimky po, p1, obr.18). Déle postupujeme
tak, ze méme-li sestrojeny polopfimky p1, p2, ..., por (2 £ 2k < n),
pri¢emz py protind vSechny polopiimky p; (0 < i < k), zvolime na polo-
primce pay bod Vap4 tak, aby tsecka Vaor Vag41 rovnéz protinala vSechny
poloptimky p; (0 < i < k), a sestrojme polopfimku por41 s poc¢itkem
v bodé Vari1, kterd bude lezet v poloroviné opacné k Vi1 VorVor_o
a bude protinat vsechny dosud sestrojené poloptimky; k tomu staci, aby
velikost 1thlu omezeného poloptimkami py a par41 byla ke. Podobné se-
strojime i polopfimku pogyo.

ps3
D1
v, Vo
Ve 1 € 2e Do
\‘}3\
P2
Obr. 18

Pro hodnotu p(n) tedy plati

pn)=n-1+pn-1)=n-1)+n-2)+pn-2)=...=
=(n-1)+Mn-2)+...+1+p(l)=in(n—1)+1.

Jiné feSeni. VyTreSme nejprve podobnou tlohu pro primky. Oznac¢me
q(n) maximélni pocet ¢ésti, na néz rozdeéli danou rovinu n pfimek. Sestro-
jime-li v situaci, kdy je rovina rozdélena n piimkami na g(n) ¢asti, dalsi
primku, jez je s kazdou z nich riiznobéznd, rozdéli kazdou z ¢asti, kterou
prochézi, na dvé ¢asti. Protoze n pfimek protind tuto ptimka v n bodech,
prochdzi (n + 1)-ni piimka celkem n + 1 ¢4sti a pro hodnotu g(n + 1)
plati

gin+1)=q(n)+n+1.

Je tedy

gn)=n+qgn—-1)=n+n-1)+qn—-2)=...=
=n+n—-1)+...+2+q(1)=in(n+1)+1.

Predstavme si nyni, Zze mame n polopiimek, jez rozdéluji rovinu na
p(n), tedy maximalni pocet ¢asti. Nahradime-li polopiimky pfimkami,
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bude zfejmé rovina rozdélena na g(n) ¢asti. Protoze pocet pruseciki vSech
n primek je konecny, existuje v dané roviné kruh, ktery obsahuje vsechny
pruseciky, a tedy i vSechny omezené ¢ésti roviny v uvedeném rozdéleni.
Bez (ijmy na obecnosti mtzeme predpokladat, ze pocatky vsech n danych
polopfimek lezi vné uvedeného kruhu. Obé uvazovana rozdéleni (s polo-
primkami, resp. s pfimkami) se nyni li${ jen v po¢tu neomezenych ¢asti
vné kruhu, z kterého v prvnim pripadé vychazi n poloprimek a n tsecek,
v druhém pak 2n poloprimek. Je tedy

p(n)=q(n)—n=3inn+1)+1-n=3inn—-1)+1

B—=5~3

Oznacme 71, ro poloméry obou kruznic vepsanych trojihelnikim ACD,
BCD (obr.19). Z Pythagorovy véty pro pravouihly trojihelnik O10:X,

c

0,

X
BN

A D B

Obr. 19

kde X je pravouhly primét bodu O; na kolmici bodem Os k preponé AB,
pro hledanou vzdalenost plyne

|010s] = /(11 +12)2 + (r1 — 12)2 = V24 /72 +r2.

Pro polomér r kruznice vepsané danému trojihelniku ABC' z podobnosti
obou trojihelniki ACD, BCD trojuhelniku ABC vyplyva, Ze je

cili
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Proto
|01 02 I = T‘\/i.

Vyjadiime-li obsah trojihelniku ABC dvéma riaznymi zpusoby, dosta-
neme
sab=1(a+b+o)r,

takze

ab B ab(a—l—b—\/az—{-bz)
a+b+vVaZ+02  (a+b)?— (a2 +b?)
=3(a+b-c)

Je tedy |0102| = %ﬂ(a-{— b—c).

B-1Il-1

Je-li u kofen nékteré z obou zadanych rovnic, pak u # 0 a 1/u je kofen
téze rovnice. Proto u = 1/u, takZe u = £1. Necht tedy ¢islo 1, resp. —1 je
kofenem prvni, resp. druhé rovnice (jinak vyménime navzajem disla a, b).
Ze soustavy rovnic

l+a+b+a+1=0 a 1—-b+a—-0b+1=0

lyne a = —¢ a b = 2. Zkoumané rovnice jsou pak

(:c—l)Q(x2+%x+1) =0 a (x+1)2(x2—§m+1> =0,

tj. maji jediné redlné koteny, nebot diskriminanty obou trojélentt z? +
+ 2z +1a2?— $z+1 jsou zéporné. Hledané dvojice (a, b) jsou (—g, %)
a (%’ _g)

B-11-2

Zidné takové z neexistuje, nebot jak ukazeme, dekadické zapisy obou
stran rovnice maji rtizné posledni ¢islice, at je ¢islo x zvoleno jakkoli.
Skutecné, podle toho, zda je x liché ¢i sudé, kon¢i mocnina 19 ¢islici 9
¢i 1 a mocnina 94% kondi Cislici 4 ¢i 6. Proto je posledni ¢islice souctu
19% + 947 rovna 3 nebo 7. Na druhé strané druha mocnina (2°°7)? konéi
jednou z ¢islic 0, 1, 4, 5, 6 nebo 9. Tim je nase tvrzeni dokdzano.

Jiné FeSeni. Obé ¢isla 19 i 94 pii déleni tfemi davaji zbytek 1. Soucet
obou jejich mocnin tedy dava pri déleni tfemi zbytek 2. Na druhé strané
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druhd mocnina libovolného ¢isla k dava pri déleni tfemi bud zbytek 0
(je-li k délitelné tremi), anebo zbytek 1 (neni-li k£ délitelno tfemi). Proto
(z997)2 dav4 pii déleni tfemi zbytek 0 nebo 1. Uvedenou rovnici tedy
nemiuze spliovat zadné prirozené Cislo x.

B-1-3

Necht a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB| a |AM| = pc, kde 0 < p < 1
(obr. 20).

A pe M (1-pec B
Obr. 20

Trojﬁhelniky CAM a BCM maji obsahy v poméru p : (1—p), tj. jsou
rovny 3 1pab, resp. ( 1 — p)ab, takZe rovnost poloméru piislusnych vepsa-
nych kruznic lze Aapsat takto:

pab (1 —p)ab
b+pct+tz a+(l—pc+az’

kde jsme oznacili z = |CM]|. Odtud po tpravé plyne
pa—(1-p)b=(1-2p)z. (1)
Na druhé strané podle Pythagorovy véty pro trojihelnik CM N plati
2% = p?a® + (1 — p)?b*.
Proto z (1) plyne umocnénim na druhou
(pa— (1—=p)b)” = (1 - 2p)*(pa® + (1 — p)2b?),
odkud po roznasobeni a tupravé dostaneme
2p(1 - p)[p*a® + (1 - p)**] = p(1 — p)ab.
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Protoze p(1 — p) # 0 a vyraz v hranaté zévorce je 22, dostavame rovnost
7% = %ab, kterd znamend, ze ctverec o strané z mé stejny obsah jako

trojihelnik ABC.

Poznamka. Hodnotu p neni nutno urcovat. Je to kofen kvadratické

rovnice b
a

Pa+ (- p8 =2,

kterda méa ovSem obecné dva kofeny. Vybrat ten ,pravy“ je mozné na
zékladé diskuse o znaméncich obou stran rovnosti (1). (Rovnost (1) jsme

déle pouzili umocnénou, tedy po neekvivalenti tipravé.)

B-11-4

Oznacme vrcholy dané krychle obvyklym zptusobem A, B, C, D, E, F,
G, H. Je-li vrchol A obarven jednou ze tfi barev a néktery z vrcholu
C, F, H mé tutéz barvu, jsme hotovi, nebot |AC| = |AF| = |AH| =
=aVv2>14la > %a. V opacném pripadé musi byt uvedené tii vrcholy
rovnostranného trojihelniku C'FH obarveny nejvyse dvéma riznymi
barvami, takze aspon dva z bodu C, F, H maji tutéz barvu. Jejich vzda-
lenost je vétsi nez %a. Tim je tvrzeni tlohy dokazano.
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