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Mezinarodni stfetnuti cesko-polsko-slovenské

V ramci zavérecné pripravy pred MMO se uskutecnilo jiz jedenacté me-
zindrodni stietnuti mezi tymy Ceské republiky, Polska a Slovenska. Kaz-
dou zemi reprezentovala Sestice ucastniki, ktefi si vybojovali postup na
52. MMO v Nizozemi.

Soutéz probéhla od 19. do 22. cervna 2011 v polském Krakove.
VsSechna tii reprezentacni druzstva pricestovala na misto konani jiz v ne-
déli vecer 19.6. 2011. Organizace a prubéh soutéze zustal zachovan z pre-
deslych ro¢nikit — je prizptsoben stylu III. kola nasi MO a podminkam
na MMO. Soutézicim byly ve dvou dnech predlozeny dvé trojice soutéz-
nich tloh, pritom za kazdou z iloh mohli ziskat nejvyse 7 bodi, tj. celkové
(stejné jako na MMO) 42 body. Na kazdou trojici tiloh méli soutézici vy-
hrazeno 4,5 hodiny.

Poradi Jméno Zemé  body Soucet
1.-2. Tomasz Ciesla POL 674770 31
Martin Vodicka SVK 777370 31
3.-5. Maciej Duleba POL 777070 28
Anh Dung Le CZE 777070 28
Teodor Jerzak POL 770707 28
6. Filip Borowiec POL 776610 27
7. Damian Orlef POL 772710 24
8. Stépdn Simsa CZE 770200 16
9. Tomds Zeman CZE 770010 15
10.-14. Michael Bilj CZE 770000 14
Marian Hornak SVK 770000 14
Jan Hozza SVK 770000 14
Matuis Stehlik SVK 740210 14
Michal Téth SVK 770000 14
15.-16. Lubomir Grund CZE 760000 13
Ondrej Kovac SVK 760000 13

17. Wojciech Porowski POL 700500 12
18. Miroslav Koblizek CZE 000210 3
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Névrh vSech Sesti tloh (a jejich vzorova feSeni) pripravili kolegové
z hostitelské zeme, Pavel Novotny (1. tloha) a Tom4as Jurik (3. tiloha).
Koordinaci hodnoceni zajistila mezinarodni porota, kterou tvorili Pavel
Calébek, Karel Horak a Jaromir Simsa z Ceské republiky, Jerzy Bednar-
czuk, Michal Pilipczuk a Andrzej Grzesik z Polska a Peter Csiba, Pavel
Novotny a Peter Novotny ze Slovenska.

Texty soutéznich tloh

1. Necht a, b, ¢ jsou kladna realna ¢isla, pro néz plati a? < be. Dokazte,
7e b% + ac® > ab(a + ¢).

2. Na tabuli je napsdno n nezapornych celych c¢isel, jejichz nejvétsi spo-
leény délitel je 1. V jednom kroku muzeme smazat dvé ¢isla z, y (oznacend
tak, ze © 2 y) a nahradit je ¢isly x — y, 2y. Zjistéte, pro které n-tice ne-
zapornych celych ¢isel se 1ze popsanym zptisobem dostat do situace, kdy
na tabuli bude n — 1 nul.

3. Necht body A, B, C, D lezi na kruznici v uvedeném poradi, pricemz
AB }f CD a délka oblouku AB obsahujictho body C, D je dvakrat vétsi
nez délka toho oblouku 6‘7), ktery neobsahuje body A, B. Bod F je v polo-
roviné ABC zvolen tak, ze |AC| = |AE| a |BD| = |BE|. Za predpokladu,
ze kolmice z bodu F na primku AB prochézi stredem toho z oblouku C/'.ﬁ,
ktery neobsahuje body A, B, dokazte, ze |<AC B| = 108°.

4. Necht mnohoclen P s celociselnymi koeficienty splnuje nasledujici pod-
minku: jestlize pro mnohocleny F'; G, @ s celociselnymi koeficienty plati

P(Q(z)) = F(z) - G(z),
je F nebo G konstantni mnohoclen.
Dokazte, ze mnohoc¢len P musi byt konstantni.

5. V konvexnim c¢tyiihelniku ABCD ozna¢me po fadé M a N stiedy
stran AD a BC'. Na strandch AB a C'D zvolme po fadé body K a L
tak, ze | M KA| = |<NLC|. Dokazte, ze pokud maji primky BD, KM
a LN spolecny bod, plati

|xKMN| = |xBDC| a |<xLNM|=|xABD|.

6. Je dano celé c¢islo a. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel p,
pro néz
pln?+3 a p|md—a

pro néjaka celd ¢isla n, m.
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Regen iiloh

1. Sectenim ti{ AG nerovnosti (kazdou levou stranu chdpeme jako sedm
s¢itancii)

4a3b+ b3c + 2c%a = Tabe,

ab*c + c®a + 2a°b 2 Tbca,

4c3a 4 a3b+ 2b3¢ > 7cab
dostaneme

a®b+b3c+ Ea = a*be + b*ca + *ab. (1)
Z predpokladu be > a? vynasobenim ab plyne b%ca > a3b, coz spolu s (1)
déva
bc+ ca > a’be + 2ab mneboli b + ac® > ab(a + c).

Jiné FeSeni. Vyuzijeme obé néasledujici AG nerovnosti
5 5
%b3 + %ac2 2 VbSa3cb = bevVadbe > abe,

%bS + %ac2 > Vb9a2ct = bV a2btet > a?b,

kam jsme v obou piipadech dosadili be > a?. Jejich se¢tenim ziskame
hledany odhad.

2. Odpoved. Soucet danych ¢isel musi byt mocnina c¢isla 2.

Oznacme S celkovy soucet danych ¢isel a d jejich nejvétsi spolecny
délitel. Na pocatku je d = 1, zatimco na konci by mélo byt d = S, protoze
soucet S vsech ¢isel na tabuli se neméni.

Po kazdém popsaném kroku se aktudlni hodnota nejvétsiho spolec-
ného délitele bud nezméni, anebo vzroste na dvojnasobek. To plyne
z rovnosti (z — y,y) = (z,y) a z toho, Ze je bud (a,2b) = (a,b), nebo
(a,2b) = 2(a,b) podle toho, jestli 2 déli a/(a,b) ¢i nikoli. Vzhledem k to-
mu, ze (a,b,c) = ((a, b), c), snadno uvedeny postieh rozsitime na nejvét-
stho spolecného délitele vSech ¢isel na tabuli. Zustane-li tedy nakonec na
tabuli jediné nenulové ¢islo, musi tim ¢islem byt mocnina dvojky.

Je-li naopak S mocninou ¢isla 2, ukdzeme jak postupovat, abychom
dostali » — 1 nul. Zapisme vsechna c¢isla na tabuli v dvojkové soustavé.
Pokud jsou na tabuli jesté aspon dvé nenulova éisla, vezméme ta dvé
z nich, kterd maji na konci nejméné nul (takovéd ¢isla jsou aspon dve,
protoze celkovy soucet je mocnina dvojky). Po popsané operaci misto
nich ziejmé dostaneme dvé ¢isla, jez maji na konci aspon o jednu nulu
vic. Je tedy jasné, ze po konecném poctu kroki musime skoncit tim, ze
na tabuli bude jediné nenulové cislo.
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3. Nejdrive zformulujeme a dokazeme pomocné tvrzeni.

V rovine jsou dany dvé kruznice sy, 3o protinajici se v bodech K, L,
pricemz stred Sy kruzZnice s lezi na . Pokud M € 3 (M ¢ 3)
a primka KM protind 2 v bodé N (rizném od K ), je |[MN|= |ML|.

DUKAZ. Pokud M = S5, je tvrzeni trividlni. Zabyvejme se tedy pfi-
padem M # S,. Oznacme jesté My bod kruznice s, pro néjz je SaM
prumérem s¢;. Ziejmé nemuze byt M = My, protoze v takovém pripadé
by byly MK a ML teénami kruznice ss. Nejdrive dokdzeme, ze primka
M S5 je osou thlu NM L.

Pokud M lezi na oblouku K L kruznice s neobsahujicim Sy (obr. 37),
jsou uhly KM S5, SoM L obvodovymi tihly nad shodnymi tétivami Sy K,
S L, maji proto stejnou velikost.

Obr. 38

Pokud M lezi na oblouku KL kruznice s obsahujicim bod Sy, mii-
zeme bez (jmy na obecnosti predpokladat, ze lezi na oblouku SeL ne-
obsahujicim bod K (obr.38). Ctyfihelnik KSyML je tétivovy, takze
|<)152MN[ = 180° — |§:SQMK| = 180° — |§(SQLK| = 180° — |{SQKL‘ =
= I{SQML'

V osové soumérnosti podle primky M S, v niz se kruznice sz, zobrazi
sama na sebe (jeji stfed lezi na ose soumeérnosti), je obrazem piimky ML
primka M N. Ta protind kruznici s, (pokud M # Mj) ve dvou bodech
K a N. Obrazem bodu L € 5 nemuze ovsem byt bod K, protoze KL
neni pro M # My kolmé na M Ss. Je tedy |[M N| = |M L|, coz jsme chtéli
dokazat.

Pristupme nyni k feseni tlohy. Ozna¢me S prusec¢ik oblouku CD
s kolmici z bodu E na AB. Je-li k; kruznice se stifedem A prochaze-
jici bodem C a ko kruznice se stifedem B prochézejici bodem D, je
bod E prisecikem obou kruznic kq, k2. Kruznici opsanou tétivovému étyt-
thelniku ABC D ozna¢me k. Piimka SC protind kruznici k; v bodé C’
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a primka SD kruznici ko v bodé D’. Dalsi prisec¢ik kruznice kq s kruz-
nici k£ ozna¢me C” (C” # C) a podobné D" dalsi prisecik kruznice ko
s kruznici k (D" # D). Ukdzeme, ze C"" = D".

Bod S lezi na chordéle kruznic ky, ko, proto z jeho mocnosti k témto
kruznicim plyne |SC| - [SC’| = |SD| - |SD’|. Protoze podle zadéni
|SC| = |SD|, jei|SC’'| = |SD’|. S vyuzitim tivodniho tvrzeni tak mame
|SC”| = |SC’'| =|SD’'| = |SD"|.

Kdyby body C”, D" byly rtzné, byl by trojthelnik SD”C" rovnora-
menny a jeho vyska z vrcholu S by prochézela stfedem kruznice k stejné
jako osa oblouku CD. Ctyfiihelnik CDD"”C" (resp. CDC”D") by tak
byl rovnoramenny lichobéznik (|SC| = |SD|). A protoze body A, B lezi
na osach tse¢ek CC”, DD", byl by i ABCD rovnoramenny lichobéznik,
coz odporuje predpokladu AB }f C'D. Vsechny tii uvazované kruznice tak
maji spole¢ny bod C” = D" jehoz oznadeni dale zjednoduSime na E’.

Oznafme a = |XDE’'S| = |«xSE'C|a 8 = |xAE'D|. Pak | <X AE'B'| =

= 2|¥CE'D| = 4« (nebot oblouk AB je dvakrat delsi nez oblouk C'D),
a proto |[<xCE'B| = |<AE'B| — |<AE'C| = 2a — 8 (obr. 39). Z rovnosti
|BD| = |BF’|, |AC| = |AFE’| vyjadiime velikosti zbylych dvou uhli troj-
thelniku ABE":

2a+ = |XAE'C| = |XACE'| = |xABE'|,

da — B = |xBE'D| = |xBDE'| = |xBAE'|.
Odtud

180° = 4a + (2a + B) + (4a — B) = 10«

tudfz a = 18° a | ACB| = 180° — | < AE'B| = 180° — 4a = 108°.
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4. Dokazeme tvrzeni ulohy sporem. Predpokladejme, ze P neni kon-
stantni, a uvazme nejprve pripad, kdy je mnohoclen P linearni, tedy
P(z) = az+b pro néjaké a,b € Z, a # 0. Vezméme Q(z) = az?+ (b+1)z,
pak je

P(Q(z)) = a(az® 4+ (b+1)x) +b = a®*2® +a(b+ 1)z +b = (ax+b)(az +1)

rozklad mnohoclenu P(Q(z)) na soué¢in dvou nekonstantnich mnohoclent
ar + b a ax + 1, coz odporuje predpokladu tlohy.

Je-li stupeni mnohoélenu P aspon 2, tedy P(r) = a,z" +an_12" 1 +
+...+a1z+ag, kde n > 1aa, # 0, vezméme mnoho¢len Q(z) = P(z)+=x.
Pro mnohoélen P(Q(z)), ktery ma stupefi n? > n, plati

P(Q(z)) — P(z) = P(P(z) + ) — P(z) = »_ai((P(x) + z)" — 7).
=0

Z rovnosti a' —b* = (a — b)(a’"t + a'"2b + ... + b'"1) ovSem plyne,
7e kazdy z mnohoélent (P(x) + )" — z* je délitelny mnohoclenem P(z).
Proto i mnohoc¢len P(Q(x)) je mnohoclenem P(x) délitelny. To vede opét
ke sporu, protoze stupeni mnohoélenu P(Q(x)) je vétsi nez stupenn mno-
hoélenu P, a ten je tudiz netrividlnim délitelem mnohoclenu P(Q(x)).
Tim je tvrzeni dokézano.

5. Oznac¢me P stied thlopricky BD a @ prusecik piimek BD, KM a LN
(obr. 40). Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, Ze bod B lezi mezi body
Q a D. Protoze PM a PN jsou stfedni pticky trojuhelniki ABD a DCB,
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je PM || AB a PN || CD. Je tedy |«xPNL| = |«NLC| = |[xMKA| =
= |« K M P|, coz znamena, ze body P, M, Q, N lezi na kruznici. Z rovnosti
obvodovych thlii nad tétivou NQ tak plyne |[xKMN| = [*xQMN| =
= |¥xQPN| = |xBDC|. Podobné vychazi |< LN M| = 180° — [xQNM| =
= 180° — [xQPM| = |xMPD| = |xABD)|.

6. Tvrzeni nejprve dokdzeme pro a = 0. Tehdy ma druha podminka tvar
p | m3, takze je splnéna pro kazdé prvocislo p volbou m = p. Stadi tedy
dokézat, ze mezi déliteli ¢isel n? + 3 (n € 7) je nekoneéné mnoho prvo-
¢isel. Pripustme, ze vsech takovych prvocisel je naopak kone¢né mnoho,
a oznaéme je py,Pa, .- ., pr. Cislo (3p1p2...p.)2 +3 =3(3p?p3...p2 +1)
vSak méa netrivialniho délitele 3p?p3 . .. p2+1, ktery neni délitelny zadnym
z prvocisel py,pa, ..., p,, COZ je sSpor.
Nyni tvrzeni dokdzeme pro a # 0. Z rovnosti

(9a%k*)% 4+ 3 = 3(27a*k° + 1)

(9a3k*)® — a = a(3%a%k*2 — 1) = a(27a*k% — 1)(27a*k® + 1)

plyne, Ze pro kazdé k celé je ¢islo 27a*kS + 1 spoleénym délitelem ¢isel
n? +3 am?—a, kde n = 9a%k3 a m = 9a®k*. Staci tedy dokazat, Ze pro
libovolné dané a mezi déliteli ¢isel 27a*k% + 1 (k € Z) existuje nekoneéné
mnoho rtznych prvocisel.

Predpokladejme naopak, ze takovych prvocisel je jen konecné mnoho,
a oznacme je p1,pa,...,pr. Pro k = pip2...p.+1 je vSak zfejmé, ze ¢islo
27a*k% + 1 > 1 neni délitelné zadnym z prvocisel p1,pa, ..., pr. M4 tedy
dalstho prvocinitele p ¢ {p;: 1 < i < r}. Dospéli jsme tak ke sporu, ktery
dokazuje tvrzeni tlohy.
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