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Pripravna soustredéni pred 47. MMO

Vybérové soustiedéni pro pripravu na mezinarodni matematickou olym-
piadu probéhlo od 10.-14. dubna v Kostelci nad Cernymi lesy. Na soustie-
déni bylo pozvano 8 nejlepsich fesitelu III. kola kategorie A s vyjimkou
téch, ktefi se rozhodli dat prednost tcasti na Mezinarodni fyzikalni olym-
piadé (Pechal, Scholle a Motloch). Nepozvali jsme také vitéze letosniho
celostatniho kola, protoze v dobé Mezinarodni matematické olympiady
dosahne 20 let, a tak se dle uznavanych pravidel nemuze této soutéze
zOCastnit. Soustfedéni bylo zaméfeno na pripravu reprezentanti a po-
slouzilo ke kone¢né nominaci Sesticlenného druzstva.
Uspé&snost jednotlivych studentii ukazuje nasledujici tabulka:

Jaroslav Hancl 4/4 GMK Bilovec 89,5
Jakub Oprsal 4/4 G Brno, ti. Kpt. Jarose 80
Zbynék Koneény 3/4 G Brno, ti. Kpt. Jarose 79,5
Vojtéch Riha 4/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose 64,5
Pavel Salom 8/8 G Roznov pod Radhostém 56,5
Jan Uhlik 4/4 G Brno, ti. Kpt. Jarose 48
Anezka Faltynkova 3/4 GJS Pierov 475
Tomas Jeziorsky 3/4 GMK Bilovec 40

Na zékladé uvedenych vysledk, v nichz jsou zapocitany i vysledky
oblastniho a celostatniho kola, bylo prvnich Sest vybrano do reprezen-
ta¢niho druzstva a sedmy byl uréen jako ndhradnik. Toto druzstvo nas
reprezentovalo i na jiz tradi¢nim stietnuti s druzstvy Slovenska a Polska.

Jednotlivé seminare vedli a ulohy pripravili:
dr. Jaroslav Zhouf (10.4.),

dr. Karel Hordk (11.4.),

dr. Pavel Caldabek (12.4.),

dr. Jaroslav Svrcek (13.4.)

a doc. Jaromir Simsa (14.4.).
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Ulohy zadané na piipravnych soustiedénich

1. Na tabuli jsou napsana tfi ¢tyfmistnd prirozend cisla. Jestlize v je-
jich zapise zaménime vSechny dvojky trojkami, bude soucet novych ¢isel
roven 10972. Jestlize v zapise plivodnich ¢isel zaménime viechny étytky
sedmickami, bude soucet novych ¢isel roven 11 654. Cemu se rovné soudet
puvodnich tii ¢isel?

2. Ve mésté vede kazd4 ulice bud ze severu na jih, nebo z vychodu na za-
pad. Automobil pravé dokonéil projizdku méstem, pii které odbodil prave
stokrat doleva. Kolikrat pritom mohl odbocit doprava, jestlize zadné
misto neprojel dvakrat a nakonec se vratil na vychozi misto? Kazda ulice
je prujezdna v obou smérech.

3. Necht je dana funkce f(x) = ax?® + bx + ¢, kde a, b, ¢ jsou celd &isla,
a # 0. Dale vime, Ze rovnice f(z) = 0 mé aspon jeden celo¢iselny kofen.
Uréete f(1), jestlize f(f(1)) = 1.

4. V trojuhelniku ABC (|AB| < |BCY) je bod I stfed kruznice vepsané,
M je stred strany AC, N je stfed oblouku ABC' opsané kruznice. Do-
kazte, ze |xIMA| = |xINB].

5. Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n existuje n-mistné ¢islo délitelné
57, jehoz vSechny ¢islice jsou liché.

6. Je dan trojuhelnik ABC' a kruznice obsahujici jeho vrcholy A, B, ktera
protind tsecky AC a BC' postupné v bodech D a | pti¢emz polopiimky
BA a ED se protinaji v bodé F. Ozna¢me M prusecik ptimek BD a C'F.
Dokaite, ze |[MF| = |MC|, pravé kdyz |M B| - |M D| = |MC|?.

7. V roviné je dan trojihelnik ABC a uvniti bod P. Oznac¢me postupné
D, E, F priuseciky ptimek PA, PB, PC se stranami BC, CA, AB. Do-
kazte, ze

[PAF] + [PBD] + [PCE) = %{ABC],

pravé kdyz bod P lezi na nékteré téZnici trojuhelniku ABC. (Symbol
[XY Z] oznaguje obsah trojuhelniku XY Z.)

8. Naleznéte vSechny funkce f: N — N takové, ze
f(m+n)f(m —n) = f(m?)
plati pro vSechna m,n € N.
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9. Necht S je mnozina vSech funkei f:[0,1] — [0,40c0) takovych, ze
f(1) =1 a plati

f@)+ f(y) £ f(x+y) provsechnaz,y € [0,1], z+y < 1.

Urcete nejmensi cislo k tak, ze pro vSechny funkce f € S a pro vSechna
x € [0,1] plati f(z) < ka.

10. Urcete vSechna prirozena ¢isla m, n tak, ze plati

{mQJ [an [m nJ
—+t|—|=|—+—]| +mn.

n m nom

11. Necht p je prvodislo a ¢ mnohodélen s celociselnymi koeficienty takovy,
ze pro kazdé ptirozené cislo k plati, Ze zbytek po déleni ¢isla ¢(k) ¢islem
p je bud 0, nebo 1. Déle plati ¢(0) = 0 a ¢(1) = 1. Dokazte, ze stuperl
mnohoclenu ¢ je alespon p — 1.

12. Nechf 2z, vy, z jsou kladna realné &sla, pro néz plati =2 + y? + 22 +
+ 2zyz = 1. Dokazte, Ze pro né plati nerovnost

2(r+y+2) < 3.

Kdy nastane rovnost?

13. V roviné uvazujme kruznice ki a ko, které se protinaji v bodech A, B.
Tecéna ke kruznici ko sestrojend v bodé A protina kruznici &y v bodé Cy
(Cy # A); tetna ke kruznici ky sestrojena v bodé A protina kruznici ks
v bodé Cy (Cy # A). Piimka CyCy protind kruznici k1 v bodé D (Cy #
# D # B). Dokazte, ze pfimka BD prochazi stfedem tsecky ACS.

14. Uvazujme pravouhly trojuhelnik ABC s preponou AB. Nechf P je
priisecik osy vnitiniho thlu pii vrcholu C' s preponou AB, dale necht I,
znadi stfed kruznice vné pfipsané preponé AB uvazovaného pravouhlého
trojuhelniku. Dokazte, Ze plati nerovnost

CP| » 1=
|PIC|:f2 1.

Kdy nastane rovnost?
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15. Zapiste v desitkové soustavé ¢iselnou hodnotu zlomku

L () 2 () 43 () 4+ 2006 (3000
(30 (500) (o + () o+ o)’

16. Osa vnitfniho thlu BAC trojuhelniku ABC' protne stranu BC
v bodé¢ K. Vyjadiete |AK| pomoci délek a,b, c stran AABC' ve tvaru

_ VLi1LoL3L4
|AK| = ————
Ls
s vhodnymi ¢initeli L; = u;a + v;0 + w;c s redlnymi koeficienty w;, v;, w;.

17. Napiste ptiklad tii prirozenych ¢isel a, b, ¢ tak, aby ¢islo a bylo na-
sobkem deviti, ne vSak nasobkem jedendcti, aby ¢islo b bylo nasobkem
jedendcti, ne vak nasobkem deviti, a aby platilo a®® 4 b% = 190,

18. Méame n minci My, Mo, ..., M,, jejichZz strandm fikame ,hlava“ a
yorel“. Pro kazdé k = 1,2,...,n je mince My natolik falesna, ze pii jejim

hodu padne ,hlava“ s pravdépodobnosti 1 : (2k + 1). Hodime-li kazdou
z téchto n minci jedenkrat, s jakou pravdépodobnosti padne ,hlava“ lichy
pocet krat? Odpovéd zapiste ve tvaru P(n) : Q(n), kde P(n) a Q(n) jsou
mnohodleny proménné n (tedy jejich stupné a koeficienty jsou na cisle n
nezavislé).

19. Rozhodnéte, zda lze vybrat 2006 ruznych ptirozenych ¢isel mensich
nez 100000 tak, aby zZadné z nich nebylo rovno aritmetickému priuméru
jinych dvou vybranych cisel.

20. Bod M je sttedem strany AC daného trojuhelniku ABC. Na pro-
dlouzeni strany BC' za bod B je vybran bod D tak, ze |BD| = |BA|. Osa
uhlu ABC protne piimku M D v bodé P. Dokazte, ze thly BAP a ACB
jsou shodné.

21. Na listé papiru narysujeme vSechny strany a thlopficky nékterého
konvexniho n-tthelniku. Tyto tsecky pak postupné odstranujeme maza-
nim podle nasledujici procedury: Vybereme libovolné étyfi razné vrcholy
A, B, C, D takové, ze tsecky AB, BC, CD, DA jsou (zatim) narysovany,
a jednu z téchto éty¥ tsecek umazeme. Proceduru opakujeme tak dlouho,
dokud to je mozné. Pro dané n = 4 urcete nejmensi mozny pocet usecek,
které nakonec v n-tthelniku ztstanou narysovany.
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