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Mezinarodni stretnuti c¢esko-polsko-slovenské

BiLovEc, 21.-22. CERVNA 2004
V rameci zavéreéné pripravy pred MMO se uskutecnilo jiz ¢tvrté mezina-
rodni stfetnuti mezi tymy Ceské republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé
zemé reprezentovala Sestice ucastniki, ktefi si vybojovali ve svych zemich
postup na 45. MMO v Athénéch.

Soutéz se uskutecénila v terminu 21.-22.6. 2004 v severomoravském
Bilovci. VSechna tfi reprezentacni druzstva pricestovala na misto konani
jiz v nedéli vecer 20. 6. 2004. Organizace a prubéh soutéze zustal zachovan
z predeslych ro¢niktt — je pfizpusoben stylu III. kola nasi MO a pod-
minkdm na MMO. Soutézicim byly ve dvou dnech predlozeny dvé trojice
soutéznich uloh, pritom za kazdou z uloh mohli ziskat nejvyse 7 bodt,
tj. celkové (stejné jako na MMO) 42 body. Na kazdou trojici tloh méli
soutézici vyhrazeno 4,5 hodiny.

Poradi | Jméno Zemé | body |Soudcet
1. | Mateusz Michalek POL |676775 38
2.-3. | Vitézslav Kala CZE |671777 35
Frantisek Simancik SVK |761777 35
4.-5. | Kamil Duszenko POL |670777 34
Toméas Vana SVK |571777 34
6. | Frantisek Konopecky |CZE |570777 33
7.-8. | Jaromir Kuben CZE [770717 29
Jan Moldéek CZE |701777 29
9. | Alexandr Kazda CZE |370477 28
10.-11. | Marek Pechal CZE |610577 26
Michatl Pilipczuk POL 401777 26
12. | Andrzej Grzesik POL [570713 23
13. | Ondrej Budac¢ SVK (401663 20
14. | Hana Budacova SVK [201716 17
15. | Peter Cerno SVK |500217 | 15
16. | Piotr Danilewski POL |000706 13
17. | Jakub Kallas POL |000217 10
18. | Jozef Bodnar SVK |301203 9
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Névrh vSech Sesti tloh (a jejich vzorova reseni) pripravili ¢lenové tilo-
hové komise z Ceské republiky — dr. Jaroslav Svréek a doc. Jaromir
Simsa. Ulohy koordinovala mezinarodni komise ve slozeni Jaromir Simsa,
Jaroslav Svréek a Karel Hordk za Ceskou republiku, Pavol Novotny a Jdn
Mazadk za Slovensko a Waldemar Pompe a Adam Osekowski za Polsko.

Texty soutéznich uloh

1. Dokazte, Ze redlna ¢isla p, ¢, v splnuji podminku

pg—7)?+2p*(q+7)+1=p",
pravé kdyz kvadratické rovnice

2 _ 2 _

z°+pr+q=0, ¥y —-py+r=0

maji readlné kofeny (ne nutné rtzné), které lze oznacit z1 2 resp. yi o
v takovém poradi, ze plati rovnost z1y; — xoys = 1. (J. Simsa)

2. Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo k existuje nejvyse koneéné mnoho
takovych trojic navzajem ruznych prvocisel p, ¢, r, pro néz je éislo gr — k
nasobkem p, ¢islo pr — k ndsobkem ¢ a soucasné ¢islo pg — k nasobkem 7.

3. Uvnitf tétivového ¢tyfuhelniku ABCD je dan bod P tak, Ze plati
|xBPC| = |¥xBAP|+ |xPDC|.

Ozna¢me E, F, G paty kolmic z bodu P po fadé na ptimky AB, AD
a DC. Dokazte, Ze trojihelnik FEG je podobny trojthelniku PBC.
(Toshio Seimiya)

4. V oboru realnych &isel feste soustavu rovnic

1 1 z

Loz Lovy Loz
xy oz yz T zr Y

(J. Féldes)

5. Uvniti stran AB, BC, C'A daného trojuhelniku ABC' jsou zvoleny po
fadé body K, L, M tak, ze plati

|AK| B |BL| B |C M|
KB| ~ |LC| ~ [MA

Dokazte, ze trojuhelniky ABC a K LM maji spolecny prusecik vysek,
pravé kdyz je trojuhelnik ABC rovnostranny. (P. Cernek)
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6. Na stole lezi k hromadek o 1,2, ...,k kamenech, kde £ = 3. V prvnim
kroku vybereme tfi libovolné hroméadky na stole, slou¢ime je do jedné
a 7 této nové hromadky odstranime jeden kdmen (pry¢ ze stolu). Ve
druhém kroku opét slouc¢ime nékteré tti hromadky do jedné a pak z ni
odebereme dva kameny. Obecné v i-tém kroku slouc¢ime libovolné tii hro-
madky, ve kterych je dohromady vice nez i kament, do jedné hromadky
a pak z ni 7 kament odstranime. Pfedpokladejme, Ze po nékolika krocich
zustane na stole jedind hromadka, v niz je p kament. Dokazte, ze ¢islo p
je uplny kvadrat, praveé kdyz obé ¢isla 2k+2 a 3k +1 jsou uplné kvadraty.
Déle pak najdéte nejmensi k, pro které je ¢islo p uplny kvadrat.

(R. Kucera)

Reseni iloh
1. Predpokladejme, Ze uvazované kofeny obou danych rovnic spliiuji rov-
nost z1y; — x2y2 = 1. Podle znamého vzorce je
—-p+ K p+L

12 = ——F— a Yi,2 = Tv (1)

kde realna ¢isla K, L spliiuji rovnosti K2 = p? —4q a L? = p?—4r (¢islam
q

K, L ptfifadime znaménka podle oéislovani kofent). Potom

1= N _(p+EK)p+L)-(-p-K)(p-L) p(K-1L)
=T1Y1 — X2Y2 = 1 = 2 »

odkud p # 0 a K — L = 2/p. Dosadime-li to do rovnosti

(K+L)(K-L)=K?>-L*= (p* —4q) — (p* — 4r) = 4(r — q),

vyjde ndm K + L = 2p(r — q). Ze ziskanych vyjadfeni ¢isel K+L a K —L
dostaneme K = 1/p — p(q — r), po umocnéni K? = 1/p? —2(q —r) +
+ p*(¢ — 7)?. Porovname-li to s rovnosti K? = p? — 4¢, obdrzime po
snadné Gpravé pozadovanou podminku

plla—r)?+2p%(q+7)+1=p" (2)

Predpokladejme naopak, ze plati rovnice (2). Pak zfejmé p # 0. Rov-
nici upravime dvéma obdobnymi zptsoby do tvart

pr—q)* +2p%(r —q) + 1 = p* — 4p’q

pHg =7’ +2p*(q— 1)+ 1 =p* — 4p*r;
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odtud po vydéleni é&slem p? zjistujeme, Ze diskriminanty uvazovanych
kvadratickych rovnic maji vyjadreni

2 B 12 20, 2
Zg_4q:<p(rp®+-> azﬂ_4r:<p(q ﬂ+1>’
p

takZe to jsou nezdpornd ¢isla a prislusné (redlné) kofeny maji tvar (1),
kde . 5
- 1 . 1
gopl-g+1t . pla-r+1

p p

Znaménka ¢isel K a L jsme zvolili tak, aby vyslo (viz dikaz 1. implikace)

p(K — L) P_Cﬂr—®+1+P%q_m+1>=L

Ily1—$2y2=———2—=§ D p
2. Navzdjem ruzna prvocisla p, ¢, r vyhovuji podminkam tlohy, pravé
kdyz ¢islo pg + gr + rp — k je délitelné kazdym z cisel p, g, r, neboli
jejich sou¢inem pqr. Rovnost pq + qr + rp — k = n - pgr pro vhodné
celé n prepiSme do tvaru k = pg + qr + p — n - pqr. Je-li n < 0, plyne
z posledni rovnosti, ze max{pq, pr,qr} < k; pak ovSem kazdé z prvocisel
P, q, T je nejvyse %k a takovych trojic je koneény pocet. Je-li n = 1,
dostadvame odhad k < pq + qr +rp — pqr. Zfejmé mizeme piedpokladat,
zZe2Sp<qg<r.
Kdyby bylo r = 7, dostali bychom
pq+qr+rp—nmpgr 1 1 1 1 1 1

4 i4-—p<-4i4--1<0,
e StoTinS3t3tzn

coz nejde. Muze tedy byt jediné r =5, ¢g=3 ap=2.

3. Oznacme k kruZnici opsanou &tyfthelniku ABCD a ki, ko kruZnice
opsané trojuhelnikim PAB, PCD. Uvnitf thlu BPC uvazujme takovou
polopfimku PT', pro niz plati |« BPT| = | < BAP)|. Podle zadéani pak plati
(obr. 42)

|xCPT| = |¥BPC| — |xBPT| = |xBPC| — |xBAP| = |xPDC)|.

Pfimka PT je tudiz spolecnou vnitini te¢nou obou kruznic kq a ks.
Uvazujme nejprve pripad, kdy strany AB a CD uvazovaného téti-

vového ¢tyfuhelniku nejsou rovnobézné. Vzhledem k tomu, Ze usecky

AB a CD jsou spoletnymi tétivami odpovidajicich dvojic kruznic kq,
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Obr. 42

k a ko, k, existuje jediny bod ), ktery ma stejnou mocnost ke vSem tfem
kruznicim k, k1 a ko. Timto bodem @ je spoleény bod vSech tii piimek
(chorddl) AB, CD a PT. Bez ujmy na obecnosti predpoklddejme, Ze
bod @ lezi na polopfimce BA za bodem A (obr.42).

Podle Thaletovy véty jsou ziejmé ctyfuhelniky AEPF, FPGD
a QFE PG tétivové. Z rovnosti ptislusnych obvodovych thla tak plyne

|xFEG| = |<xFEP| — |<xGEP| = |xFAP| — |xGQP| =
= |¥DAP| — |xDQP| = |xQDA| — |xQPA|,

nebot thly pfi vrcholech A, P a thly pii vrcholech D, Q v nekonvex-
nim ¢tyfthelniku APQD dévaji stejny soudet: |XDAP| + |[xQPA| =
= |[¥QDA| + |xDQP)|. Pro tisekovy uhel QPA navic plati |xQPA| =
= |xPBA|, takze

|xFEG| = |<QDA| — |<xQPA| = |¥QDA| — |xPBA| =
= |%QBC| - |xPBA| = |xPBCl|.

Analogicky dokdzeme, Ze je |XFGE| = |xPCB|. Trojuhelniky FEG
a PBC se tedy shoduji ve dvou vnitinich tihlech a jsou podobné (uu).
Jsou-li pfimky AB a CD rovnobézné, je ABCD rovnoramenny li-
chobéznik se zékladnami AB a CD. Odtud plyne, Ze body E, P, G lezi
na ose soumérnosti lichobézniku ABCD a trojuhelniky APD a BPC
jsou shodné. Jak snadno plyne z vlastnosti obvodovych thla tétivovych
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ctyruhelnikit AEPF a FPGD, jsou trojuhelniky EFG a APD podobné
(je [xFEG| = |xPAD| a | xEGF| = |xADP|). Odtud jiz plyne podob-
nost trojthelniki FEG a PBC. Tim je dtikaz ukoncen.

Pozndmka. V predvedeném Feseni jsme potfebovali ukazat, Ze se troj-
thelniky FEG a PBC shoduji ve dvou uhlech. Rovnost thla |x EFG| =
= |xBPC/| plyne témét okamzité z rovnosti pfislusnych obvodovych thla
v tétivovych ¢tyrtuhelnicich AEPF, FPGD.

4. 7 tvaru rovnic plyne podminka zyz # 0. Dvé z éisel x, y, z museji mit
stejné znaménko, pak je kladna prava strana rovnice, ve které jsou tato
dvé ¢isla v podilu, proto je kladna i prislusné leva strana, takze zbyvajici
z Cisel z, y, z mé totéZ znaménko jako prva dvé. Plati tedy bud z,y, z > 0,
nebo z,y,z < 0.

Zabyvejme se pouze prvnim piipadem, druhy se totiz prevede na
prvni zménou feSeni (z,vy, z) na feSeni (—z, —y, —z). Prvni dvé rovnice
soustavy vynasobme vyrazem zyz a odetéme je, po upravé dostaneme
z —x = y(z? — y2). Je-li trojice (z,y, z) feSenim, jsou feSenimi i trojice
(y,z,x) a (z,z,y), které dostaneme cyklickou zdménou. Proto mizeme
pfedpokladat, Ze z = max{z,y, z}. Potom z — 2 < 0 a 22 — yz > 0 (neza-
pometime, Ze x,y, z > 0), takZe z rovnosti z — x = y(22 — yz) a podminky
y > 0 plyne z — z = 22 — yz = 0, coZ znamend r = y = z. Mame tedy
jedinou rovnici 1/22 = 1 + 1, kterd méa (jediny) kladny kofen z = %\/5

Odpovéd. Soustava mé pravé dvé feSeni z =y = z = i%\/—i

5. Bod V roviny trojuhelniku ABC je prusecikem jeho vysek, pravé kdyz
plati zaroven AV 1 BC a BV 1 AC, neboli AV-BC =0a BV-AC = 0.
Po dosazeni BC = BV —CV, AC = AV — CV a snadné upravé dostaneme

ekvivalentni podminku ve formé rovnosti skalédrnich sou¢intt
AV-BV =BV .-CV=CV-AV. (1)

Nasim tkolem je tedy zjistit, kdy plati soustava (1) zérover s obdobnou
soustavou

KV . LV =LV -MV =MV KV, (2)
kterd vyjadiuje, ze bod V je prisecikem vysek trojuhelniku K LM. Vyja-

diime vektory z (2) jako linedrni kombinace vektort z (1). Podle zadéni
existuje ¢islo A\, 0 < A < 1, pro které plati

AK =)XAB, BL=)BC, CM=)\CA
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Dosadime-li do prvni rovnosti AK = AV — KV a AB = AV — BV, dosta-
neme po upravé prvni z rovnosti

KV =(1-\NAV+ABV, LV=(1-)\BV+ACV,
MV = (1-\)CV + \AV;

druhé dvé rovnosti odvodime analogicky. Odtud vynasobenim dostaneme

KV .- LV = (1-)\?2AV-BV + A1 - \AV-CV + A(1 - \)BV? =
=(1—=Ns+A1-NBV?

kde pismeno s oznacuje spoleénou hodnotu souéintt z (1). Analogicky
plati

KV-MV = (1-N)s+A1-NAV? a LV-MV = (1-)\)s+A(1-\)BV?.
Vidime, Ze soustava (2) je ekvivalentni se soustavou rovnosti
A1 = NAVZ = \(1 - \)BV? = \(1 - \)CV?,

kterd je s ohledem na A(1 — A) # 0 splnéna, pravé kdyz |AV| = |BV| =
= |CV|. Tato podminka znamen4, Ze prusecik vysek V trojihelniku ABC
splyva se stfedem kruznice opsané. To nastane, pravé kdyz je trojuhelnik
ABC rovnostranny.

Jiné FeSeni. Je-li trojihelnik ABC rovnostranny, oznaéme O stfed
jeho kruznice opsané. Pti jedné z rotaci o 120° kolem bodu O plat{ A
— B+— Cw+— Aarovnéz K — L — M — K, nebot napiiklad body
K, resp. L déli ve stejném poméru useéku AB, resp. tsecku BC, jez je
obrazem prvni tsecky ve zminéné rotaci. To znamend, Ze i trojuhelnik
K LM je rovnostranny a bod O je stfedem (a tedy i prusecikem vysek)
obou trojuhelnikit ABC a KLM.

Jestlize ABC neni rovnostranny trojthelnik, je stted O jeho opsané
kruZnice riizny od téZisté T'. Snadno ukazeme, ze bod T = 1(A+B+C) je
tézistém i trojuhelniku K LM: podle zadani totiz existuje ¢islo A € (0,1)
tak, Ze

K=X+(1-XNB, L=XAB+(1-\NC, M=XC+(1-MNA,
odkud okamzité plyne rovnost 3(K + L+ M) = (A + B + C).
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Piipustme, Ze trojihelniky ABC a K LM maji kromé t&zisté T spo-
leéné i ortocentrum, které oznac¢ime H. Podle znamé véty lezi body H,
T, O v uvedeném poradi na jedné ptimce (zvané Eulerova ptimka troj-
thelniku ABC), pficemz plati |[HT'| : |TO| = 2 : 1. Stfed kruznice opsané
pfimce trojthelniku K LM tak zjistujeme, Ze bod O je nejen stiedem
kruznice opsané trojihelniku ABC, ale i stfedem kruznice opsané troj-
thelniku K LM . Body K, L, M maji proto stejnou vzdalenost od bodu O,
takze maji i stejnou mocnost ke kruznici opsané trojuhelniku ABC. Tyto
mocnosti se rovnaji veli¢inam

~|AK| - |BK| = —p(1 - p)|ABJ?,
~|BL|-|CL| = —p(1 - p)| BC?,
~|CM| - |AM] = —p(1 - p)|AC?,

jejichZ porovnénim dostaneme rovnosti |AB| = |BC| = |CA]| (nebot
X ¢ {0,1}). To je ve sporu s predpokladem, Ze trojuhelnik ABC' neni
rovnostranny.

6. Po 7 provedenych krocich bude na stole & — 2i hromadek; ztstane-li
proto nakonec na stole jedina hromadka, bylo ¢islo & liché a celkovy pocet
krok byl %(k —1). Rozlisime, zda ¢islo k déva pri déleni ¢tyfmi zbytek 1,
nebo zbytek 3.

Pripad k = 4c+ 1. Na zadétku leZi na stole 1+ ...+ k = 1k(k+ 1) =
= (4¢+ 1)(2¢ + 1) kament, ve vSech 2¢ krocich odstranime celkem 1 +
+...42¢c = ¢(2¢+ 1) kament, takze pocet kament v posledni hromddce
bude

p=(4c+1)(2c+1) —c(2c+1) = (2c+ 1)(3c + 1).

Cisla 2¢+1 a 3¢+1 jsou ovem nesoudélna, takZe p je Gplny kvadrat, pravé
kdyZ jsou plné kvadraty obé cisla 2c¢ + 1 a 3¢+ 1, tedy pravé kdyz jsou
uplné kvadréty jejich étyfnasobky 4(2¢+1) = 2k+2a 4(3¢c+1) = 3k+1.

P¥ipad k = 4c+ 3. Na zacatku leZi na stole 1+...+k = k(k+1) =
= 2(c + 1)(4c + 3) kament, ve vSech 2¢ + 1 krocich odstranime celkem
14+...4+(2¢+1) = (¢+1)(2¢+1) kament, takZe pocet kamenti v posledni
hroméadce bude

p=2(c+1)(4c+3) - (c+1)(2c+1) = (¢ + 1)(6c + 5).

Kdyby bylo ¢islo p tplny kvadrat, musela by byt Gplnymi kvadraty obé
nesoudélnd &sla ¢ + 1 a 6¢ + 5. Ukazme, Ze to nen{ mozné: pripustme
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existenci piirozenych é&isel z, y takovych, Ze ¢ +1 = 2% a 6¢ + 5 = y>.
7 rovnosti 622 — 42 = 1 plyne, Ze &islo y je liché, tudiz ¢islo y? dava
pii déleni osmi zbytek 1. Cislo 622 pak pii déleni osmi dava zbytek 2,
odkud plyne, Ze &islo 322 pii déleni étyfmi dava zbytek 1, coz neni mozné.
V pripadé k = 4c + 3 tedy p nikdy neni uplny kvadrat, stejné jako neni
uplny kvadrat ani ¢islo 3k + 1 = 12¢ + 10 (sudé &islo, jez neni délitelné
CtyFmi).

Najdeme nyni nejmensi ¢islo k = 4¢+1, ¢ = 1, pro které jsou obé ¢isla
2c+ 1 a 3¢+ 1 aplné kvadréty. Z rovnosti 2¢ + 1 = 22 a 3¢+ 1 = y? pro
vhodna celd z,y > 1 plyne 322 — 2y? = 1, takZe x je liché, &islo 2y? pak
pri déleni ¢tyfmi dava zbytek 2, takze i y je liché. Polozme x = 2a + 1,
y = 2b+ 1 (a,b celé kladna) a dosadme do rovnosti 3z2 — 2y? = 1. Po
upravé dostaneme vztah 3a(a+1) = 2b(b+ 1), kam postupné dosazujeme
pfirozena éislaa = 1,2, .... Najdeme tak rychle nejmensi vyhovujicia = 4
a b =05, kterym odpovidaji z =9, y = 11, ¢ = 40 a k = 161.
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