52. ro¢nik matematické olympiady na stfednich Skolach

Kategorie A

In: 52. ro¢nik matematické olympiddy na stfednich skolach. Zprava o feSeni
uloh ze soutéZe konané ve skolnim roce 2002/2003. 44. mezinarodni
matematické olympidda. 15. mezinarodni olympidda v informatice. (Czech).
Praha: Jednota Ceskych matematiki a fyzikd, 2004. pp. 66-96.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/405060

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
delivery and stamped with digital signature within the project
DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/405060
http://dml.cz

Kategorie A

Texty dloh

A-1-1

Posloupnost (z,)52, celych ¢isel s prvnim ¢lenem z; = 1 spliuje pod-
minku
Tn =:i:xn_1 :l::l:l‘l

s vhodnou volbou znamének ,+“ a ,,—“ pro libovolné n > 1, naptiklad

Ty = —T1, T3 = —Tg + X1, Ty = T3 — Ty — X1, ... Pro dané n urcete

v8echny mozné hodnoty z,,. (J. Féldes)
A-1-2

Na pfimce p jsou dany rizné body A, B, C v tomto poradi, kde |AB| =1
a |BC| = h. Uvazujme kruZnice ka, kp, kc, které se dotykaji pfimky p po
fadé v bodech A, B, C. Kruznice k4, kg maji pfitom vnéjsi dotyk v bodé
P a kruznice kg, k¢ vnéjsi dotyk v bodé Q. Urcete vSechny hodnoty
poloméru kruznice kg, pro néz je trojuihelnik BP(Q rovnoramenny.

(J. Zhouf)
A-1-3
Urcete v8echny mozné hodnoty vyrazu
a* +b* +ct
a2b? + a2c2 + 22’
kde a, b, c jsou délky stran trojuhelniku. (P. Kanovsky)

A-1-4

Urcete v8echna pfirozend ¢isla n > 1 takovd, ze v nékteré ciselné sou-
stavé o zdkladu 2 2 5 plati nasledujici kriterium délitelnosti: trojmistné
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Cislo (abc), je délitelné Cislem n, pravé kdyZz je Cislem n délitelné
&islo ¢ + 3b — 4a. (P. Cernek)

A-1-5

V roviné jsou dany tfi rtizné body K, L, M, které v tomto poradi lezi na
primce. V této roviné najdéte mnozinu vSech vrcholi C ¢tverci ABCD
takovych, ze bod K lezi na strané AB, bod L na uhlopfi¢ce BD a bod

M na strang CD. (J. Simsa)
A-1-6
Hraci A a B hraji na desce sloZené ze Sesti poli oéislovanych 1,2,...,6

néasledujici hru. Na zacatku je umisténa na pole s ¢islem 2 figurka a pak
se hazi béznou hraci kostkou. Padne-li ¢islo délitelné t¥emi, posune se
figurka na pole s ¢islem o 1 mens$im, jinak na pole s ¢islem o 1 vét§im. Hra
konéi vitézstvim hrace A resp. B, dostane-li se figurka na pole s ¢islem 1
resp. 6. S jakou pravdépodobnosti zvitézi hra¢ A? (P. Cernek)

A-S-1

Rekneme, 7e tfi navzajem riizna pfirozena &isla tvoii souétovou trojici,
je-li soucet prvnich dvou z nich roven ¢islu tfetimu. Uréete, jaky nejvétsi
pocet souctovych trojic se mize nachazet v mnoziné dvaceti pfirozenych
Cisel. (P. Cernek)

A-S-2
V roviné jsou dany kruZnice k;(S1,71) a ko(S2,72) tak, ze So € ky ary >
> r5. Spolecné tecny obou kruznic se dotykaji kruznice k; v bodech P
a Q. Dokazte, Ze pfimka PQ se dotyka kruznice k. (J. Foldes)
A-S-3

Zjistéte, pro které redlné ¢islo p maji rovnice

3422 -362-p=0,
3 —222 —px+2p=0

spole¢ny kofen. (P. Cernek)
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A-11-1

Najdéte zaklady z vSech ¢iselnych soustav, ve kterych je ¢tyFmistné ¢islo
(1001), délitelné dvojmistnym &islem (41),. (P. Cernek)

A-11-2
Uvnitf strany AB daného ostrothlého trojihelniku ABC zvolte bod S
tak, aby trojihelnik SXY, kde X a Y jsou po rfadé stfedy kruZznic opsa-

nych trojihelnikim ASC a BSC, mél nejmensi mozny obsah.
(P. Cernek)

V oboru reélnych ¢isel feSte soustavu rovnic

log,(y +2) = p,
logy(z + .”l?) =D
log.(z+y)=p

s neznamymi x, y, z a nezdpornym celo¢iselnym parametrem p.

(J. Svrcek)

A-1l1-4

Posloupnost (z,)22; s prvnim ¢lenem z; = 1 spliiuje pro kazdé n > 1
podminku
T, =il 2t 4+ 4!

43

s vhodnou volbou znamének ,+“ a ,—“ v exponentech mocnin.

a) Rozhodnéte, zda néktery ¢len takové posloupnosti musi byt vétsi nez
1000.

b) Zjistéte nejmensi moznou hodnotu ¢lenu 1 9o 00o-

c) Dokazte, ze nerovnost x,, < 4 nemuze platit pro devét ¢lent z,, takové
posloupnosti. (J. Féldes)

A-11-1
V oboru reélnych ¢isel feSte soustavu rovnic
o’ —ay+y? =1,
:c2y + oy = -2.
(J. Féldes)
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A-1lI1-2

Uvnitf stran BC, CA, AB daného trojuhelniku ABC zvolime po fadé
body D, E, F tak, aby se usecky AD, BE, CF protaly v jednom bodé,
ktery oznacime G. Pokud lze ¢tyfahelnikim AFGE, BDGF, CEGD
vepsat kruznice, z nichz kazdé dvé maji vnéjsi dotyk, pak je trojihelnik
ABC rovnostranny. Dokazte. (M. Tancer)

A-1lI1-3

Posloupnost (2,)$2; s prvnim ¢lenem z; = 1 spliuje pro kazdé n > 1
podminku

Tpn=2(n—-1)zp1*t(n—2)zp_ot...£ 2z + 14

s vhodnou volbou znamének ,+“ a ,,—“. Rozhodnéte, zda je mozné, aby
nerovnost z, # 12 platila pouze pro kone¢né mnoho indexi n.
(P. Cernek)
A-Illl-4

V roviné je dan tupy uhel AKS. Sestrojte trojihelnik ABC' tak, aby jeho
strana BC' lezela na pfimce K.S, bod S byl jejim stfedem a bod K jejim
priseéikem s osou protilehlého thlu BAC. (P. Leischner)

A-1I-5

UkaZte, Ze v Ciselné soustavé s libovolnym zékladem z =2 3 existuji
dvojmistna cisla A a B, kterd se liSi jen porfadim svych &islic a maji
tuto vlastnost: kvadratické rovnice 22 — Az + B = 0 m4 v oboru realnych
¢isel dvojnéasobny koren. Dokazte rovnéz, ze pro dany zaklad z je takova
dvojice A, B jedina. Naptiklad v desitkové soustavé (z = 10) to jsou

jediné ¢isla A = 18 a B = 81. (J. Simsa)
A-1ll-6
Je-li soucin kladnych ¢éisel a, b, ¢ roven 1, pak plati
a b ¢
—+-+-2a+b+c
b ¢ a
Dokazte. (P. Kariovsky)
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Regeni tiloh

A-1-1

Vypisme, jaké hodnoty mohou nabyvat prvni ¢leny uvedené posloupnosti.
Dostaneme

=1, zy€{-1,1}, =z3€{-20,2}, =z4€{—4,-20,24},
x5 € {—8,-6,-4,-2,0,2,4,6,8}.

Vsimnéme si, Ze vSechny ¢leny, které jsme vypsali, jsou cela ¢isla. Déle je
ziejmé, Ze pro ¢ > 2 je kazdy ¢len z; sudé ¢islo. (Dalsi pozorovani je, Ze
pokud najdeme posloupnost, pro kterou z; = a pro néjaké ¢islo a a dané
i > 1, tak existuje i posloupnost, pro kterou x; = —a.)

Zjistéme, jakou nejvétsi a jakou nejmensi hodnotu muze nabyvat
¢islo x,, (v zévislosti na n). Ozna¢me a; nejvétsi hodnotu, kterou muze
nabyvat ¢len z;. Protoze posloupnosti délky ¢ spliwujicich dané vlastnosti
je jen koneény pocet, maximum a; existuje a je zfejmé kladné. K ¢islu a;
musi pro kazdé ¢ > 1 existovat posloupnost z1, ..., x;—1, pro kterou plati

a;=xz; 91 %+... .tz S|+ ] Saim + .-+ ar. (1)

Vime, ze a; = 1, as = 1, a3 = 2. Pomoci predchazejicitho vzorce dokazme,
ze a; = 272 pro kazdé i > 1.

Dikaz provedeme matematickou indukei vzhledem k 1.

1. Tvrzeni plati proi =1 (a1 =1) ai =2 (az = 1).

2. Pfedpoklddejme, ze tvrzeni plati pro kazdé k, 2 < k <i—1, a do-
kazme, Ze tvrzeni plati i pro k = i. Z odhadu (1), indukéniho pfedpokladu
a vzorce pro soucet geometrické fady dostaneme

. 2i—2 -1 .
a; La;_1+...+a; =213 4 424141= ﬁ+1:21_2.

Uvazujme posloupnost z; =1 a x; = x;—1 + ...+ 21 pro kazdé ¢ > 1.
V tomto ptipadé bude podle pfedchoziho platit ; = 212, takze a; = 2172
pro kazdé ¢ > 1.

Podobné dokazeme, Ze nejmensi hodnota, jaké muze x, nabyt, je
_2n—2.

Zjistili jsme, Ze pro kazdé n > 1 lezi ¢len z, libovolné uvazované
posloupnosti v mnozing {—2""2 —2"72 4+ 2 —27=2 4 4 ... 272} kte-
rou ozna¢ime M,. Dokazme nakonec, Ze x,, muze pro n > 1 nabyvat
libovolnou hodnotu z mnoziny M,,.
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Volme znaménka nésledujicim zptsobem: z; = x;_1 + ... + 21 pro
i < n. Pro takovou posloupnost plati z; = 2672 pro 1 < i < n. DokaZme,
7e v rovnosti z, = £2" 3 £2""2 4+ . 41+ 1 lze znaménka vybrat tak,
aby se hodnota z,, rovnala libovolné zvolenému ¢islu z mnoziny M,,.

Diikaz provedeme opét matematickou indukci.

1. Tvrzeni plati pron = 2 (-1 = —z; a 1 = 4z, nebot z; = 1)
an=3(-2=-1-1,0=-1+4+1,2=1+1).

2. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro k £ n—1,kde n 2 4. Dokazme
tvrzeni pro k = n. Zvolme libovolné ¢islo a z mnoziny M,,. Dokazeme, ze
existuje takova volba znamének + a —, zea = £2"3+£2" "4+ £141.
Rozeberme dvé moznosti.

1. a 2 0. Protoze a € M,,, je a — 2”3 sudé celé &islo z intervalu
(=2n=3 2n=3) ‘atedy a—2""% € M,,_;. Z indukéntho pfedpokladu plyne,
Ze existuje volba znamének + a — takova, ze a — 2" 3 = £27"4 £ 25 4
+...41+1.Potoma=2"34+2""44£2" 54+  4+141, coz jsme chtéli
dokézat.

2. a < 0. Podobné jako v predchazejicim piipadé dokazeme, Ze a se
di napsat ve tvaru a = =273 £ 274 £ 275 4 +1+1.

Tim jsme dokazali, Ze vSechny hodnoty z,, tvori pravé mnozinu M,,.

A-1-2

Zvolime-li velikost 7 > 0 poloméru kruznice kg, jsou uz tim obé dalsi
kruznice k4, k¢ uréeny. K jejich sestrojeni vyuzijeme zdkladni vlastnosti
teCen kruznic.

Predpokladejme, Ze kruznice k4, kg, ko maji vlastnosti popsané v za-
déani. Oznacéime-li napt. K pruseéik vnitfni spole¢né tecny kruznic k4
a kg (v bodé P jejich vné&jsiho dotyku) s pfimkou p, kterd je spole¢nou
vnéjsi te¢nou vSech tii kruznic, musi byt |KA| = |KP| a |KB| = |KP|
(obr. 22). To znamen4, Ze bod K je stfedem usecky AB a zaroven bod P
lezi na Thaletové kruznici nad primérem AB. Zname-li bod P, snadno
uz sestrojime kruznici k4, o niz vime, Ze se dotyka pfimky p v bodé A.
Analogicky sestrojime kruznici kc¢.

Mame zjistit, pro které hodnoty rp je trojuhelnik BP(@ rovnoramen-
ny. Protoze body dotyku P, @ kruznice kp s obéma sousednimi kruz-
nicemi lezi uvniti opa¢nych polorovin uréenych primkou BSpg, jsou oba
uhly BPQ a BQP ostré (pfislusné stfedové thly jsou mensi nez 180°).
Pokud tedy nédhodou vyjde trojihelnik PBQ tupouhly, mize byt rovno-
ramenny, jen kdyz |BP| = |BQ)|. V takovém ptipadé je ale ze soumérnosti
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ziejmé, ze |AB| = |BC|, tj. h = 1. Trojihelnik BPQ je pak rovnoramenny
pro kazdé rg > 0.

Predpokladejme déle, Zze h # 1. V takovém pripadé miZeme pied-
pokladat, Ze trojihelnik BPQ je ostrouhly (jinak podle pfedchoziho od-
stavce nemuze byt rovnoramenny). Je-li rovnoramenny, je bud |PQ| =
= |BQ)|, anebo |PQ| = |BP)|. Predpokladejme, Ze je napf. |PQ| = |BQ)|
(jak ukdzeme pozdéji, druhy p¥ipad lze FeSit vyuZitim soumérnosti).

Trojihelnik BPQ je soumérny podle spojnice SpSc stfedi obou
kruZnic, kterd prochizi bodem dotyku @ obou kruznic a prisecikem
K teten KB, KP. Oznatme jesté L prusecik spoleéné vnitini teény
kruZnic k¢ a kp s pfimkou p (L je stfed tsecky BC, obr.23) a M
pruselik obou teten KP a LQ (ten je obrazem bodu L v uvedené

Sc
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osové soumérnosti). Trojihelnik K LM je tedy rovnoramenny se stra-
nami |[KL| = |KM| = 1(1+h), |ML| = 2|LQ| = h, jeho obvod je 1+ 2h.
Velikost poloméru rp vepsané kruznice spo¢teme pomoci obsahu: Pro
obsah S trojuhelniku K LM plati

1 [(1+hY  (RY 1
5= I (15 - () = v

a zaroven ,

Odtud vychézi
h

BTt T &

Naopak je-li rg dédno vztahem (1), miZeme sestrojit rovnoramenny
trojahelnik K LM s rameny KL a KM délky 1(1 + h) a zdkladnou ML,
|[ML| = h, pfi¢emz jeho vepsand kruznice kp se bude dotykat ramene
KL v bodé B. Ozna¢me P, @ po fadé body dotyku kruznice kg se stra-
nami KM a LM .Protoze K je stted useCky AB,je |[KA| = |KB| = |KP).
To znamend, Ze kruznice k4 dotykajici se pfimky p v bodé A a pro-
chézejici bodem P se bude dotykat kruznice kg v bodé P. Analogicky
sestrojime i kruznici k¢ dotykajici se pfimky p v bodé C a prochéazejici
bodem Q. Ze soumérnosti trojahelniku K LM podle pfimky K@ plyne,
7e |PQ| = |BQ)|. Tim je prvni pfipad vyFeSen.

V pfipadé rovnosti |PQ| = |BP| miZeme postupovat iplné stejng.
Jednodussi vsak bude, kdyz zménime méritko ptivodniho obrézku v po-
méru 1 : h, takze bude |AB| = b’ = 1/h, |BC| = 1. KdyZ navic proho-
dime oznaleni bodd A a C, tak se z rovnosti |[BP| = |PQ| stane rovnost
|BQ| = |PQ)|. Podle piedchoziho pak pro velikost poloméru r’y = (1/h)rg
dostaneme

% 3
2\/2hl+1 2\/2%+1

17" =rh =
PR

tj.
h
rp = ————. 2
B 9okt k2 @
Anebo jsme mohli fesit tlohu ponékud obecnéji za predpokladu
|AB| = a, |BC| = b, pak bychom misto vztahu (1) dostali
bva? + 2ab

"B= atab) )
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Pro a =1, b = h vyjde za pfedpokladu |PQ| = |BQ| ptvodni vztah (1),
zatimco pro |PQ| = |BP| prohodime oznageni bodt 4, C (a tim i bodd
P, Q) a do vzorce (1') dosadime a = h, b = 1. Dostaneme tak vztah (2).

Zavér: Pro h = 1 je trojuhelnik BP(Q rovnoramenny pro libovolné
rg > 0. Pro h # 1 je trojuhelnik BP(Q rovnoramenny pro rg urcené
vztahem (1) (|[PQ| = |BQ|) nebo pro rp urfené vztahem (2) (|PQ| =
= |BP|).

A-1-3

Nejdrive ukdzeme, Ze Zadnd hodnota zkoumaného vyrazu V neni mensi
nez 1. PouZijeme nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priameé-
rem (z +y 2 2+/2y) pro viechny dvojice kladnych &sel z, y z mnoziny
{a*,b%,c*}:

__at+bt4et 1 (@ )+ B+t (et
a?b? + a%c? + 62?2 2 a?b? 4+ a%c? + b2c? =

s 1 2-(a?? +b%c® +Pa?)

=2  a®b? +a?c? + b2c?

Nyni ukadzeme, Ze kazda hodnota V' je mensi nez 2. Z Heronova vzorce
pro obsah S trojihelnika se stranami a, b, ¢ vime, ze

5% =s(s—a)(s—b)(s—c),
kde s = £(a + b+ c). Po dosazeni za s a roznasobeni dostaneme
0 < 165% = —a* —b* — c* + 2a°b* + 2b°c® + 2c%a®.
Odtud
a* + bt + ¢t

4,34 4 272 2 2 2.2 :
a® +b* +c* <2a°b” + 2b°c” + 2c”a”, tj. PR IR 1 Ed < 2.

Shriime vysledek tivah prvnich dvou odstavci: zjistili jsme, ze V' €
€ (1,2). Ukazme, Ze v8echny hodnoty V zaplni cely interval V € (1,2).
Zvolime libovolnou hodnotu & € (1,2) a najdeme trojtahelnik, pro ktery
méa vyraz V hodnotu k. Uvazujme trojuhelnik se stranami a, 1, 1, ktery
podle trojihelnikové nerovnosti existuje, pravé kdyz 0 < a < 2. Zjistime,
pro které a je V = k, proto vyfeSime rovnici
at+2
2a2+1 F ()
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s neznamou a. Po substituci a> = b dostaneme kvadratickou rovnici b% —
—2kb+ 2 — k = 0 s neznamou b. Jeji diskriminant je roven D = 4k? —
— 4(2 — k) = 4(k? + k — 2). Na to, aby méla rovnice feSeni, musi byt
diskriminant nezaporny, tedy musi platit k2 + k — 2 2 0. Tato nerovnost
je splnéna pro k € (—oo0, —2) U (1,0), tedy i pro uvazované k € (1,2).
Potfebujeme jesté dokazat, Ze zkoumand rovnice mé aspon jeden kofen
b v intervalu (0,4), nebot b = a% a a € (0,2). Viimnéme si, ze pro oba
kofeny b 2 plati

2k £ 2VEk? + k — 2
2

=k+vVk+k-2%
<k+VE+k-2<k+VkZ=2k<4,

pfiéem?Z jsme vyuzili nerovnost k < 2. Na druhé strané pro kofen b; (se
znaménkem + pred v/ D) plati

bh=k+VE2+k—-22k>0.

Tim jsme ukazali, ze 0 < b; < 4. Existuje tedy ¢&islo a = v/b; spliwjici
rovnici (1).

b2 =

Jiné feSeni. Opakovanym dosazovanim délek stran konkrétnich troj-
ahelniktt dojdeme k hypotéze, ze 1 £ V < 2. Dokazujme nejprve dolni
odhad 1 £V, ktery je ekvivalentni s nerovnosti

a?b? +a’ + b <at + b4 +

Je to bikvadratickd nerovnice s proménnou a, takze po substituci a? =t
dostaneme kvadratickou nerovnici

0 <12 —t(b? +c®) +b* + c* — b2t (2)

Jeji diskriminant je D = (b2 + ¢)? — 4(b* + c* — b2c?) = —3(b* + ¢* —
— 2b%c?) = —3(b? — ¢?)? £ 0. ProtoZe navic je koeficient pfi t? na pravé
strané (2) kladny, je nerovnice (2) splnéna pro vSechna redln4 ¢isla b, c
a t. Tim je nerovnost V 2 1 dok4zéna.

Prejdéme k nerovnosti V' < 2. Danou nerovnici pfendsobme kladnym
jmenovatelem, dostaneme

2(a?b? + a%c® + b2c?) > a* + b* + .

75



Je to opét bikvadratickd nerovnice s proménnou a. Po substituci ¢t =
= a? prejde nerovnice do tvaru t2 — 2t(b? + c?) + b* + ¢* — 2b%c% < 0.
Jeji diskriminant je D = 4(b% + ¢?)? — 4(b* + c* — 2b%c?) = 16b%c%.
Protoze koeficient pii t? je kladny, je feSenim této nerovnice interval
ureny nerovnostmi

2(b% + ) —v/D 2(b% 4+ ¢?) — VD
—_— <t < —,
2 2
neboli
(b-c)? <t< (b+c)

Tyto nerovnosti plati, protoze t = a® a |b — c| < a < b+ ¢ podle troja-
helnikovych nerovnosti. Tim je nerovnost V' < 2 dokazéana.

Ze hodnoty V zaplni cely interval (1,2), dokdZeme stejné jako v prv-
nim feSeni.

Jiny dikaz nerovnosti V- < 2. Vyjdéme z trojihelnikové nerovnosti
|a—b| < ¢ < a+b. Po umocnéni na druhou a nésledné apravé dostaneme
—2ab < c? — a® — b% < 2ab, tj. |c? — a® — b?| < 2ab. Po dal$im umocnéni
na druhou dostaneme

ct 4+ b+ a* — 2c%a% — 2¢%6% + 2a%H? < 44?2,
neboli
ct + bt + at < 2c%a? + 2¢%b% + 2a%b2.
Odtud jiz plyne, ze V < 2.

Pozndmky. 1. VSimnéme si, Ze podobné trojuhelniky maji stejnou hod-
notu vyrazu V. Skute¢né, pokud a, b, ¢ jsou strany trojihelniku, jsou ka,
kb, kc pro kazdé redlné k > 0 stranami podobného trojihelniku a plati

(ka)* + (kb)* + (kc)* _oat bt 4t
(ka)2(kb)? + (ka)2(kc)? + (kD)2 (kO)Z — @202 + a2 + 22

To znamené, ze bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze ¢ = 1.
Maéame tedy zkoumat obor hodnot vyrazu

a* + bt +1
a?b? 4 a? + b?

za predpokladu |a — b] < 1 < a + b, coZ zjednoduSuje a zpiehlediiuje
vypocty.
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2. V druhé &4sti FeSeni jsme méli zjistit obor hodnot funkce f(a) =
_at+2
C2a2+1
ze na intervalu (0, 1) nabyva vSechny hodnoty z intervalu (1, 2).

3. Peclivym rozborem uvedenych dikazi zjistime, Ze nerovnost V 2> 1
plati pro vSechna reédlnd ¢isla a, b, ¢, z nichZ asponi dvé jsou nenulova.

. Z¥ejmé f(1) =1 a f(0) = 2. Ze spojitosti funkce f vyplyva,

A-1-4

Protoze (abc), je &slo az?+ bz + ¢, mame zjistit, kdy obecné plati ekviva-
lence: n | c+3b—4a, pravé kdyz n | az? +bz+c. V ni jsou a, b, c libovolné
Cislice pii zdkladu z, tj. ¢isla z mnoziny {0,1,...,z — 1}. Viimnéme si,
7e z — 1 2 4, nebot pfedpokladame, ze z 2 5.

Zvolime-lia = b = ¢ = 1, dostaneme, ze n | 0, pravé kdyz n | 22 +2z+1.
Protoze nula je délitelna kazdym celym €islem, musi platit n | 22 + z + 1.
Zvolime-lia = 1,b =0 a c = 4, dostaneme, ze n | 0, pravé kdyz n | 22 +4.
Podobnou tivahou jako vyse zjistime, Ze n | 22 + 4.

Pokud né&jaké ¢islo déli dvé ¢isla, musi délit i jejich nejvétsi spoleény
délitel, tedy n | nsd(z? + 4, 22 + z + 1). Tento spole¢ny délitel najdeme
pomoci Fukleidova algoritmu:

nsd(z? + 4,22 +2z+1) =
=nsd(2® +4,22 + 2+ 1— (2> +4)) =nsd(z® +4,2-3) =
= nsd(z? +4—2(2 —3),2—3) =nsd(4+ 32,2 - 3) =
nsd(4 + 3z — 3(z — 3),z — 3) = nsd(13,z — 3).

Il

Zjistili jsme, Ze n | 13. Protoze n > 1, je nutné n = 13. M4-li nékteré n
pozadovanou vlastnost, je to nutné ¢islo n = 13.

Dokazme, ze Cislo 13 skute¢né danou vlastnost ma. Odvozenéd nutna
podminka n | nsd(13, z—3) je pro n = 13 splnéna napf. pro z = 16. Dana
ekvivalence ma pak tvar 13 | c+3b—4a, pravé kdyz 13 | a- 162 +b-16+c.
Dokazeme siln&jsi vlastnost, Ze totiz &isla a-162+b-16+ca c+3b—4a
davaji pri déleni tiinacti stejny zbytek, neboli Ze jejich rozdil je délitelny
tFindcti:

(a-162+b-16+c) — (c + 3b — 4a) = 260a + 13b = 13(20 + b).

Uloha mé jediné feSeni n = 13.

Pozndmka. Podobné jako v zavéru feSeni miZeme dokézat, ze uvedené
kritérium délitelnosti pro n = 13 plati i v libovolné ¢iselné soustavé se
zékladem z = 13k + 3.

7



A-1-5

Je-li ABCD libovolny ¢tverec, ktery spliuje podminky tlohy, bude stej-
nym podminkdm vyhovovat i ¢tverec, ktery dostaneme osovou soumér-
nosti podle pfimky M K. Hledanid mnoZina bude tedy osové soumérna
podle této primky a ndm stacéi urcit tu jeji ¢ast, kterd lezi v jedné z obou
polorovin s hrani¢ni pfimkou M K.

Kromé libovolného ¢tverce ABC D, ktery spliiuje podminky tlohy,
uvazujme Ctverec AgBoCoDg s uhloptitkou BoDg = KM (By = K,
Doy = M), pti¢emz vrchol Cy lezi ve stejné poloroviné ohranic¢ené prim-
kou KM jako vrchol C ¢tverce ABCD (obr. 24). (Vrchol Cy zfejmé rov-
néz patii do hledané mnoziny.)

Ci
D M C D M ()
Co C’0
L D
é P
Ao Ao
A K\ B A K\ B
Obr. 24 Obr. 25

ProtoZe trojihelniky K LB a M LD jsou podobné podle véty uu, déli -
bod L uhlopficky obou ¢tverci ve stejném poméru

|BL| : |LD| = |KL| : |LM| = konst.

Velikost thlu LCD (|<LCD| = |xLCyM]|) je urena polohou bodu L na
usefce MK, ma tedy konstantni velikost, takze bod C' lezi na stejném
oblouku « kruznice opsané trojahelniku LCyM nad tétivou LM jako
bod Cj. Navic kruznice opsand trojuhelniku AgK L je shodna s kruznici
opsanou trojuhelniku Co M L, protoZe v jedné z nich je vidét tétivu AgL
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z bodu K pod thlem 45° a v druhé tétivu Co L shodné délky pod stejnym
thlem z bodu M.

Protoze bod M lezi na strané CD, je ziejmé |xLMC| 2 |¥LDC| =
= 45° (pokud M # D, je to vnéjsi ahel trojihelniku DM L, ktery m4 pii
vrcholu D thel 45°). ProtoZe thel LM Cy méfi pravé 45°, lezi bod C na
¢asti oblouku 7 mezi body Cy a M.

Déle si vS§imnéme, ze vrchol D ¢tverce ABCD lezi na oblouku, ze
kterého je vidét isecku LM pod tithlem 45° v poloroviné opa¢né ke K M C.
Sestrojme bod P (obr. 25), ktery lezi na pruseciku piimky AD a kolmice
k pfimce MK v bodé L. Body M, D, L a P lezi na Thaletové kruZnici
s pramérem M P, a protoze | X MPL| = |xMDL| = 45°, je trojuhelnik
M PL rovnoramenny pravouhly. To znamend, ze bod P je jednozna¢né
uréen polohou bodu L na tseéce M K. (Bod P vznikne oto¢enim bodu M
kolem stfedu L o 90°, protoze bod L jako bod thlopticky BD mé od
pfimek CD a DA stejnou vzdélenost, je tedy pfimka DA ve zminéném
otoceni obrazem primky CD; odtud rovnéz plyne rovnost [LM| = |LP|.)

Bod D tudiz musi lezet na oblouku § Thaletovy polokruZznice nad pri-
mérem M P v poloroviné opacné k PM L, zaroven vSak polopfimka DP
(ktera obsahuje vrchol A) nesmi protnout usetku LK. Odtud plyne, Ze
vrchol D miizZe lezet jen v té ¢asti zminéné polokruznice nad primérem
M P, kteréa lezi v poloroviné PK L. Pritom je zfejmé, ze primka PK tuto
polokruznici protne v dalsim bodé rtizném od P, pravé kdyz |[KL| > |LM|
(pro |[KL| = |LM| bude K P te¢nou kruznice nad primérem M P). Ozna-
¢ime-li v takovém pripadé D prisecik K P s polokruznici § a C; prisecik
polopfimky D; M s obloukem 7, je ziejmé, ze vrchol C' padne do ¢asti
CoCy oblouku 7. V opaéném piipadé, tj. pro |K L| £ |[LM|, vyplni ziejmé
vrcholy C' celou ¢ast Co M oblouku 7.

Skutecné. Zvolme libovolny bod C' na ¢asti CoC; oblouku v v prv-
nim pripadé, resp. na CoM v druhém pripadé. Piimka CM protne ob-
louk 6 v bodé, ktery oznacime D. Vrchol A pak sestrojime jako priise-
¢ik polopfimky DP s Thaletovou kruznici nad primérem PK (v prv-
nim pfipadé mame zaruceno, ze bude lezet v poloroviné PK Ay, a ne
v opacné). Protoze jak uz vime, jsou kruZnice opsané trojuhelnikiim
LCyM a LAoK shodné, zjistime snadno z pfislusnych obvodovych thld,
ze | xDAL| = |xDCL]|, takze trojihelniky DAL a DCL jsou shodné, tu-
diz |DA| = |DC|. Protoze poloptimka DL protind usecku M K v bodé L,
protne polopfimka AK polopfimku DL v bodé B za bodem K, pfi¢emz
trojuhelnik DAB je rovnoramenny pravouhly. Je tedy ABCD c&tverec,
ktery spliuje podminky tGlohy.
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Zaver: Hledanou mnozinou vrcholt C ¢tverci ABCD je pro |[ML| <
< |LK| oblouk CyC} kruZnice opsané trojihelniku M LCj a oblouk s nim
osové soumérny podle dané pfimky MK (obr.26), pro |[ML| 2 |LK]| je

Cy

K
Obr. 26

to oblouk CyM stejné kruznice a oblouk s nim osové soumérny podle
pfimky M K (obr.27).

Obr. 27
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A-1-6

Oznaéme p; pravdépodobnost, Zze vyhraje hra¢ A, pric¢emz figurka stoji
na i-tém poli¢ku. Dostaneme soustavu rovnic

_ 1 + 2
P2 = 3 3133,
_ 1 + 2
p3s = 3102 31747
_ 1 + 2
Pa = 3p3 3105,
1
Ds = §P4-

Postupnym dosazovanim z jedné rovnice do druhé dostaneme fFeSeni
P2 = %—? ProtoZe na zadatku stoji figurka na poli¢ku ¢islo 2, je prav-
dépodobnost vyhry hrace A rovna % Podobnym zptsobem sestavime
a vyfeSime systém rovnic pro hrace B a dostaneme tak, ze hra¢ B vy-
hraje s pravdépodobnosti %% Pravdépodobnost remizy je tedy 0. Tim je

tloha vyreSena.

A-S-1

Pro libovolné vybranych dvacet prirozenych cisel
1 <T9<...< Ty

odhadneme, kolik mezi nimi muZze byt souctovych trojic, tedy trojic
{zi,z;,zr} spliyjicich podminky 1 £ i < j <k £ 20 a z; + z; = x,

a to nejprve pii pevném indexu k € {3,4,...,20}. Necht jsou to trojice

{Z4, 50, Tk} {Tia0 @30Tk} - ooy {24, 25,, 21} Pak Lisla
Cllil,le,l‘iz,.’l,‘jm. . .,.'Itip,l'jp

jsou navzajem riiznd a vSechna lezi v mnoziné {z;, s, ..., 251}, takZe

pro jejich pocet 2p plati odhad 2p £ k — 1, odkud p < [1(k — 1)] (kde
[a] znadi celou ¢ast ¢isla a). Proto pocet vSech souctovych trojic nemuize
byt ¢islo vétsi nez soucet

20 E—1
Z[T] =14142+24+343+...49+9=090.
k=3
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Priklad mnoziny M = {1,2,...,20} ukazuje, Ze pocet 90 souctovych tro-
jic je dosazitelny, nebot pifi kazdém k € {3,4,...,20} miiZzeme za &slo ¢
vybrat libovolné &islo z mnoziny {1,2,...,[3(k — 1)]}; odpovidajici celé
¢islo j = k — i pak skute¢né splituje nerovnosti ¢ < j < k, takze {7, j, k}
je souctova trojice lezici v M.

A-S-2

Ze soumérnosti spole¢nych teCen plyne, Zze body dotyku P a @ jsou sou-
mérné sdruzené podle primky S; Ss, takze plati PQ L S;.S;. P¥imka PQ
proto bude tecnou ke kruznici ko, kdyz ukazeme, Ze prusetik K primek
PQ a 5152 lezi na kruznici k2 (obr. 28). Ozna¢me jesté O priisecik obou

P
k1 R
1
T2 k2
oY o)

S1 | K So

Q

Obr. 28

tefen s pfimkou 5152 a R bod dotyku teény PO s kruznici k2. Z podob-
nych pravouhlych trojihelnikd S;OP a S2OR plyne timeéra

rn_ |SiP _150] _ |50 ri

T2 - ]S2R| - |520| - I510| —7‘1’

odkud |5,0| =

TL—T2

Z Eukleidovy véty o odvésné S; P trojuhelniku S;OP proto vyplyva, ze

2
T
i =|S1P]> = |$1K|-|$:0| = |Si K| —

)

L —T2

tudiz |S1K| = rl—rg,aproto |52K| = |5152|-—|51K| = 7‘1—(7‘1—1‘2) =T9.
To znamend, ze bod K skutecné lezi na kruznici k; a dikaz tvrzeni je
hotov.

Jiné feSeni. Oznalme L pruseéik kruznice ko s tseCkou S;Sz, M
patu kolmice spu$téné z bodu S, na usetku S;P a R bod dotyku
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kruZnice ks s tou spole¢nou te¢nou, kterd prochzi bodem P (obr.29).
Protoze S;RPM je pravouhelnik, plati |MP| = |S2R| = rs, a proto

D

Obr. 29

|S1 M| = |S1P|—|MP| =ry —rs. Stejnou délku r; — ro mé rovnéz tsecka
S1L, nebot r1 = |S1S2| a ry = |S2L|. Trojahelniky S; M S, a Sy LP maji
tudiz shodné thly pfi vrcholu S; i pfilehlé strany, jsou proto shodné podle
véty sus. Plati tedy nejen S1 M L So M, ale také S;L L PL. Bod L ale
leZi na kruZnici ke, takze pfimka PL je jeji teCnou, kterd s ohledem na
soumérnost prochdzi rovnéz bodem Q. Dikaz je ukoncen.

Jiné feSeni. Oznacme O prisecik obou tec¢en, K patu kolmice z bodu

P na OS; (vzhledem k soumérnosti obou tefen podle spojnice S;S; je
to pruse¢ik PQ s 0S;) a R patu kolmice z bodu S; na OP (obr. 30).

P
; R
™ 0
S, |[K S,
—0
Obr. 30

Protoze |S1P| = |S152| = 11, je |xS1PS2| = |x5152P|, proto
|%S2PK| = 90° — | %515, P| =
=90° — |<)151P52| = I{SQPRI,
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takze pravouhlé trojihelniky K.SoP a RSP se shoduji v preponé SsP
a prilehlém thlu u vrcholu P. Je tudiz |SoK| = |S2R| a kruZnice se
stfedem Sy a polomérem ry = |SyR| se dotyka spojnice PQ v bodé K.

A-S-3
Levou stranu druhé rovnice upravime na souéin:
23 =222 —pr+2p=2%(x - 2) —p(z — 2) = (z — 2)(z% — p).

Pro spoleény kofen x obou rovnic tedy plati # = 2 nebo 22 = p. V prvnim
pripadé po dosazeni do prvni rovnice dostaneme

23422 -36-2—p=0, neboli p=—60;

ve druhém piipadé mizeme prvni rovnici zjednodusit na tvar 2° — 36z =
= 0, odkud plyne = 0 nebo x = %6, a proto z podminky p = z? vychazi
p = 0 respektive p = 36.

Dodejme, Ze po nalezeni rozkladu levé strany druhé rovnice jsme
mohli vypsat jeji kofeny x1 = 2, 223 = +,/p a po jejich postupném
dosazeni do prvni rovnice uréit hledané hodnoty p = —60,p = 0 a p = 36.

Jiné feSeni. Z prvni rovnice snadno vyjadiime p = x3 + 22 — 36z a do-
sazenim do druhé rovnice dostaneme rovnici (bez parametru p), kterou
musi splhovat spolecny kofen obou puvodnich rovnic:

x% — 222 — (2® + 2® — 362)z + 2(2® + 22 — 362) = 0.

Po tpravé dostaneme rovnici z# — 223 — 3622 4+ 722 = 0, jejiz kofeny

snadno ur¢ime (jsou to totiz celd ¢isla) naptiklad postupnym rozkladem:

zt — 22% — 3622 + 722 = 2[z%(z — 2) — 36(z — 2)] = z(z — 2)(2® — 36) =
=z(z — 2)(x — 6)(z + 6).

Vidime, Ze spoleénym korenem musi byt jedno z ¢isel 1 = 0, 2o = 2,

x3 = 6, x4 = —6. Dosadime-li je do plivodnich rovnic, ihned zjistime

prislusné hodnoty p; jsou to ¢isla 0, —60 a 36 (posledni odpovid4 ob&ma
kofentim z3 4 = £6).

Jiné FeSeni. Spoletné koreny mnohoclent
Pi(z) =2 +22-36x—p, Po(z)=2°-222—pr+2p
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(pokud viibec existuji) jsou kofeny mnohoclenu, ktery je nejvétsim spo-
le¢nym délitelem mnohoc¢lent P; a P,. Najdeme ho Eukleidovym algorit-
mem postupného déleni se zbytkem. V prvnich dvou krocich dostaneme
jako zbytky mnohocleny

Ps(z) = P(z) — Py(z) = 32° + (p — 36)x — 3p,

Puw) = Pio) - (24 252 o) = (-39 (L2202 - ).
V pripadé, kdy p = 36, je algoritmus ukoncen; nejvétsi spolecny délitel
je tehdy roven P3(z) = 3z — 3 - 36 = 3(z — 6)(z + 6), takZe mnohocleny
Py, P, maji dva spole¢né kofeny = = £6. Déle proto predpokladejme, ze
p # 36. Jediny kandidat na spole¢ny koren mnohodlenti P;, P, je koren
mnohoélenu Py, tedy ¢islo z = 3p/(p — 30). Staéi jen zjistit, kdy je toto
¢islo korenem mnohodélenu P3. Protoze

< 3p )_9p(p+60)
*\p-30) ~ (p—302"

maji poZzadovanou vlastnost pouze hodnoty p = 0 a p = —60 (kterym
odpovida spoleény kofen x = 0 respektive = = 2).

A-1l1-1

Protoze v zapisu dvojmistného ¢&isla vystupuje &islice 4, nutné plati z 2 5.
Z rozvinutych zdpist (1001), = 2% + 1 a (41), = 4z + 1 vyplyva, Ze
hleddme praveé ta piirozend z = 5, pro kter je &islo 22 + 1 nasobkem &isla
4z + 1. Pomoci Eukleidova algoritmu najdeme jejich nejvétsi spoleény
délitel. Mizeme postupovat tak, Ze nejprve vydélime oba vyrazy jako
mnohocleny a pak se ,zbavime“ zlomki:
B+l= (if - Zlfz+ )(4z+1) Zi’, /43
4322 +1) = (162% — 42+ 1)(4z + 1) + 63. (1)

ProtozZe ¢isla 4 a 4z + 1 jsou nesoudélnd, vidime odtud, Ze &islo 4z + 1
déli &islo 23 + 1, pravé kdyz déli ¢islo 63, tedy pravé kdyz 4z + 1 €
€ {1,3,7,9,21,63}. Z podminky z = 5 oviem plyne 4z + 1 = 21, tak¥e
4z + 1 = 21 (rovnice 4z + 1 = 63 nema celociselné feseni) a z = 5.
Pozndmka. Rozklad (1) také snadno odhalime, vyuZijeme-li zndmy
vzorec a® + b3 = (a + b)(a® — ab + b?): podle n& mizeme rovnou psat

B +1)= 4322 +1)+63=(42+1)(162%2 — 42+ 1) + 63.
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A-11-2

Vnitini Ghly trojihelniku ABC oznalme jako obvykle a, 3, .
Podle véty o obvodovém a stfedovém thlu v kruZnici opsané troj-
thelniku ASC plati (obr.31) |xSXC| = 2a, tudiz thel pii zdkladné SC

(0]

A5 B

90° —a  90° —

Obr. 31

rovnoramenného trojihelniku SCX ma velikost [xXSC| = 1(180° —
— 2a) = 90° — « (vyuzili jsme pfedpokladu, zZe a je ostry ahel). Analo-
gicky se odvodi rovnost |xY SC| = 90° — 3. Protoze ahly pfi vrcholech
A a C trojuhelniku ASC jsou ostré, je stfed X vnitinim bodem uhlu
ASC,; obdobné je stfed Y vnitfnim bodem thlu BSC'. Proto lze vyjadrit
velikost thlu X SY jako soucet velikosti ihli X.SC a Y SC:

|xXSY|=|xXSC|+|xYSC|=(90° —a) + (90° — B) = ~.

Oznadime-li je§té w = |KASC|, pak pro poloméry kruZnic opsanych
trojuhelnikim ASC a BSC plati vzorce

|AC|

B
. sy|— —1BC___ 18]
2sinw

X|= = =
|5 2sin(180° —w)  2sinw’

které spolu s drive ur¢enou velikosti thlu X .SY vedou k nasledujici za-
vislosti mezi obsahy Ssxy a Sapc trojihelniki SXY a ABC:

_|SX|-|SY]| sin|xXSY| |AC|-|BC|-siny  Sapc

Ssxy = .
2 8sin? w 4sin® w

Odtud plyne nerovnost Ssxy = iS ABC, PTiCemz rovnost nastane, pravé
kdyZ sinw = 1, neboli w = 90°. Obsah trojihelniku SXY je proto
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nejmensi, pravé kdyz je bod S patou vysky z vrcholu C ke strané AB.
(Tato pata je vnitinim bodem strany AB diky podmince, Ze trojihelnik
ABC je ostrothly.)

Jiné feSeni. Stfednd XY obou opsanych kruznic protina spole¢nou
tétivu CS v jejim stfedu Sy a kolmé prameéty Xy, ¥y bodid X, Y na
stranu AB jsou stiedy tsec¢ek AS, SB (obr.32). Je tedy |XoYo| = %|AB|
a pro obsah trojihelniku SXY tudiz plati

1 1
Ssxy = ilXYI 1S0S| 2 §IX0Y0| -1S0S| =
11 1 1 1 1
=_.- . = P e i = -
> 31ABI - 5ICS| 2 7 - 5|AB|-1CCol = {Sasc,
kde CCy je vyska trojuhelniku ABC'. Rovnost v prvni z predchozich dvou

nerovnosti nastane, pravé kdyz XY | AB, tj. pravé kdyz CS L AB,
neboli S = Cy. A préavé tehdy prejde v rovnost i druhé nerovnost.

Obr. 33

Jiné feSeni. Pruseciky C' a S kruZnic opsanych trojahelnikim ASC
a BSC jsou soumérné sdruzené podle prfimky XY, takZze pro velikost
ahlu SXY plati (obr. 33)

1 1
|[XSXY| = 5|xSXC| = 5 - 2xBAC| = |xBAC|,

obdobné | SY X| = |<ABC|. Proto jsou trojihelniky SXY a CAB po-
dobné podle véty uu, takze jejich obsahy Ssxy a Sapc jsou pomoci koe-
ficientu podobnosti k = | X S| : |AC| svazény rovnosti Ssxy = k*Sapc.
Protoze tsecka AC je tétivou kruznice o poloméru |X S|, plati nerov-
nost [AC| £ 2|XS|, neboli k& 2 1; rovnost k = % pfitom nastane,
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jen kdyz je strana AC primérem kruZnice opsané trojihelniku ASC,
coz je ekvivalentni s podminkou C'S L AB. Tim je dokézana nerovnost
Ssxy 2 415' ABc 1 nalezena podminka, kdy nastane rovnost.

A-11-3

Rovnice dané soustavy maji smysl, jen kdyZz jsou ¢&isla z, y, z kladnd
aruznd od 1. Pro takova ¢isla z, y, z (jind dile neuvazujeme) dostdvame
odlogaritmovanim ekvivalentni soustavu rovnic

y+z=2P, z+zx=9y?, z+y=2zP. (1)

Ukazeme nejprve, ze v oboru M = (0,1) U (1,00) je kazdé feSeni
soustavy (1) tvofeno trojici stejnych ¢isel. VyuZijeme k tomu zndmého
poznatku, Ze pro p 2 0 je funkce f(t) = t? na mnoziné kladnych &isel
t neklesajici (pfesné&ji: rostouci pro p > 0 a konstantni pro p = 0). Pri-
pustme naopak, Ze pro nékteré ¥eSeni (z,y, z) plati naptiklad z < y.

Odectenim prvnich dvou rovnic z (1) dostaneme y — z = a? — yP.
Z ptredpokladu = < y ale plyne 2 < yP, takze y — x > 0 a zaroveh
P — yP < 0, coZ je ve sporu s predchozi rovnosti. Podobné odvodime
spor i v pripadé, kdy « > y, a v pripadech, kdy = # z resp. y # 2
(soustava (1) je totiz v nezndmych z, y, z symetrickd).

Soustava (1) se proto redukuje na rovnici z + z = zP, kterou mame
fesit v oboru M = (0,1) U (1,00). Protoze  # 0, dostdvame po dé&leni
&slem z ekvivalentni rovnici 2 = 2P~!. Tato rovnice nemd feSeni pro
p =1, pro p = 0 mé jediné feSeni z = %, pro pfirozené p 2 2 mé jediné
feSeni z = 25-1, které lze pro p > 3 zapsat jako ¢ = V2. (Cisla $
i 27T zfejmé nélezeji do M.)

Odpovéd. Dand soustava mé pro p = 0 jediné feSeni z =y = z =
pro p = 1 nem4 feSeni, pro pfirozené p = 2 mé jediné fefeni z =y = 2

1
= 2p-1,

N[

Il

A-1l1-4
Uvodem si viimneme, Ze v diisledku rovnosti z; = 1 plati
Ty = a:itl =1 =1

(1)

zs3 :xgzl +$i§:1 — 1:!:1 +1:!:1 =92.

Protoze pro kazdé x > 0 jsou obé ¢&isla x7!, 27! kladna, plyne od-
tud snadno matematickou indukeci, Ze nerovnost z,, = 1 je splnéna pro
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kazdé n. Je-li z > 1, pak oviem 0 < 7! < 2!, a proto pro kazdé n > 4
plati odhady

Sz, S14142424+ ...+ 201, (2)

1 1
I+1+-4+—+... 4
2 Ty

Tn—-1
které vyuzijeme ve vSech tfech Castech resSeni.

a) Dokézeme (sporem), Ze existuje k, pro néz x, > 103. Pfipustme
naopak, Ze pro kazdé k plati opa¢na nerovnost z, < 103. Z levé nerovnosti
v (2) pak pro kazdé n > 4 plyne odhad

fn =

5
+107°4+107° 4. +107% =2 + (n~4) - 107%,

(n—4) krat

N | Ut

Odtud ale vyplyva, ze z,, > 103 pro kazdé n > 10° + 4, coz je spor.

b) Dokézeme nejprve, ze z pravych nerovnosti v (2) vyplyva odhad
x, £ 2"°2 pro kazdé n = 2. VyuZijeme indukci: pron = 2ipron =3
plati podle (1) rovnost x, = 2"2; necht n > 4 a necht pro vSechna
ke {2,3,...,n— 1} plati zx < 2*¥~2, potom z (2) dostavame

T S14+(14+2+224+... +2" ) =14+(2"2-1)=2""2

Tim je dikaz indukei ukoncen.
Dosadime-li odhady z, < 2"~2 do levé nerovnosti v (2), vyjde ndm
pro hodnotu z,¢s dolni odhad

1 1 1

1
z10622+§+2—2+...+2106_3 =3—2105_3-

To spolu s prikladem vyhovujici posloupnosti

Ty =Tp_1 +Tpn2+...+71 (n€{2,3,...,10° —1}),

_ -1 -1 -1 -1
T106 = Tyge_q T Tyge_o +-- -+ 2o +27 7,

ve které z, = 2"~2 pro kazdé n € {2,3,...,105 — 1} a ;0o = 3 — 23-10°)
ukazuje, 7e nejmensi mozna hodnota &lenu z,06 je rovna 3 — 23-10°,

c) Predpokladejme, Ze nerovnost z, < 4 plati kromé t¥i hodnot n €
€ {1,2,3} jesté pro nékterd dalsi n, kterd ozna¢ime ng4,ns,ng, ... tak,
7e 4 S ny < ns <ng < ... (zatim je§té nevime, zda jde o kone¢nou ¢&i
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nekonecnou posloupnost). Ukazme, Ze pro kazdé takové ny jsou ve vSech
exponentech prislu$né rovnosti

Top =1+1+2% 4 of! 42 4 42!

nk—l

vybrana znaménka ,minus“. Pro mocninu 2*! je to ziejmé, nebot z,,, <
< 4; z téze nerovnosti dale plyne, Ze znaménko v exponentu kterékoli
mocniny a:jil (4 £ j £ ng — 1) musi byt vybréno tak, aby platilo
5 3
+1
T <4—=-=-.
J 2 2
Tato nerovnost vSak muZe byt splnéna pouze se znaménkem ,minus",
nebot podle (2) mdme z; 2 5/2. Tim je tvrzeni o vybéru znamének
dokazano. Porovnanim dvou za sebou jdoucich rovnosti

5 1 1 1
Ty = ot —+—+...+ :

2 x4 s Ty —1
g = o Ly L
T2 T my x5 Tngml Ta Tyt

dostaneme pro vSechna k 2 4 nerovnosti

znk+1 g .’Enk + )
Nk

které s pfihlédnutim k tomu, ze funkce f(t) = ¢t + 1/t je na intervalu
t € (1,00) rostouci a Ze z,, = 2,5, vedou postupné k odhadtim
Tns 2 f(2,5) =29, Tng 2 f(2,9) > 3,24, zn, > (3,24) > 3,54,
Tng > f(3,54) > 3,82, n, = f(3,82) > 4,08.

Posledni nerovnost je ale ve sporu s podminkou z,, < 4 urcujici vybér
indextd ng. Proto nerovnost z, < 4 nemiize platit pro devét indexu n.

A-1ll-1

Protoze druhou rovnici miZeme upravit na tvar zy(z+y) = —2, upravme
podobné i prvni rovnici: (z +y)? —3zy = 7. Proé&islas =z +y, p = 2y
tak dostavame ekvivalentni soustavu

s2-3p=1,

o s (1)
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kterd po vyjadfeni p = —2/s (zfejmé nemize byt s = 0) z druhé rovnice
vede na kubickou rovnici s> — 7s + 6 = 0. Ta m4 celo&iselné koteny
s1 = 1, 89 = 2 a s3 = —3. Nalezenym hodnotdm s odpovidaji tyto
hodnoty sou¢inu p = zy: p1 = -2, p2 = —1, p3 = % Cisla z, y tvofi
dvojici kotenti kvadratické rovnice t? — st + p = 0, takZe se jedné o jednu
z rovnic

2-t-2=0, t2-2t-1=0, t2+3t+_§_:0'

Jejich fesenim dostaneme (vSech) Sest feSeni dané soustavy:

oy} ={-1,2}, {o.y}={1+V21-3},

{z,y} = {_92\/5_7, _9_6\/5}-

A-11-2

Predpoklddejme, Zze zminéné Etyiuhelniky maji uvedenou vlastnost. Ze
soumérnosti teCen z daného bodu k dané kruznici vyplyva, ze strany
trojuhelniku ABC' jsou rozdéleny body D, E, F' a body dotyku kruz-
nic vepsanych uvazovanym ¢tyfuhelnikiim na tseky délek, jez oznaime
podle obr. 34. Jsou na ném rovnéz vyznaceny body P, QQ, R vzijemného
dotyku zminénych kruznic. Nasim cilem je dokazat rovnosti z = y = 2
aa=b=c.

A @ 2 F z b B
Obr. 34

Pro tGseky tecen z bodu A ke kruznicim pfi strané BC plati rovnosti
a+ 2z = |AP| = a + 2y, odkud ihned plyne y = z; z diivodid symetrie
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tudiz skutecné plati z = y = z. (VSude déle budeme psit z namisto y
a z.) V& imnéme si nyni trojihelniki AEG a AFG. Maji spole¢nou stranu
AG a shodné strany AF a AE (délky a+ ). Také jejich tfeti strany EG
a F'G jsou shodné:

|EG| = |[EQ| + |QG| = ¢ + |RG| = |FR| + |RG| = |FG]|.

Proto AAEG ~ AAFG podle véty sss, tudiz thly BAD a CAD jsou
shodné a polopiimka AD je osou thlu BAC'. Jak vime, osa thlu trojuhel-
niku protind protéjsi stranu v poméru délek prilehlych stran. V naSem
pripadé to znamena, ze

a+2x+b btz
a+2zx+c cH+z’

Snadnou tpravou dostaneme rovnost (b —c)(a + z) = 0, ze které vidime,
ze b = c. Z dlivodi symetrie tudiz plati a = b = ¢ a cely dikaz je hotov.

Jiné feSeni. Oznacme S, Sy, S3 stfedy vepsanych kruZnic (obr. 34).
Stejné jako v predchozim feSeni si nejprve vSimneme, ze plati z =y = z
a ze trojihelniky AEG a AFG jsou shodné. K tomu jsme vyuzili rovnost
|GQ| = |GR|, ze které plyne, Ze podle véty sss jsou shodné i trojihelniky
S1QG a S1RG. Jelikoz R € 5152 a Q € 5153, ze soumérnosti podle osy
AD nyni plyne, ze primky AB a S;S> sviraji stejny thel jako pfimky AC
a 51953, a protoze kolmé priaméty usecek S1.5; a S1S3 na odpovidajici
piimky AB, resp. AC jsou shodné (maji délku 2z), je |S1Sz2| = |S153].
Analogicky |S1S2| = |S2Ss]|, takze trojahelnik S;.52S3 je rovnostranny.
Odtud pro poloméry ry, ro a r3 vepsanych kruznic plyne r; + 7o = ry +
+r3 = r3 + 71, neboli r; = ro = r3. Kruznice jsou tedy shodné, takze je
AB || 5182, BC || S2S5 a CA || S351 a trojihelnik ABC je rovnostranny.

Poznamka. K dokonceni predchoziho dikazu miZeme tvahu o dél-
kach tsefek S;S; nahradit Gvahou o tzv. orientovanych tuhlech mezi
piimkami. Orientovany thel (p,q) piimek p, ¢ (v tomto poradi) je thel,
o ktery musime v kladném sméru otocit primku ¢, aby byla rovno-
b&zna s primkou p. Pifitom (p,q) = (g,p), pravé kdyz (p,q) je néso-
bek 90°. Ze soumérnosti podle os AD, BE a CF tak postupné dosté-
vame <5153,AC’) = (AB,5152> = <S2S3,BC) = <AC,Sl.S'3> Protoze
obé odpovidajici kruznice se stfedy Sp, S3 maji spoletnou tecnu AC
a lezi v téze poloroviné urcené primkou AC, znamena to, ze S;.53 a AC
jsou rovnobézné.
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A-1l1-3

Pokud se ndm podafi sestavit podle daného pravidla (k + 3)-¢lennou
posloupnost

z1 =1, 3, T3, ..., Tk1, Tk = Th41 = Thy2 = Tp43 = 12,

muZzeme v8echny néasledujici ¢leny zy44, Tk+s5, Tk+6, - - - definovat tak, aby
se rovnéz rovnaly ¢islu 12. Skutecné, s ohledem na matematickou indukci
sta¢i ukéazat, jak s vytcenym cilem vybrat znaménka v rovnosti urcujici
¢len xk4y4. Polozme

Thpa = +12(k +3) —12(k+2) — 12(k+ 1) + 12k +
(k- 1Dzg—1 £ (k—2)zp_2 £ ... L2y,

pfitom znaménka v druhém radku vybereme presné takovéa, jakd byla
v sou¢tu uréujicim ¢len z, = 12. Pak se soucet v druhém fadku rovna 12,
takze vychazi

Trya = 12(k+3) — 12(k +2) — 12(k+ 1) + 12k + 12 = 12.
Vhodny priklad pro k = 8 vypada takto: 1 = zo = 23 =1,

T4=3-2+1=2,

75 =4-2-3-2+1=4,

T6=54-4-2-3-2-1=6,

27 =6-6-5-4—4.24+43—-2+1 =10,

25 =7-10—6-6—-5-4—4-2+3+2+1=12,

2o =8-12—-7-10—6-6+5-4+4-2-3-2—-1=12,
210=9-12-8-12—7-10+6-6+5-4+4-2+3+2+1 =12,

217 =10-124+9-12-8-12-7-10-6-6—5-4+4-2—3+2—1=12.

Dokézali jsme, ze jedna z uvazovanych posloupnosti ma pouze prvnich
sedm ¢lent ruznych od ¢isla 12.

A-1l1-4

Rozbor. Predpokladejme, zZe trojihelnik ABC ma vSechny pozadované
vlastnosti a ozna¢me D prisec¢ik kruznice k opsané trojuhelniku ABC
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s polopfimkou opacnou k rameni KA daného thlu AKS (obr.35). Po-
lopfimka AD puli thel BAC, proto jsou thly BAD a CAD shodné,
tudiz jsou shodné i tétivy BD a CD kruZnice k. Bod S je proto stfedem
zdkladny BC' rovnoramenného trojihelniku BC D, takze tthel BSD je
pravy. To znamend, ze bod D lezi na primce p, kterd prochézi bodem S
kolmo k danému rameni KS. Stfed O kruznice k lezi jednak na pfimce p
(ose tétivy BC), jednak na piimce o, kterd je osou tétivy AD.

k A
)7~
o1~~/,

S
N
D
p
Obr. 35

Konstrukce. Pro dany thel AK S nejprve prolozime bodem S primku p
kolmou k rameni K S. Pak sestrojime prusecik D primky p s polopfimkou
opacnou k rameni K A. Déle sestrojime osu o tsecky AD a jeji prusecik
s pfimkou p oznac¢ime O. Konec¢né sestrojime kruznici k se stfedem O
a polomérem r = |OA| (= |OD|) a jeji priseéiky s pfimkou KS ozna-
¢ime B a C.

Diikaz konstrukce. Ukazeme, ze sestrojeny trojuhelnik ABC mé
vSechny pozadované vlastnosti. Z posledniho kroku konstrukce plyne,
ze body B, C lezi na pfimce KS a ze bod S je stfedem usecky BC.
Protoze na pfimce p, ose tseCky BC, lezi i bod D, plati |BD| = |CD|,
a proto |XxBAD| = |xCAD| (nebot vSechny body A, B, C, D lezi na
kruZnici k.) Polopfimka AD je tedy osou thlu BAC a bod K je jeji
prusecik s tseckou BC.

Diskuse. Vysvétlime, pro¢ pro dany tupy thel AKS je hledany troj-
Ghelnik ABC jediny (nepfihlizime-li k moznosti zaménit oznaceni vr-
choli B a C). Protoze je ihel AK S tupy, bod D z nasi konstrukce z¥ejmé
existuje a primky p a o jsou riznobézné, takze i bod O je urlen jedno-
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znacné. Zbyva zdavodnit, pro¢ kruznice k protne pfimku KS ve dvou
bodech. Protoze bod K je vnitinim bodem zakladny AD rovnoramen-
ného trojuhelniku ADO, plati |OK| < |OA| = |OD| = r, tudiz bod K
lezi ve vnitifni oblasti kruznice k a pfimka KS je nutné jeji sefnou.

A-Il1-5
Hledana dvoumistné ¢isla A, B maji tvar A = az+ba B = bz+a, kde a,
b jsou jejich (nenulove!) Cislice, takze a,b € {1,2,...,z—1}. Kvadraticka

rovnice z textu tlohy mé dvojnasobny kofen zg, pravé kdyz plati 2z¢ =
= A a 23 = B. Z téchto rovnosti plyne, ze &islo ¢ je kladné a celé.
Vzhledem k nerovnosti 23 = B < 2% (B je totiz dvojmistné, zatimco 22
je trojmistné) navic plati g < z, odkud A = 2z < 2z, takze ¢islo A
ma jako prvni éislici jednicku. Plati tedy @ = 1 a z rovnosti 2zo = 2z + b
a 3 = bz + 1 vyloucenim z¢ dostaneme pro &slici b kvadratickou rovnici
(b—2)? = 4 s dvéma kofeny by = z—2 a by = z+ 2. Za &islici b Ize oviem
vzit pouze prvni z nich, takze nutné b = z — 2.

Dokézali jsme, ze Cisla A, B museji byt tvaru A = z+ (2 —2) =22 -2
aB=(z-2)z+1=(z—1)?% v soustavé o zakladé z tedy maji zapisy
A = 1(z—2) a B = (z—2)1. Provedeme jesté zkousku: kvadraticka
rovnice 72 — (2z — 2)z + (2 — 1) = 0 mé4 skute¢né dvojnasobny kofen
xo = z — 1, nebot jeji leva strana je rovna (z — z + 1)2.

Pozndmka. Klicovou rovnost a = 1 lze odvodit i bez tvahy o dvoj-
néasobném kofenu xo zkoumané rovnice, kdyz zapiSseme podminku, Ze jeji
diskriminant A% — 4B je roven nule:

0=A?—-4B = (az + b)? — 4(bz + a) = b* + 22(a — 2)b + a(az® — 4).

Posledni vyraz mitize mit nulovou hodnotu, jen kdyz je ¢initel a — 2 z4-
porny, nebot b > 1,a 2 1,z = 3 a az’> —4 2 32 —4 = 5. Z nerov-
nosti a — 2 < 0 jiz ovSem plyne a = 1. Pro takové a dostdvame rovnici
0 =b% — 22b+ (22 — 4) a zavér je stejny jako v uvedeném Fedeni.

A-1lI1-6

K danym kladnym ¢islim a, b, ¢ spliiujicim podminku abc = 1 zapiSeme
AG-nerovnost pro trojici ¢isel a/b, a/ba b/c:

Lfa a bYsafa ab_sja® o/a
3\b b ¢)=Vb b c Vobc Vabe
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Plati tedy odhad
2a b

— 4 — 2>
3% 3=
Ze stejného divodu plati i odhady
2b ¢ 2c a
—+—2b —+ = 2c
3 t3.5° ? 3 Tgp=C
Sec¢tenim téchto tfi odhadt dostaneme dokazovanou nerovnost.

Jiné teSeni. Plati-li pro kladna ¢isla a, b, ¢ rovnost abc = 1, pak
max{a,b,c} 2 1 a min{a,b,c} < 1. ProtoZze dokazovana nerovnost se
nezméni, zaménime-li trojici (a, b, ¢) trojici (b, ¢, a) nebo trojici (c, a, b),
budeme predpokladat, ze ¢isla a a ¢ jsou z trojice (a, b, c) nejmensi a nej-
vétsi (v nékterém poradi), takze plati

(a-1)1-¢c)20. 1)

Do dokazované nerovnosti dosadime ¢ = a~1b~! a provedeme nékolik

ekvivalentnich dprav:
ab ™' +ab® +a ' 2a+b+a bl /-a%
a® +a®® +1 2 a®b+ a?b® + a,
a®b® —a?b? —aPb+a®—a+120,

A= —b+1)+ (a® —a®)b?* - (a—1) 20,

a®(b—1)%(b+ 1)+ (a—1)(ab—1)(ab+1) 2 0.
Posledni nerovnost plati, nebot (a — 1)(ab — 1) = (a — 1)(ab — abc) =
= ab(a — 1)(1 — ¢) a takovy souéin je podle (1) nezéporny.

Jiné feseni. Pro libovolna kladn4 ¢isla A, B, C jsou trojice (4%, B2, C?)
a (A, B, C) takzvané souhlasné uspoiddané, tudiz plati nerovnost

A2 . A+B?.B+C*.C2A*. B+B*.C+C?- A (2)
DokaZme (2) bezprostfedné: ipravou dostavime nerovnost
(A-C)*(A+C)+(B-0C)(B*- A% 20,

kterd zfejmé plati, pokud B = max{A, B,C}, ¢ehoz lze vzdy dosdhnout
cyklickou permutaci dané trojice cisel.

Zvolime-li v dokdzané nerovnosti (2) hodnoty A = {/a/b, B = /b/c
a C = {/c/a, obdrzime nerovnost

a b ¢ sf/a® 5/b%  /c?
— — - > — — .
b+c+a: bc+ ca+ ab’

ze které za predpokladu abc = 1 jiz plyne dokazovand nerovnost.
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