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Kategorie Z

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

Z-P-1

Nejmens{ pfirozené Cislo x, pro které je 1260x tieti moc-
ninou pfirozeného Cisla, je

a) 1470, b) 12602, c) 7350 .
Rozhodnéte, ktera z odpovédi a), b), c) je spravna.
Reseni: PouZijeme vyjadfeni ptirozeného ¢&isla jako sou-
¢inu prvoliniteld. Plati:
1260x = 2%.32.5.7.x%

Nejmensi pfirozené Cislo tvaru 1260x, které je tieti
mocninou pfirozeného &isla, je 23.33.5%. 73, Nejmensi
takové x je tedy

x =2.3.52.72 = 7350.
Sprdvni je odpovéd c).
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Z-P-2

Na desce, na niZ je narysovan pravidelny desetiihelnfk,
jehoz vrchol je oznacen 0, hraji dva hraci tuto hru:

Na vrchol 0 si nejprve postavi spoleCnou jednu figurku
a pak ji stfidavé premistuji podle vlastni volby bud o 3,
nebo o 4, nebo o 5 vrchold ve sméru otdceni hodinovych
rucicek. Vyhraje hral, ktery prvni opét umisti figurku na
vrchol 0.

Popiste, jak ma postupovat hrac, ktery zalind, aby vy-
hral nejpozdéji svym tietim tahem.

Reseni: Vrcholy desetitihelniku oznaéme 0, 1, 2,...,9
ve sméru otaceni hodinovych rucicek. Téhne-li v pribéhu
hry néktery hrac na nékteré z poli 5, 6, 7, protihra¢ muze
z kaZdého z téchto poli dalSim tahem dosdhnout 0 a vy-
hrava. Tahne-li v prabéhu hry hra¢ na pole 2, vyhraje
svym nésledujicim tahem, nebot protihra¢ se odtud nutné
dostane na nékteré z poli 5, 6, 7. Tdhne-li hra¢ na jiné
pole (rizné od 0) nez 2, pfi vhodné odpovédi protihrace
nevyhraje svym nasledujicim tahem.

Hréce oznaCme 4, B. A4 zalina a svym prvnim tahem se
muZe dostat na pole 3, 4 nebo 5.

I. Zahgji-li A tahem na 3, dostane se B dal$im tahem na
6, 7 nebo 8. V prvnich dvou pfipadech A4 vyhrdvd svym
druhym tahem. V tfetim pfipadé se 4 svym druhym tahem
muZe dostat na 2 a vyhrat svym tfetim tahem.
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II. Zah4ji-li A tahem na 4, dostane se B dalSim tahem na
7, 8 nebo 9. V prvnim pripadé A vyhrava svym druhym
tahem. V druhém i tfetim pifipad¢ se A svym druhym
tahem miZe dostat na 2 a vyhrat svym tfetim tahem.

III. Zahaji-li A tahem na 5, umoZni hri¢i B vyhrat jeho
prvnim tahem.

Existuji tedy pravé dva postupy, které hraci 4 zarucuji
vyhru nejpozdéji jeho tfetim tahem. Jsou popsiny v I.
a II. Pravidla, jimiZ se hra¢ A ridi, muZeme jednoduse
vyjadfit tabulkou doporucujici mu, jak tdhnout:

2 pole o s le|7]8]09
na pole 13,4‘ 0| o 2

(Ridi-li se A t&mito pravidly, nedostane se pti Z4dném
postupu protihrace do situace, kdy by mél tdhnout z né-
kterého z poli 1, 2, 3, 4.)

Z-P-3

Je dén trojahelnik ABC. Ozname § stied strany AB.
Dokazte, Ze

1
|ICS| < el (l4C| + |BC|).
Reseni: Trojuhelnik doplnime soumérnosti podle stfedu

S na rovnobéznik ADBC (obr. 1). Pro A\ ADC plati troj-
uhelnfkova nerovnost

ICD| < |AC| + |4D].

35



A \ / S /// 8
Y / -
\ / r
\ -
\ e
\ // -
L1
v
D Obr. 1

Dosadime-li do této nerovnosti |CD| = 2|CS| a |4AD| =
= |BC|, dostaneme dokazovanou nerovnost.

Z-P-4

V rovnostranném trojihelniku 4BC oznalime S pru-
seCik pfimek AK a CM, kde M je stied strany AB a K
stfed strany BC. Dile oznacime P stfed tsecky AS a Q
stfed usecky BS.

a) Dokazte, Ze Ctyfuhelnik PKQM je rovnoramenny

lichobéZnik.

b) Vypoltéte, jakou Casti obsahu /A ABC je obsah

lichobézniku PKQM.

Re¥eni: Ctytihelnik PKQOM (obr. 2) se skladd ze ti
shodnych rovnostrannych trojuhelnika SPM, SMQ, SQK,
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A M 8 oObr.2

1
jejichZ strany maji délku 3 kde v je vySka a zaroven
téZnice /\ ABC. Je totiz zfejmé, Ze |SP| = |SM| = |SQ| =
= |SK| ::%-v a << PSM= < MSQ = ¢ QSK = 60°,

tj. také [PM| = |MQ| = |QK]| = % v. Trojthelniky APM,

PSM maji shodné strany |4P| = |PS| a spole¢nou vysku
z vrcholu M. Proto plati pro jejich obsahy

N APM = A PSM.
Z obdobnych davodu plati
AMBQ = AN SMQ, A BQK = A SQOK.
Trojuhelnik ABK se tedy skldda ze 6 trojuhelnika téhoZ
obsahu; kazdy z nich m4 za obsah -flé' obsahu /A ABC.

Lichobéznik PKQM se sklada ze tii téchto trojahelniki,
je tedy 1
PKOM = 2 A ABC.
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SOUTEZNI ULOHY I. KOLA

Z-1-1

Najdéte pfirozena Cisla x, y tak, aby platilo
28x4 = 7593
a aby Cislo x bylo nejmensi moZné.

Reseni: Pouzijeme vyjadfeni pfirozeného &fsla jako sou-
¢inu prvociniteld. Prava i leva strana dané rovnice je déli-
telna prvolisly 2, 3, 5, 7; ma-li byt Cislo x co nejmensi,
nesmi se ve vyjadfeni Cisel x, y vyskytovat jako Cinitel
Zadné jiné prvocislo. Kazdé z prvodisel 2, 3, 5, 7 je prvo-
Cinitelem cisel x, y, je tedy

x = 203b5¢7d, y = 2°3f5"7°
Tento zapis rika, Ze napf. Cislo x méd a prvociniteld 2,
b prvocinitelt 3 atd. Z dané rovnice plyne podle zndmych
vzorcd pro pocitani s mocninami

22,7, 24a34b54c74d — 3 52 23*336537739
neboli

da+2 134b &dc 7T4d+1 _ 93% 33B+1 K/3Y+2 738
2 . 340 5tc 7 2% .3 .5 LT

ProtoZe vyjadieni je jednoznaéné, dostaneme porovnanim
exponentd

da+2 =30, =3+ 1, 4c=3y+ 2, 4d+ 1 =30
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RozfeSme prvni z téchto rovnic. Cislo a musi byt co
nejmensi kladné Cislo. Zkusme a = 154a + 2 = 6, o = 2.
Podobné zkusime b = 1, vyjde f = 1; ¢ = 1 nevyhovuje,
ale pro ¢ = 2 dostaneme y = 2. Nevyhovuje ani d = 1,
pro d = 2 dostaneme 6 = 3. Mdme tedy feSeni:

a 1 b ‘ c ’ d I o }
1|1

Hledana ¢isla jsou x = 2.3.5%.7%2 = 7350, y = 22,
.3.5%.73 = 102900. Zkouska potvrdi spravnost re$eni.

p
1

Z-1-2

Na obr. 3 je zndzornén hraci plén ,,podkovy*, hry fran-
couzskych déti. Obsahuje pét poli oznacenych Cisly 1 aZ 5.

4 1 Obr. 3
Sousedni pole se nazyvaji dvé pole spojend tiseCkou nebo
obloukem. Hru hraji dva hréci, éerveny (C) a modry (M),

z nichZ kaZdy ma dva kameny své barvy.
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Pocatecni postaveni zaujmou tak, Ze stfidavé kladou po
jednom kameni své barvy na pole 1 aZ 5; jedno ziistane
volné. Pfi samotné hre tédhnou hraci stfidavé vZdy jednim
kamenem své barvy na sousedni volné pole. Vyhrava hrac,
ktery znemoZni protivnikovi dalsi tah.

a) Kolik pocate¢nich postaveni ma hra ,,podkova®?

b) Najdéte vSechna postaveni, z nichZz modry nemutZe

dale tahnout.

c) Je dano postaveni C 1,4; M 3,5, Cerveny tihne.

Zapiste dalsi prabéh hry, jestlize Cerveny vyhral svym
tfetim tahem.

Reseni:

a) Nejdfive obsadime dvé z poli 1 aZ 5 Cervenymi kameny.
To je mozné 10 zpusoby: 1,2; 1,3; 1,4; 1,5; 2,3; 2,4;
2,5; 3,4; 3,5; 4,5. Ke kazdé z uvedenych 10 dvojic lze
pfidat na zbyla tfi pole dvojici modrych kament tfemi
zpusoby.

Pocatecnich postaveni je tedy 10.3 = 30.

b) Probereme-li vSech 10 moZnosti rozestaveni modrych
kament, podafi se ndim Cervené kameny umistit tak, aby
zablokovaly modré, jen ve dvou pfipadech. Budou to po-
staveni C 3,5, M 1,2 a C 2,5, M 3,4.

c) Zapis prubéhu hry je tfeba tento:

Cerveny modry
1,4 3,5

tdhne C  (nutny tah)
2,4 3,5

tdhne M (nutny tah)
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2,4 1,3
tihne C (2,5, 1,3 nevede k cili)

4,5 1,3
tahne M (udélal chybu)

4,5 1,2
tdhne C

3,5 1,2

Modry nemuzZe pokracovat, Cerveny vyhrava.

Z-1-3

V roviné je ddna useCka 4AB. VySetfete mnoZinu vrchold
C vsech trojuhelnikt ABC, pro jejichZ vnitfnf Ghly plati

x=p >y

Reseni: Porovnani vnitfnich Ghli trojahelniku lze pre-
vést na porovnani jeho stran a obracené. Pritom pouZzivime
dvé véty:

Pro vnitini Ghly «, § trojuhelniku ABC plati rovnost
o = B, pravé kdyz plati pro protéjsi strany rovnost | BC | =
= |AC|aa >f<|BC| >|AC|.

V nasi aloze jsou dané podminky pro uhly ekvivalentni
s podminkami pro strany

|BC|=|AC|>|4B]|.
Sestrojime tedy osu tseCky AB a kruZnici k se stfedem A4
a polomérem | AB | (obr. 4). Hledand mnoZina je vySrafo-
vana Cast roviny; patfi k ni silné vytaZena cast pfimky o,
nepatii k ni ¢arkovany oblouk kruZnice &, ani body P, Q,
ani body primky 4B.
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Obr. 5

Jsou dany dva razné body P, Q. Sestrojte ¢tverec K,
ktery obsahuje body P, Q a méd nejmen$i moZny obsah.

Reseni: Ctverec K je Ctverec, ktery ma uselku PQ
za svou uhlopficku. Obsah ¢tverce s thlopfickou PQ je
roven %[PQIz. Uvazujme Ctverec, ktery obsahuje body
P, Q a pfitom PQ neni jeho uhlopritka. DokaZeme-li,
e délka jeho uhlopficky u je pak vétsi nez |PQ |, budeme
hotovi, nebot jeho obsah é—uz bude pak v&tsi nei%|PQ[2.
Necht je tedy « délka uhlopficky a a délka strany Ctverce,

ktery obsahuje body P, Q,a necht usecka PQ neni jeho thlo-
ptickou. Je-li usecka PQ rovnobéZna s nékterou stranou

&verce, je [PQ| < a < a]/2 = u. Neni-li tsetka PQ
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r

a
Obr. 5

rovnobéZzna se stranou ctverce, doplnime ji na pravouthly
trojihelnik s odvésnami rovnobé&Znymi se stranami Ctverce
(obr. 5). Pro délky odvésen r, s plati r < a, s = a, pfiCemZ
alesponi jedna nerovnost je ostra (pokud by r = a =5,
byla by tsecka PQ uhlopfickou Ctverce). Je tedy |PQ | =
= ]/r2 + 52 < ]/ a’+ a? = aV2 =u. V obou ptipadech
tedy plati |[PQ| < u, coZ jsme potiebovali dokazat.
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ULOHY II. KOLA

Z-11-1

V obdélniku ABCD je |AB| = a > 2, | BC| = 2.
Kolmice vedené na tuhlopticku AC vrcholy B, D protinaji
tuto uhlopricku v bodech E, F (obr. 6).

D c
F
2
E
Obr.6 A a B

a) Vyjadrete obsah rovnobéZniku EBFD pomoci ¢isla a.
b) Urcete vSechna Cisla a, pro néZ se obsah rovnobéz-

niku EBFD rovna poloviné obsahu obdélniku 4BCD.
ReZeni: Ozna¢ime-li hledany obsah P, bude
P — |DE| (lAC| — 2 |AE]).

Vyjadfime-li dvojim zptisobem obsah obdélniku 4ABCD
a jeho strany ozna¢ime |AB| = a, | BC| = b , dostaneme

|AC|. |DE| = ab, (1)
a tedy
P = ab — 2 |AE|. |DE]|.
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Podle Pythagorovy véty je |AE| = Vb2 |DE|? , a tedy
P = ab — 2|DE||/#* — |DEJ? . )

Vzhledem k tomu, Ze podle Pythagorovy véty je | AC | =
= l/ a® + b% , dostaneme z (1)

ab
Va2 + 5
Dosadime-li to do (2) a upravime, vyjde

DE| =

b 2 b2

P = .

o a2 + b2

V nasem piipadé€ bylo ddno & = 2 a tedy
_ 2a(a®— )
@+ 4

Obsah P je roven poloviné obsahu obdélniku ABCD
pravé pro a = 2V3 . '

Z-11-2

Dokazte, Ze k Sesti bodiim vyznaCenym na obr. 7 nelze
pripsat Sest navzajem ruznych pfirozenych Cisel tak, aby
soulet Cisel pfipsanych k tfem bodim pfimky byl pro
viechny Ctyfi vyznacené pfimKy stejny.

ReSeni: Oznatme a, b, c, d, e, f &isla pfipsand k vyzna-
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Obr. 7

¢enym bodim podle obr. 7. Kdyby ¢isla spliiovala uvedené
podminky, platilo by pro né:

a+b+c=a+d+e
frd+b=f+e+c
Seltenim dostaneme
2b = 2e,

a to je spor s predpokladem, Ze Cisla jsou navzdjem ruiznd,
a tim je proveden nepfimy dikaz. (Predpokladu, Ze Cisla
jsou pfirozend, jsme ani nevyuZili.)

Z-1-3

Urdete prirozena Cisla x, y, 2z tak, aby platilo
45 xy* = 828
a aby souin xyz byl mensi neZz 1000.
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ReZeni: Necht x, y, 2 je feSenim tlohy.
Z dané rovnice plyne, Ze z je délitelné patnécti, tj.
(1) 2z = 15z,
Znasobime-li danou rovnici ¢islem x22, dostaneme
45 x%y%2? = 8x2°
a po dosazeni z (1) do pravé strany a upravé
xiyieh = 28 3% 5% ¥,
Vzhledem k tomu, Ze xyz << 103, je
23,33, 5% x15 < 1068,

a tedy
27 xt> < 200.

Odtud vidime, jednak Ze ¢t = 1, a tedy 2 = 15, jednak Ze
@) x=17.
Dosadime-li za 2z do dané rovnice, redukuje se na

xy? = 28.3.5%,

Z toho vidime, Ze x je ndsobek Sesti, a podle (2) je tedy
x =63y = 10.

Existuje-li tedy feSeni spliiujici dané podminky, je to nutné
x=6y=10, z=15.
Zkouska ukaZe, Ze to feSenf je.
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Z-11-4

V roviné jsou diny body 4, B a pfimka p, kterd je od-
déluje. Sestrojte vSechny rovnoramenné trojihelniky AXY
s témito vlastnostmi.

(1) AY je zakladna;
(2) body X, Y lezi na primce p;
(3) ptimka BX obsahuje osu thlu AXY.

ReSeni: Necht A AXY mé po¥adované vlastnosti
(obr. 8). Protoze bod B lezi na ose zdkladny AY, je bod

Obr. 8

Y prusecikem piimky p a kruZnice se stfedem v bodé B
a polomérem | AB |. Osa tsetky AY protind pak pfimku
p v bodé X. Vzhledem k tomu, Ze pfimka p oddéluje body
A, B, dostaneme naznacenou konstrukci dva rtzné pru-
seCiky Y;, Y, a k nim po jednom bodu X;, X, Oba
trojuhelniky AX,Y;, AX,Y, jsou feSenim tlohy.
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ULOHY III. KOLA V CSR

Z-1l-1

Urcete, které z Cisel 156 200, 40 960, 46 656 je zaroveil
druhou i tfeti mocninou jistych pfirozenych cisel. Urcete
tato Cisla.

Z-1ll-2

JZD sklizelo obili na vyméfe 945 hektart tiemi kom-
bajny 1. typu s vykonem 20 ha (na den a kombajn) a tfemi
kombajny 2. typu s vykonem 15 ha (na den a kombajn).
Po 4 dnech se jeden kombajn 1. typu porouchal a byl
vyfazen. Kombajnéfi zbyvajicich péti kombajnti uzavieli
zavazek, Ze zvys$i denni normu umérné k dennim vykontm
kombajnti a ukon¢i Zné v puvodnim terminu s tim, Ze
JZD sklidi bez kombajnii obili ze 3 ha kaZdy den do konce
Zni. Urcete, kolik ha denné sklizely kombajny 1. a 2. typu
ve zbyvajicich dnech, jestlize kombajnéfi splnili zavazek,
ktery uzavreli.

Z-11-3

Je dén rovnoramenny trojuhelnik ABC (|AC | =
= | BC|), jehoZ obsah je S. Stfed strany AC je bod E,
stfed strany BC je bod F, prusecik useCek AF a BE je
bod M. Lomena ¢ira AFEB rozdéli trojuhelnik ABC na
pét trojihelnika (trojahelniky 4BM, EFM, AME, BMF
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a EFC). Vypocitejte obsahy vSech téchto trojuhelnfka po-
moci obsahu S trojuhelniku ABC.

Z-11-4

Usecka AB je stranou trojuhelnfku ABC. Pro délky
jeho stran plati nerovnosti: |AC| > |BC|, |AC| =
= | AB | . VySetfete mnozinu vSech vrchola trojihelnika
ABC.

ULOHY III. KOLA V SSR

Z-1-1

Néjdite vSetky dvojice x, y celych cisel, pre ktoré plati

_3x—{—2
Cox—2"

Z-1l1-2

Dané su priamky p, ¢, ktoré st navziajom kolmé,a bod T.
Zostrojte A\ ABC tak, aby T bol jeho taZiskom, priamka p
osou strany AB, priamka g osou strany BC.

Z-11-3

Négjdite uhrnny ciferny sucet vSetkych prirodzenych
¢isel najviac trojcifernych.
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Z-111-4

Vypocitajte obsah rovnoramenného lichobeZnika ABCD,
ak jeho uhlopriecka ma velkost » a zviera s va¢Sou zdklad-
fiou uhol 45°.
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