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Y. Soutěžní úlohy III. kola kategorie A

A - III -1

Nech n je prirodzené číslo a ax, a2, . .., an, bx, Ъ
Ъп kladné reálne čísla. Dokažte, že platí

У (ai + az + • • • d~ an) (^1 + ^2 + • • • + bn) ^
^ ]/®X&l + ]/®2^2 + • • • + •

JĎalej dokažte, že rovnost nastane vtedy a len vtedy, keď
CLX Clo

&1 62

Riešenie. Dokaž urobíme matematickou indukciou.
Pre n — 1 tvrdenie triviálně platí.
Pre n = 2 z nerovnosti

25 •• • >

(1)

bfl

OJaxb^— ]jафху ^ 0

«А + ^ 2уахаффг
axbx + ax62 + a26x + аф2 ^

^ + «2Ď2 + 2УО'хО'ФФ

(2)
vyplývá

a tiež

25
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t.j.
(ax -f* &2) (by + ^2) = {]/ayby + У^г)2-

Odtial už vyplývá nerovnost

УК + az) {by + b2) Ss y«i&i + Уафъ . (3)

Naviac, v nerovnosti (2) nastane rovnost jedine v prí-
páde Уах62 = ]/a2bx, t.j. keď

«1 a2

by b2

Předpokládájme teraz, že nerovnost (1) platí pre n.
Potom na základe už dokázanej nerovnosti (3) dostaneme

У(ai + • • • + an+1) (bi + • • • + bnJrX) =
=У [(ai + • • • + an) + ^7t+l] • [(^1 + • • • + bn) + 6n+1] ^

žš У (Й1 + • • • + an) Фу + • • • + &«) + |/+1&«+1 •

Ak využijeme nerovnost (1) pre n, tak odtial’ máme

У (ai + • • • + an+1) (^1 + • • • + bn+1)
У«л + • • • + Уа»+1& (4)a+1 •

Rovnost nastane vtedy a len vtedy, keď
1

bn+1
a súčasne (podlá indukčného předpokladu)

+ • • • +

ь, + • • • + К '

ax

by bn
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A - III -2

Najděte (alespoň jednu) dvojici čísel к a q tak, aby
pro všechna x z intervalu (0, 1) platilo

IУ1 — X2 — kx— q\ ^ у(У 2 (5)1).

Řešení: Má-li nerovnost (5) platit pro všechna x
z intervalu (0, 1), musí platit i pro x = 0 & x = \\

|1 — í\ áŤ(V2—!)■
\k + q\ S 1(1/2-1).

(6)

(7)
Dále pak

\k + 1| á |1— q\ + \k +q\ S j/ž— 1 < 1,
a tedy nutně к < 0.
Pro щ

=

угт*5
z (5) dostaneme

k.\k\f k2
Я.

j/l + k2
= \)/l + k*— q\ š 1(1/2 -1).

1 + к2

(8)

Podle (6) musí platit

iyr+~P— 1| á 1У1 + k‘ — q\ + Iq
У1 + № á У2,

1 + PŽ2,
И s 1.

i|á I/2— 1
a tedy
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Podle (7) a (8) dostaneme

||/l + fc2 — j*|| s 1/2 — 1.
Umocněním pak

V + 1 á w + 2 J*| (]/2 — 1) + 2 + 1 — 2]/2,
a tedy

l*l a 1 •

Tedy nutně musí být h = —1.
Po dosazení za & = —1 do (6) a (8) dostaneme

|1—9| á|(l/2— 1),

l]/2 —g-| á|(]/2 1).

Odtud vyplývá, že

e= l(i+ I/2).
Dokážeme, že & = —1, q — -|-(1 + ]/ 2) skutečně

vyhovuje úloze, tj. že platí (5).
Pro každé x z intervalu (0, 1 > platí

ЬтУГ= i(2x2 — 2]/2x + 1) ,0 fg

dále

1 — x2 S x2 — 2]/2 x -f- 2

]/l—x2 < ]/2 — x

yi— x* + x— 1 á j/2 — I,
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a tedy

l/l—*« + *—1—куг—!) s -!-(]/ 2 — X) . (9)
Zároveň

yi—ж ^yi +x,
1 — X < ]/1 — ж2,

О ^ У1 — x2 x— 1,
a tedy

yi —*»'+*—1—1(У2— 1) S — ií]/Ž— 1). (10)
Z nerovností (9) a (10) vyplývá (1), jak jsme měli doká¬
zat.

Řešil Jan Kratochvíl, 4.a, gymnázium Pardubice.

A - III -3

Nech <x, /5, у sú uhly trojuholníka. Skúmajme sústavu
rovnic

1
X COS /9 + — COS a = 1

1
У COS у -j COS /9 = 1, (11)

X

1
Z cos a -1 cos у = 1 .

У

a) Ukážte, že x — sin a/sin у, у = sin /9/sin a, z =
= sin у/sin /9 je riešením sústavy (11).
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b) Nájdite všetky riešenia sústavy (11).
Riešenie.

a) Platí
sin я sin/?

sin у

sin (я + P)
. COS /3 -j .COS Я =

sin уsin у

sin (a -j- P)
1.

sin (180°— я— /3)
Podobné sa ukáže, že dané hodnoty x, у, z vyhovujú
aj druhej a tretej rovnici sústavy.
b) Rozlišíme dva případy:
1. Daný trojuholník je pravoúhlý. Móžeme predpo-

kladať у = 90° (případy я = 90° a P — 90° sú rovnaké).
Sústava (11) má potom tvar

1
X COS p -1 COS Я = 1

1
— cos /3 = 1
X

Z COS я = 1

a má riešenie
sin Я

у lubovolhéx — cos /3 =
sin у

a

sin у1
z =

sin яCOS Я

2. Trojuholník nie je pravoúhlý, t. j.
COS Я . COS P . COS уф 0 .

119



Pretože musí platiť zxy Ф 0, musí byť tiež z Ф cos a,

. Z prvej rovnice potom vyplývá
1

2 Ф
cos я

z — cos я

X =
Z COS P

a z tretej rovnice
cos у

У ~
1 — z cos я

Dosadením do druhéj rovnice dostaneme rovnicu pre z:

cos2 у z cos2 /1
== 1 •

1 — г cos <x z — cos я

Po úpravě máme kvadratickú rovnicu

z2 cos я sin2 P + z (cos2 p + °os2 у —
— cos2 a — 1) + cos a sin2 у — 0

(12)

s diskriminantom

D = (cos2 p + °os2 у — cos2 л — l)2 —
— 4 cos2 a. sin2 P sin2 у .

Pretože je <x + p + у — 180°, výpočtom zistíme, že
platí

COS2 P + COS2 у COS2 Я — 1 =
= COS2 P -f COS2 (a + P) — COS2 Я — 1 =

= —2 cos я sin p sin у .

Odtial vyplývá, že D = 0.

120



Teda kvadratická rovnica (12) má jediný kořeň.
sin у

sin (i
Podlá časti a) má sústava rovnic (11) v tomto případe

jediné riešenie.

Dosadením zistíme, že je to z =

A -lil -4

Existuje čtyřstěn ABCD, u něhož součet délek hran
AB, BC, CD a AD je 12 cm a jehož objem je větší nebo
roven 2|/з
ltešení. Nejprve dokážeme pomocné tvrzení: má-li

čtyřstěn ABCD součet délek hran \AB\ 4- [BC\ +
+ \CD\ + \AD\ roven 12 a zároveň největší možný
objem, potom \AB\ = |BC\ — \CD\ — |4Dj. Důkaz
provedeme sporem.

a) Nechť existují dvě různé sousední hrany z dané čtve-
řiče hran. Díky symetrii můžeme předpokládat \AD\ Ф
* \DC\.
Všimněme si bodů D', D" v rovině ACD, které mají

stejnou vzdálenost od bodů A, C a pro něž platí

cm3 ?

\AD'\ + \CD'\ = \AD"\ + | CD"\ =
= \AD\ + \CD\ = 12 — \AB\ — \BC\.

Body D\ D" mají největší možnou vzdálenost od roviny
ABC, a tedy čtyřstěn daných vlastností s různými sou-
sedními hranami nemá maximální objem, což je spor.
b) Nechť existují dvě různé protější hrany z dané
čtveřice, např. \AB\ Ф \CD\. Podle a) platí \AD\ = \CD\
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a odtud vyplývá \AB\ Ф \AD\, což je opět spor s a).
Tím je pomocné tvrzení dokázáno.
Pokud roviny ABC a ACT) nejsou na sebe kolmé, tak

otočením jedné z nich okolo přímky AC do polohy vzá-
jemně kolmé získáme čtyřstěn daných vlastností s vět-
ším objemem. Tedy čtyřstěn s maximálním objemem
má roviny ABC a ACD na sebe kolmé.
Nechť S je střed hrany АС, ol = A:CAD = -ф-САВ.

Potom pro objem V čtyřstěnu platí

X HC|.|AS| .\DS\ |Ж7|.|Я£|.\DS\ =V = T- 2

= y(2cos ol. |^4i?|). (sin a. \AB\). (sin « |JU5|) =
= 1/3 cos ос sin2 OL. \АВ\г.

Protože \AB\ = 3, hledejme maximum funkce

/(a) = 9 cos OL sin2 cl = 9 (cos a — cos3 ol)

na intervalu (0, tc/2).
Derivace

/'(a) = 9 sin OL (3 COS2 OL — 1)

1
je rovna nule pro a0 = arccos

Уз
Objem je roven

V = 9 (cos ol0 — cos3 <x0) = 9Í^= Í=)=2j/3lj/3 з]/31
Závěr. Požadovaný čtyřstěn skutečně existuje. Jed-

ním z nich je i čtyřstěn ABCD, kde \AB\ = \BC\ —
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= |Č7D| = \AD\ = 12 cm, roviny ABC a ADC jsou
1

na sebe kolmé a <yCAD = arccos—= •

V3
Kešil Otto Bitter, 3.d, gymnázium W. Piecka, Praha.

A - III -5

Daný je rovnoramenný lichoběžník ABCD. Nech
А', В', С, 1У sú postupné středy kružnic vpísaných
trojuholníkom BCD, CAD, ABD, ABC. Dokažte, že
А', В', C, D' sú vrcholy pravoúhlého rovnoběžníka.
Riešenie. Zo shodnosti trojuholníkov ABC a ABD

vyplývá, že poloměry vpísaných kružnic sú rovnaké
a teda priamka CD' je rovnoběžná so základňou AB.
Podobné je aj A'B' rovnoběžná so základňou.
Označíme postupné Px, P2, P3 body dotyku vpísanej

kružnice so stranami AB, BD, AD trojuholníku ABD.
Potom platí (pozři obr. 29)

D

5
p.

A

i

Pí В

Obr. 29
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\BD\ = |BP,| + \РгО\ = IBP, I + !_DP3| =
= \ab\-\ap,\ + \ad\-\ap,\.

Kedze \АРг\ = |АР3|, tak odtial’ vyplývá
\APl\=\(\AB\ + \AD\-\BD\).

Ak Q je bod dotyku kružnice vpísanej do trojuholníka
ACD so stranou DC, tak rovnakým postupom zistíme, že

\DQ\ = ±(\CD\ + \AD\ - \AC\).
Kedze lichoběžník je rovnoramenný, tak \AC\ = \BD\.
Odtial vyplývá, že priainka PXQ — B'C je kolmá na
základňu lichoběžníka.
Podobné sa ukáže, že aj A'D' je kolmá na základňu.
Z dokázaného už vyplývá tvrdenie úlohy.

A - III -6

Dokažte, že číslo

— 2Vn

je přirozené pro každé n — 1, 2, 3, .... Dále dokažte,
že pro každé liché n je fn = r2 a pro každé sudé n je
pn = 5s2, kde r, s jsou vhodná přirozená čísla.

Řešení. Uvažujme o posloupnosti

01 > 02 > 03 > 04, * • * f

kde

4n
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Členy posloupnosti jsou kladná čísla, přičemž

<h = !. «1 = Уб.
Snadno se dosazením přesvědčíme, že pro každé při-

rozené číslo n platí

?»+2 = <I«+1 V 5 — Яп •

Užitím tohoto vztahu dokážeme, že pro к — 1, 2, 3, . . .

q2h je celé. Důkaz podá-
1

je q2k_i celé číslo a rovněž

me matematickou indukcí.
Pro к = 1 je tvrzení zřejmé. Nechť tedy

V»

1 1
./— Я2ki Я2к—1’ -i i— Я2к—2’ Я2к—3> • • ‘ > Ях

/51/5

jsou celá čísla. Pak

5(yHЯгк+х — Í2fc]/5 Я2к~1 — Я2к~Х

je číslo celé a

11
— Я2к+2 — Я2к+Х — Я2к

УЪV»
je číslo celé. Tím je důkaz matematickou indukcí hotov.
Pro к = 1, 2, 3, ... tedy máme

1
Я2к-Х = r. Т?=Я2к = 8 ,

У5
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kde r, s jsou čísla celá kladná. Odtud plyne

&-i = q% = №

pro každé к — 1, 2, 3, .... Protože dále platí

-líiĚIVfciĚr-s

2n

— 2 =

= Pn

pro každé w = l,2,3, ...,je tím celé tvrzení dokázáno.
ftešil Ilja Turek, student 4.c gymnázia v Hradci Krá-
lové.
Poznámka: Mnozí řešitelé si všimli, že v řešení úlohy

A — III— 6 lze využít tzv. Fibonacciho čísel. Tato
čísla Fn jsou definována předpisem

Fi = 1, Fz — 1

a rekurentním vztahem

Fn+2

platným pro každé přirozené číslo n. Fibonacciho čísla
tvoří tedy posloupnost

= F71+1

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...

Dá se odvodit vzorec pro n-tý člen

--im-mi-v»
jak se o tom může čtenář poučit např. v knížce F. Zítka
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Vytvořující funkce.*)
Autoři této brožury poznamenávají ještě к úloze

A— III— 6, že číslo pn má pro n ^ 3 poměrně jedno-
duchy kombinatorický význam. У teorii grafů se často

vyskytuje útvar zvaný kolo (obr. 30). Ukazuje se, že
počet koster tohoto kola je vyjádřen právě číslem pn
(viz o tom podrobněji v publikaci J. Sedláčka Úvod
do teorie grafů)**).

*) Škola mladých matematiků, sv. 29, Mladá fronta, Praha
1972.
**) Cesta к vědění, sv. 26, nakladatelství Academia, Praha

1977, cvičení II. 7,6
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