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VII. Zprava o XVII. mezinarodni
matematické olympiadé

V potadi jiz sedmndctd mezindrodni matematickd olympidda
(MMO) se konala ve dnech 3.—16. &ervence 1975 v Bulhar-
sku, v Burgasu a v Sofii. Zucastnilo se ji celkem 17 zemi:
Rakousko (A), Bulharsko (BG), Ceskoslovensko (CS), NDR
(DDR), Francie (F), Velka Britanie (GB), Recko (GR),
Madarsko (H), Mongolsko (M), Holandsko (NL), Polsko
(PL), Rumunsko (R), Svédsko (S), Sovétsky svaz (SU),
Spojené staty (USA), Vietnam (VN) a Jugoslavie (YU).
Z tradi¢nich GCastnikti tedy tentokrate chybéla Kuba;
Recko ptijelo na MMO poprvé.

Kazda zemé byla na XVII. MMO zastoupena delegaci
slozenou z vedouciho a jeho zastupce a z osmi¢lenného
zakovského druzstva. Ceskoslovenské druzstvo tvofili tito
zaci: Martin Baumann z Prahy, Viastimil Klima z BeneSova
u Prahy, Jan Kratochvil z Pardubic, Jan Maly z Litoméfic,
Jifi Navrdtil z Olomouce, Jdn Slodicka z Bratislavy, Michael
Valasek z Prahy a Josef Voldfich z Vimperka. Vedoucim
delegace byl dr. Frantisek Zitek, CSc., z Matematického
ustavu CSAV v Praze a doc. dr. Jozef Moravcéik, CSc.,
z Vysoké $koly dopravni v Ziling.

Prabé¢h XVII. MMO odpovidal veelku ustalenym zvyk-
lostem. Nejprve se 3. Cervence sjeli do Burgasu vedouci
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jednotlivych delegaci a vytvofili zde mezinarodni jury, ktera
pak pod pifedsednictvim prof. I. R. Prodanova ze Sofie
fidila vlastni soutéz MMO. Prvnim ukolem jury bylo vybrat
Sest sout&Znich uloh. Z navrhi, které do Bulharska zaslalo
11 ze 17 zu€astnénych zemi, pfipravili bulharsti organizatoti
piedbéZny navrh 15 uloh; jedna z nich byla také Cesko-
slovenského ptivodu.

Prace jury postupovala pomérné rychle a vysledny vybér
reprezentoval patrné skute¢né optimum za danych mozZnosti:
mezi zaslanymi navrhy byl zjevny nedostatek vhodnych
uloh s geometrickou tematikou, chybéla zejména stereo-
metrie. Pro sout&Z byla vybrana tato Sestice uloh (jejich
feseni uvadime na str. 170 — 183).

1. Nechf x;, y; (i = 1,2,...,n) jsou realna &isla

Xy 2 X, X

no

\1\%
[\\%

ylgy2 V-

Dokazte, ze pro libovolnou permutaci z,,z,,...,z, &isel
Y1, Y2 -+ Yy Dlati

% x = i <

(x; — z)*.

M=

i=1

2. Necht

A1y gy ey Oy ..
je nekonecna posloupnost prirozenych Cisel takova, ze
0<ak<ak+l pI'O k=1,2,3,....
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Dokazte, ze nekoneéné mnoho &lent a,, této posloupnosti
lze vyjadrit ve tvaru

a, = xa, + yag, pP¥*q,
kde x, y jsou cela kladna &isla.

3. Je dan trojuhelnik ABC. Vné tohoto trojihelniku se-
strojime (v téZe roving) trojuhelniky ABR, BPC, CQA
takové, ze

¥XPBC = £xCAQ = 45°,

¥BCP = £QCA = 30°,
¥XABR = ¥BAR = 15°.
Dokazte, ze
1. XxPRQ = 90°,
2. PR = QR.

4. Necht A je soulet cifer &isla 4444*444; necht B je
soucet cifer ¢isla 4. Urdete soudet cifer &isla B. (VSechna
Cisla jsou zapsana v desitkové soustave.)

5. Zjistéte, zda na kruZnici s polomérem 1 existuje 1975
bodi takovych, Ze délky viech jimi uréenych tétiv jsou racio-
nalni cisla.

6. Najdéte vSechny mnohocleny P dvou proménnych
s témito vlastnostmi:

1. P je homogenni mnohoclen stupn& n (n je ptirozené
éislo), tzn. Ze pro vSechna realna &isla t, ¢, y plati

P(tx, ty) = t"P(x, ) ;
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2. pro vSechna realna ¢isla a, b, ¢ plati
Pla + b,c) + Pla + ¢,b) + P(b + c,a) =0 ;
3. P(1,0)=1.

Vybrané ulohy pochazely z navrhi Ceskoslovenska (&. 1),
Velké Britanie (&. 2 a &. 6), Holandska (€. 3) a Sovétského
svazu (8. 4 a &. 5); text ulohy &. 4 byl pfi jednanich jury po-
zménén proti pivodnimu navrhu, ktery byl snazsi a pfi-
poustél mechanické feSeni pfimym numerickym vypoctem.

Jury rovnéz posoudila obtiZznost vybranych uloh a urcila
maximalni pocty bodu, které bylo mozno ziskat za uplné
fedeni ulohy. Ulohy &. 1, 4 a 5 ohodnotila Sesti body, ulohy
¢. 2 a 3 sedmi body a ulohu ¢. 6 osmi body. Celkem tedy
mohl kazdy Zak ziskat nejvyse 40 bodu.

Za nejtézsi Glohu byla — zfejmé pravem — povazovana
uloha ¢. 6, jednak proto, Ze se v ni operuje pojmem homo-
genni mnohoc€len, s nimz Zaci stfednich $kol nemaji obvykle
velké zkuSenosti, jednak proto, Ze jeji feSeni vyZadovalo
jistou davku tvofivosti. Za nejleh¢i povazovala jury ptfed
soutézi ulohu ¢. 4.

Vybérem uloh a piekladem jejich textti do jazykd zaka
skontila pfipravna etapa prace jury. Mezitim se jiz do
Burgasu dostavila viechna ztéastnéna druZstva a s nimi
i zastupci vedoucich delegaci, ktefi se ptipojili k jury a po-
mahali s preklady. Zaci byli ihned po ptijezdu ptisné izo-
lovani od jury, aby byla zachovana regulérnost soutéze;
tato izolace trvala az do konce vyhodnoceni vysledki sou-
té%e. Zaci byli ubytovani v internaté na okraji Burgasu;
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jejich program byl s vyjimkou dvou puldnd, kdy se konala
soutéz, vénovan hlavné exkurzim, koupani a rekreaci.

Vlastni soutéZ se konala ve stfedni $kole P. Berona
v Burgasu. Dopoledne dne 7. a 8. Eervence 1975 fesili zaci
vZdy po tfech ulohach; na kazdé tfi Glohy méli étyfi hodiny
Cistého Casu.

Ve dnech 9.—11. €ervence probihaly opravy, klasifikace
a koordinace klasifikace Zakovskych feseni. Bulharsti orga-
nizatofi pfipravili podrobny harmonogram koordinace,
ktery se vcelku podatilo dodrzet, takZe prace probihala
pomérné rychle a hladce. Z mezi normalu vybo¢il jen pfipad
ulohy €. 2 u holandské delegace; holandsti vedouci pielozili
text ulohy neptesné, takze zaci fesili jinou, ponékud snazsi
ulohu. Z rozhodnuti bulharskych koordinatori, které na-
konec vedeni holandské delegace akceptovalo, neziskali
Zaci za feSeni této snazsi ulohy zadné body. (Vyjimku tvofi
jeden holandsky Zak, ktery podal fe$eni ulohy ve spravném
znéni.)

Zavéretné zasedani jury dne 11. Cervence jednalo pak uz
jen o hranicich jednotlivych cen. Bylo rozhodnuto udélit
prvni ceny zakam, ktefi ziskali 40 nebo 39 bodu; k ziskani
druhé ceny bylo potfeba mit alesponi 32 bodu, na tieti cenu
stacilo 23 bodu. Celkem tak bylo udéleno 8 prvnich, 25 dru-
hych a 36 tietich cen.

Vedle téchto hlavnich cen byly udéleny jesté tfi zvlastni
ceny za elegantni a originalni feSeni jednotlivych Wloh.
Ziskali je dva Zaci z Rumunska a jeden z USA.

Celkové vysledky jednotlivych delegaci na XVII. MMO
jsou patrny z nasledujici tabulky:
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Soucet bodu Pocet ziskanych cen
Zeme cel¢ho
druzstva 1. 2. 3. zvlastnich

A 192 1 1 2 -
BG 186 - 1 4 -
Cs 162 - - 2 -
DDR 249 - 4 4 -
F 176 1 1 1 -
GB 239 2 2 3 -
GR 95 - 1 - -
H 258 - 5 3 -
M 75 - - 1 -
NL 67*) - - 1 -
PL 124 - 1 1 -
R 180 1 3 2
S 160**) - 2 - -
Su 246 1 3 4 -
USA 247 3 1 3 1
VN 175%*%) - 1 3 -
YU 163 - 1 1 -

*) Celkovy vysledek holandského druzstva byl ovlivnén chybnym

piekladem jedné ulohy.

**) Jeden $védsky Zak se pro nemoc neucastnil druhé¢ho dne soutéze.
**¥) Vietnamské druzstvo sout&Zilo v sedmi; osmy Zik byl nemocen.

Po skonceni této pracovni Casti XVII. MMO podnikli
v8ichni Gcastnici ve dnech 12. a 13. gervence autokarovy
vylet z Burgasu do Sofie pfes Starou Zagoru, Kazanlak,
Sipku, Gabrovo, Veliko Trnovo a Pleven. Ve viech méstech,
kde se autokary s ucastniky M MO zastavily, bylo pfipraveno
slavnostni uvitani. Nav§téva mistnich pamétihodnosti
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(thracka hrobka v Kazanlaku, pamatnik na Sipce, Dim
humoru a satiry v Gabrovu, citadela ve Velikom Trnovu,
muzeum v Plevnu) spolu s velice pratelskym a srde¢nym
ptijetim viude zanechala nutné nesmazatelné dojmy ve vsech
ucastnicich.

V Sofii, kam vyprava dorazila 13. éervence vecer, byla pak
XVII. MMO zakonéena. Dne 14. Cervence si Gdastnici pro-
hlédli mésto; 15. Cervence odpoledne bylo v sale Dom»
sovétské védy a kultury slavnostni rozdileni cen. Na zavér
byla téhoZ dne vefer uspofadana slavnostni veéefe ve zna-
mém restaurantu Kopito v horach nad Sofii.

Ceskoslovenska delegace se vratila do Prahy letadlem
dne 16. Cervence kratce po 14. h. Pfivazela si s sebou dvé tieti
ceny, které ziskali zaci M. Valdsek a J. Navrdtil. Podrobné
vysledky Eeskoslovenského druzstva jsou obsazeny v tabulce:

Pocet bodi ziskanych za ulohu &.
Jméno Celkem
1 2 3 4 5 6

M. Baumann 6 0 7 4 0 1 18
V. Klima 2 0| 7 3 0 1 13
J. Kratochvil 6 7 1 0 0 2 16
J. Maly 6 7 0 3 0 2 18
J. Navratil 6 7 0 0 6 8 27
J. Slodi¢ka 6 7 0 0 6 | 1 20
M. Valasek 6 S 7 0 6 6 30
J. Voldiich 6 7 1 2 2 2 20
druzstvo

celkem 44 40 23 12 20 23 162
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Vcelku lze konstatovat, Zze ani tentokrate nepiekrocily
vysledky ¢&s. druZstva hranici primérnosti. ZkuSenosti né-
kolika poslednich let nasvédéuji tomu, Ze jde o jev trvaly.
Zda se, ze chybgji predevsim vynikajici jednotlivci schopni
podat $pi¢kovy vykon, a to zcela spolehlivé bez nahodnych
vykyvi. Tato situace si vyzada hlubsi analyzu a pfijeti
u¢innych opatieni ke zlepseni pfipravy nasich reprezentantt.

RESENI ULOH XVII. MMO

1. Dokazovanou nerovnost

DT

prepiseme na tvar

M=

(x; — z,)* (1)

1

]

n n " n Z
LxI+ Y -2 xS XD+ YA -2 X
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1 i=1

Ponévadz ziejmé
Y=z,
i=1 i=1

je nerovnost (1) ekvivalentni nerovnosti

M=

_leizi =< 2 X (2)

1]

1
Oznaéme

k k
Sk=zyi, n=~lei

i=1
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pro k =1,2,...,n apoloZzme S, = T, = 0. Bude pak
Vi =Sk — Si-1» =T — T

pro kazdé k = 1,2,...,n. Mizeme tedy psat
n n n n—1
Z Xk = Z xk(Sk - Sk—l) '—szlxksk —kZOXk+ 1S =

=X,S, + 2, (X = X1) St — X150 (3)

Obdobn¢ je také

n n—1
kglxkzk = X, T, +k§1(xk ~ X)) T — % To 4)

Ponévadz vsak &isla zy, z,, ..., z, tvofi jen permutaci Cisel
VisV2s-- Y j€ nutn€ S, = T,. Pro k= 1,2,...,n — 1 pak
plati S, = T;, nebot je y, =y, =...=y, Dale je téz
X = Xppq, @ tedy X, — x4, 20 pro k=1,2,..,n—1,
takze

n—1

2

n—1
(¥ ~ Xis1) S 2 Z(xk - Xe41) Ti-
k=1 k=1

Odtud a zrovnosti (3) a (4) jiz vyplyva dokazovana nerovnost
(2), a tedy i (1).

Jiné feSeni této ulohy je zalozeno na pfimém dikazu
nerovnosti (1), tj. bez redukce na (2), a to indukci podle n.
Misto induk¢niho kroku je ostatn€ mozné odvolat se na
znamou skute¢nost, ze kazdou permutaci lze slozit z trans-
pozic.
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2. Cleny posloupnosti
Ay, 0y, ...y, ... (1)

s vyjimkou a, rozdélime do a, tfid podle zbytkt pti déleni
Ciselm a,. V kazdé neprazdné tfidé vezmeme nejmensi
gislo a,; viechny dalii ¢leny a,, posloupnosti (1) patici do
téze tiidy jako a, se od a, li§i o nasobek ¢isla a,, takZe je
lze psat ve tvaru

ay, = a, + ya,,

kde y je celé kladné &islo. Ponévadz vsech tfid je a,, tzn.
kone¢ny pocet, vidime, Ze nejen nekonecné¢ mnoho Elent
posloupnosti (1), ale dokonce viechny &leny aZ na nejvyse
a, + 1 vyjimku lze vyjadfit v pozadovaném tvaru, pfiCemz
se navic (aspoii) jedno z &isel x, y rovna 1.

3. Oznatme
XABC = 8, XBAC = «a, XACB =1y,

AB=c, BC=a, AC=b, AR=BR =y, AQ=x, QC =t,
BP = z, PC = v. Podle sinové véty je
x:b = sin 30° :sin 105°,
takze
b

= 2 cos 15°
a obdobné
a

Z = em———,
2cos 15°
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Dale je

_ c
= 2 cos 15°
a
sin 45° 5 b
=XTao =X ==
sin 30 J2cos 15°
.9 a
v=t-=—7———.
b ﬁcos 15°

K vyjadfeni délek stran trojuhelniku PQR uZijeme kosinové
véty:
OR? = x? + y* — 2xycos(x + 60°),

PR? = y? + z? — 2yzcos (B + 60°),
PQ* =t* + v* — 2tvcos(y + 60°).
Tyto rovnosti plati, i kdyz n&€ktery z ahla o, f,y je vetsi

nebo roven 120°.
Podle sinové véty je oviem

a:b=sina:sinf,
a tedy

asinff —bsina =0,
takze

J3.clasin B — bsina) =0 =
=4b? - ¢ + a® — 22 + a* + c* - b?).
Odtud plyne dale rovnost
b* — 4b? + ¢ — a?) + be /3 .sina =
=a® — Ya® + ¢ — b*) + ac /3 .sin B,
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neboli
b? — Y2bccos a) + be /3 .sina =

= a* — Y2accos p) + ac /3 .sin B,
b? — 2bc(icos o — %../3.sina) =
= a® — 2ac(scos f — %../3.sin ),
coz lze psat téz jako
b* — 2bc cos (o + 60°) = a* — 2ac cos (B + 60°).

Nyni celou rovnost délime &islem 4 cos? 15° a dostaneme

b* bccos(x+60°)  a? accos (B + 60°)
4cos? 15° 2c0s215°  4cos?15° 2 cos? 15°
neboli

x? — 2xycos(a + 60°) = z* — 2yz cos (B + 60°).

To viak znamen4, 7¢ PR* = QR?, &ili PR = QR. Dokazali
jsme tak druhou Cast tulohy: trojuhelnik PQR je rovno-
ramenny.

Proni &ast, tj. rovnost ¥ PRQ = 90°, dokaZeme z Pytha-
gorovy véty. Plati totiz

PR? + QR? = PQ?.

Ponévadz uz vime, Ze
PR = QR,
je
PR? 4+ QR?* = 2x* + 2y* — 4xycos (x + 60°).
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Zarovei je
PQ? = t* + v* — 2tvcos(y + 60°).

Podle sinové véty je vSak
asiny — csina =0

odtud stejnym postupem jako v piedchozim dostaneme
rovnost
¢ — 2bccos (a + 60°) = a® — 2abcos(y + 60°). (1)

Dosadime-li do vyrazd pro PR? + QR? a pro PQ? za
X, y, t, v, dostaneme

PR? 4 QR = b? N ? be cos (« + 60°)
" 2co0s?15°  2cos? 15° cos?15° ’
Po? — b? . a? ab cos (y + 60°)
" 2cos?15°  2cos? 15° cos? 15°

Porovnanim s (1) dostavame pak pozadovanou rovnost:
PR* + QR? = PQ?;

trojuhelnik PRQ je tedy pravouhly: < PRQ = 90°.

Jiné FeSeni. Vné trojuhelniku ABC sestrojme tfi rovno-
ramenné pravouhlé trojuhelniky AQ'C, BP'C, ABR' tak,
aby .

¥XQ'AC = XP'BC = XAR'B =90°.
Tyto tfi trojuhelniky jsou oviem podobné, pti¢emz si body
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P, Q, R vzajemné odpovidaji. Nyni sestrojime body
K, L, M, N tak, aby

K €BC, PK 1 BC,

L eAC, QL 1 AC,

MeAB, KM | AC,

NeAB, LN | BC.
Z podobnosti plyne

KM BK AL QL

AC BC AC AC’

takze
QL = MK .

Obdobné dojdeme k rovnostem

LN = KP, NR =RM.
Navic je
QL | MK, LN L KP, NR L RM.

Je tedy také (s¢itani vektord je asociativni a komutativni)
OR = PR a ¥QRP = 90°, c.b.d.

Dalsi FesSeni, podstatné jednodussi, je zaloZzeno na zna-
losti pojmu podobnosti jakoZto zobrazeni roviny. Vezméme
dvé takova zobrazeni m, a =,, definovana takto: m, se
sklada z otoceni 0 45° okolo bodu A4 a z homotetie se sttedem

in 105°
v A a s koeficientem k = - takze n,(Q) = C. Zo-
sin 30°

brazeni 7, se sklada z otoCeni o 45° okolo bodu B a z homo-
. sin 30°

tetie se sttedem v B a s koeficientem k™! = —F—, takZe
sin 105
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n,(C) = P. SloZenim obou zobrazeni m, a m, dostaneme
zfejmé& pouhé otoceni o 90° a zbyva dokazat, ze R je pravé
stted tohoto otoCeni. Snadno se viak vidi, Ze n,(R) = S,
kde S je vrchol rovnostranného trojihelniku ABS (leZiciho
v poloroviné ABR), a Ze pak m,(S) = R. Tim je uloha feena.

4. Redeni ulohy se sklada ze dvou &asti. Nejprve odhad-
neme shora soucet cifer ¢isla B; oznaéme ho C. Ztejmé je

4444 < 10000 = 10*,

takze Cislo 4444*444 ma nanejvys 4.4444 = 17776 cifer.
Kazda z nich je nanejvys rovna 9; pro jejich soucet 4 tak
dostavame odhad

A<L9.17776 = 159984 .
Cislo B je tedy nejvyse rovno &slu
9+494+9+9+9=45.

Z piirozenych Cisel mensich nebo rovnych 45 ma nejvétsi
soucet cifer Cislo 39, totiz 12. Je tedy celkem

CcC=12.

Druhd Cast feSeni spociva ve vyuziti znamé skutenosti,
Ze kazdé Cislo dava pfi déleni deviti tyZz zbytek, jaky dava
jeho ciferny soucet. Plati tedy

4444*4%% = 4 mod9,
A=B mod9,
B=C mod9.
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Avsak

4444 =7 mod9,
a tedy také

4444 =1 mod3.

Snadno si ovéfime, Ze pro kazdé pfirozené k je

731 =7 mod9;
je tedy
44444444 =7 mod9.

To vsak znamena, Ze také
C=7 mod9.

Ponévadz plati C < 12, vidime, Zze nutné C = 7. Hledany
soucet cifer Cisla B je tedy prave 7.

5. V kruznici s polomérem 1 ma tétiva odpovidajici

sttedovému whlu o délku 2 sin z. Nyni dokazeme dvé po-
mocna tvrzeni: 2

1. Je-li 0 uhel takovy, Ze sind, cosd jsou racionalni
Cisla, pak takeé sin kd, cos kd jsou racionalni &isla pro vSechna
pfirozena k.

2. Existuje libovolné maly uhel 6 takovy, Ze sin 6 a cos d
jsou racionalni ¢isla.

Proni tvrzeni dokazeme snadno indukci podle k: pro
k =1 je trivialni a pro indukéni krok vyuZijeme znamych
vzorch

sin (k + 1) 6 = sin kd cos & + cos kd sin &,

cos(k + 1) = cos kd cos & — sin kd sin &.
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K dikazu druhého tvrzeni sta¢i napf. vzit uhel é takovy,
Ze je

2 -1
cosd =

sin & 2
1 =—$ 2
2 +1 t2+1

kde t je dostate¢né velké prirozené Eislo.

BudiZ nyni 6 thel takovy, Ze sin J i cos d jsou racionalni
Cisla a ze 1975.6 < 4n. Na dané kruZnici nyni umistime
1975 bodi A,, A,,...,A;975 tak, aby stfedové uhly od-
povidajici t&tivam 4,4, (k = 1,2,...,1974) byly viechny
pravé 2. Libovolné dvojici bodii 4;4, (j < k) bude od-
povidat stiedovy uhel 2(k — j)d, pFislusna t&tiva bude mit
délku 2sin (k — j) 8, coz je vzdy racionalni &islo.

Nad kruZnici s polomérem 1 je tedy mozné umistit 1975
(a snadno se vidi, Ze i libovolny jiny koneny podet) bodi
tak, aby vSechny jimi uréené tétivy mély racionalni délky.

6. Nejprve probereme piipad n = 1, tj. hledame linearni
homogenni mnoho¢len

P(x,y) = Ax + Bx

vyhovujici podminkam 2 a 3. PoloZime-li a=1, b=c=0,
dostaneme z podminky 2

P(0,1) = —2P(1,0),

podle podminky 3 je tedy P(0,1) = —2. Odtud a z pod-
minky 3 vyplyva A =1, B= -2, tzn.

P(x,y) = x — 2y.
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Snadno ovéfime, Ze tento linearni mnoho¢len opravdu vy-
hovuje v§em tfem podminkam ulohy; pti n = 1 je to jediné
fesSeni.

Necht nyni n > 1. Plati op& P(1,0) = 1, P(0,1) = —2;
poloZime-li a = 2, b = ¢ = —1, dostaneme z podminky 2
rovnost

P(-2,2) = =2P(1, -1).

Z podminky 1 viak zarovefi vyplyva, Ze plati
P(-2,2) = (-2)" P(1, - 1).
Jelikoz je n > 1, je ovdem (—2)" + —2, a tedy nutng
P(l; -1)=0.
Vzhledem k homogenité mnohoélenu P je pak také
P(x, —x) =0

pro viechna realna x. Odtud vsak jiz vyplyva, Ze polynom P
1ze psat ve tvaru

Plx,y) = (x + ) Q(x. ),

kde Q je polynom.
Ukazeme nyni, Ze také polynom Q vyhovuje podminkam 1,
2 a 3. Skutecné, pii x + y + 0 je

P(tx,ty) t"P(x, y)

= = " 1Q(x, y),
tx+ty  tlx+y) Qx.y)

Q(tx, ty) =
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takze Q je nutné¢ homogenni polynom stupné n — 1. Po-
dobné je — pfia + b + ¢ + 0 — také

Qa + b,c) + Qa+ ¢,b) + Qb + ¢,a) =

=‘—1—1—b—+—(—:[P(a+b,C)+P(a+c,b)+P(b+c,a)]=0.

Rovnéz
P(1,0
0(1,0) = —(I_) =1.
Ponévadz pti n = 1 uZ feSeni zname, vidime, Ze feSenim
mohou byt jen polynomy tvaru

P(x,y) = (x + y)'~ ! (x — 2y);
snadno se ovéfi, Ze tyto polynomy skute¢né vyhovuji viem
tfem podminkam ulohy (pfi kazdém pfirozeném n).

Jiné FeSeni. Nejprve dokaZzeme pomocné tvrzeni:
Je-li polynom P feSenim ulohy, potom

P(x,1 — x) =3x — 2

pro viechna realna x.
Tvrzeni dokazeme nejdfive jen pro celé hodnoty argu-
mentu x, a to indukci.
I. Tvrzeni ziejmé€ plati pro x = 1; podle podminky 3
je totiz
P(1,0)=1=3.1-2.

II. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna cela
&isla v mezich 1 — k az 1 + k (v&etng), kde k je celé ne-

181



zaporné ¢islo. Podle podminky 2, kde p01021me a= —k,
b=0, c=1+k, bude

P(—k, 1+ k) = —P(1,0) — P(1 + k, —k).

Podle indukéniho predpokladu se vSak prava strana

R — [3(1 + k) — 2] = 3(—k) — 2,

tak?e dokazovana rovnost plati i pro x=—k=1—(k+1).
Nyni polozme a=k+ 1, b=1, ¢ = —(k + 1); podle
podminky 2 bude

Pk +2, —k—1)= —P(0,1) — P(—k, 1 + k).
Podle prvni ¢asti ditkazu je viak prava strana rovna
—(3.0-2)—[3(-k)—2]=3k+4=3k+2)—2;

dokazované tvrzeni tedy plati i pro x=k+2=1+(k+1).
Tvrzeni tedy plati pro v§echny celé hodnoty x; ponévadz
viak P je polynom, plyne odtud platnost tvrzeni pro viechna
realna x vibec.
Dale vyuZijeme podminky 1, tj. homogenity polynomu P,
a napieme (pro x + y # 0)

Pny) = (o P ),

xX+y x+y
Avsak
y =1 X
x+y = x+y
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takZe podle pomocné véty je

p< x Y )=3 X__, X=W
X+y xX+Yy X+y xX+y
Celkem je tedy

P(x,y) = (x + y)" ' (x — 2y),

a to pro kazdé ptirozené n. Jezto P je polynom, plati vy-
sledek i pti x + y = 0.

Snadno se ovéfi, ze vysledny polynom skuteéné vyhovuje
viem tfem podminkam ulohy.

Poznamky k ulohdm a jejich FeSenim

1. Uvedené feseni ulohy &. 1 je v podstaté shodné s feSe-
nim, které na X VII. MMO podal J. VoldFich.

2. Ulohu &. 2 lze tesit n&kolika zptisoby; nejkratsi a nej-
ekonomictéjsi se zda byt feSeni, které zde uvadime; aZ na
drobné upravy se shoduje s feSenim, které pii soutézi
predlozil J. Kratochvil. '

3. Uloha ¢&. 3 byla na MMO jedina skute&né geometricka
Giloha. Reseni, které zde uvadime jako prvni, se shoduje
v podstaté s feSenim, které na MMO podal V. Klima.
Druhé feSeni je autorské. Tteti zplisob feSeni piedlozil na
schuizi jury vedouci francouzské delegace; odpovida zpi-
sobu, jimz je geometrie roviny vykladana na francouzskych
skolach.

4. Uloha ¢&. 4 vznikla v této podobé aZ v priibéhu jednani
jury; v pivodnim sovétském navrhu $lo o uréeni souctu cifer
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Cisla 16'°. Je smutnou skuteénosti, ze tuto nejleh&i tlohu
nedokazal Zadny z naSich zaki vyfesit plné.

5. Obtiznost ulohy €. 5 tkvéla spiSe v logické struktuie
tvrzeni uZivanych pfi feseni.

6. Prvni z uvedenych feSeni ulohy ¢. 6 sleduje zakladni
ideu, jiz uzil na XVII. MMO J. Navrdtil, ktery jako jediny
z &s. druZstva podal uplné feseni. Podobné ji ov§em feSila
1 vétsina ostatnich usp&$nych fesitell. Druhé uvedené feseni,
zaloZené na pomocném tvrzeni o hodnotach mnohoé¢lenu P
na pfimce x + y = 1, podal na XVII. MMO jeden ze zaka
z USA ; dostal za né zvlastni cenu.
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