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V. Soutézni alohy III. kola kategorie A

A-111-1

Je-li T ostrouhly trojihelnik o obsahu 1, pak existuje
pravouhly trojuhelnik, jehoZ obsah nepievySuje \/5 a ktery
trojihelnik T obsahuje. Dokazte.

ReSeni. Necht ABC je dany trojuhelnik T s obsahem
P =1 a BC je jeho nejvétsi strana. Ozna¢me Q patu vysky
ptislusné vrcholu A, v jeji délku. Tato vyska je ziejmé
nejmensi z vysek.

Obr. 38

B 8

RozliSujeme tyto ptipady:

a) ¥BAQ < 45°, xCAQ < 45° (obr. 38). Pak pravouhly
rovnoramenny trojuhelnik AB,C, s nejmensi vy§kou v = AQ
obsahuje trojuhelnik T a o jeho obsahu P, plati

Pl = Uz .
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Strana BC je nejvétsi stranou AABC, a proto vySka v neni
vétsi nez vyska rovnostranného trojuhelniku A'BC, tj.

v <1BC /3,

tedy

P, = v* £ (3BC.v)/3,

tj. skutecné

Obr. 39

C

b) Jeden z uhld <BAQ, £ CAQ je V&tsi nez 45°, napf.
(obr. 39)
XCAQ > 45°.
Pak je
¥BAQ < 45°.

Oznaéme B, prisecik kolmice k AC v bodé A4 s pfimkou
BC. Trojuhelnik ByAC je pravouhly, obsahuje T a o jeho
obsahu P, plati

P1=1;1_B0C BC_ ! _ po ki

BC = AC cos y

nebot XxB,CA =1y < 45°
Tim je uloha roziesena.
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Jiné ¥eSeni (podle Stanislava Cervinky, studenta 3.c Aka-
demického gymnazia v Praze 1). Oznagme (obr. 40) vrcholy
daného trojuhelnika A, B, C tak, aby platilo

asc a b=Zc. (1)

Obr. 40

Dale ozna¢me S stied strany AB, CS =t, ¥xCSB = w.
Trojuhelnik ABC je ostrouhly, takze

2t > AB.

Na polopfimkach S4 a SB vné tseCky AB tedy existuji po
fadé takové body X a Y, Ze

SX=8Y=t.

Trojuhelnik X YC obsahuje dany A ABC. Dokazeme, ze
obsah AXYC nepfevySuje \/5
Trojuhelnik ABC ma obsah 1, takze

1 =4.Jetfsinw + sin (1 — w)) = jetsinw. (2)



Pro obsah trojuhelniku X YC plati
P =4(sinw + sin(n — 0) = *sinow,
tedy po ptihlédnuti k rovnostem (2) mame
p=2. ()

c
Podle znamého vzorce pro velikost téZnice v trojihelniku je

L2+ b - &,

takZe z rovnosti (3) dostavame

a2 b2
P=\/2'(?+?>‘1'

b
Podle(l)jeg <1 a-£1, aproto
c c

P /21+1)-1,
P<./3.

Tim je tvrzeni obsaZené v textu dané Glohy zcela dokéazano.

t

tj.

A-111-2
Dokazte, Ze soustava rovnic
[xXP+[y]=0, 3x+y=2 (4)
ma nekone¢né mnoho fefeni a Ze pro vSechna jeji reSeni
plati 0<x<4, -9y,
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Ptitom symbol [a] (cela &ast z o) znadi celé &islo, pro které

plati a—1<[a] La.

ReSeni. Z obou rovnic (4) vyloutime y a dostaneme

rovnici
[x]* +[2 - 3x] =0.

Pro celou &ast (funkci [«]) pouZijeme vzorci:
Pro viechny realna o a pro vSechny cela k plati
[k +a] =k + [a].
Pro v8echna realna f plati

[3ﬂ] = 3[5] + &,

kde & = 0 nebo 1 nebo 2.
Pro viechna realna y plati

[-7]= -] + e,

kde &, = —1 nebo 0.
S pouzitim (6), (7), (8) vypotteme

[2-3x]=2+[-3x]=2+3[-x] +¢ =
=2+ 3(—[x] +&)+e,
8.
[2-3x] = =3[x] + 2+ ¢ + 3e,.
Proménna 2 + &, + 3¢, miZe nabyt hodnot

g3 = —1,0,1,2,3,4.

(5)

(6)

(7)



Spojenim (5) a (9) dostaneme rovnici
[x]* = 3[x] + & =0. (11)

Diskriminant rovnice (11) mZe nabyt vzhledem k (10)
hodnot
4=13,9,5,1, -3, -7.

ProtoZe kofen [ x] rovnice (11) musi byt celé &islo, pfichazeji
v Gvahu jen hodnoty 4 = 9;1, tj. &5 = 0;2. Odpovidajici
kofeny [x] obou rovnic (11) jsou (v odpovidajicim potadi)

[x]=0,3,1,2.

Z rovnice (9) vypotteme a zkouskou se pfesv&dCime, Ze
soustava (4) ma tato feSeni:

11 .

<x=%, x=1, x=2, R<x ;

IIA
lIA

[N

pfislusna y se vypoctou z rovnice 3x + y = 2.

Jiné feleni (podle Jana Kratochvila, studenta tfidy l.a
gymnazia v Pardubicich).
a) ReSenim rovnice (5) je zfejmé kazdé &islo x, pro které
plati
[x] =0 azaroven [2-3x]=0,
tj.
0<x<1 azaroveh 02-3x<1,

odkud plyne
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Prislusné y se vypotte z druhé rovnice soustavy (4); dosta-
vame tak, ze
y=2-3x.
Regenim soustavy (4) je tedy kazda dvojice &isel x, y, kde
xe(h% ay=2-3x.

Tim jsme dokazali, Ze soustava (4) ma nekonetné mnoho
feSeni.

b) Dale je tieba dokazat, ze zadna dvojice &isel x, y,
ktera nespliiuje zaroven nerovnosti

x> 0, (12)
x< 4, (13)
y= -9, (14)
ys 1, (15)

neni feSenim soustavy (4). Diikaz provedeme nepfimo.

) Piedpokladejme, Ze soustava (4) ma feSeni x,y, kde
x < 0. Potom z druhé rovnice soustavy (4) plyne, ze y = 2,
tj. [y] = 2. Plati tedy

X"+ Dz 2,

coZ% je spor s prvni rovnici soustavy (4), tj. plati nerovnost (12).
p) Piedpokladejme, Ze existuje takové feSeni x,y sou-
stavy (4), ze x = 4. Polozme

x=[x]+e, y=[y]+v,
kde
0sp<l, O0=y<l. (16)
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Ze soustavy (4) pak dostavame
D] = -[x]%,
Ax]+30+ [y] +v¥v =2,
odkud plyne
Yo+ =2+[x(x]- 3. (17)
Z piedpokladu x = 4 plyne, ze [x] 2 4, takZe

[x]([x] - 3) z 4.

Pak z rovnice (17) dostavame
3p+y 26,

coZ je ve sporu s nerovnostmi (16). Plati tedy (13).

7) Pfedpokladejme, Ze soustava (4) mé takové FeSeni x, y,
Ze y < —9. Potom [y] < —10. Podle prvni rovnice sou-
stavy (4) je tedy [x]* 2 10, t;.

x=24 nebo x< —3.

Tyto nerovnosti jsou viak ve sporu s dokazanymi nerov-
nostmi (12) a (13), takze plati (14).

d) Piedpokladejme, Ze existuje takové feSeni x,y sou-
stavy (4), pro které plati y > 1. Pak oviem [y] = 1. Samo-
ziejmé [x]* = 0, takze

PP+ D]zt

coZ je spor s prvni rovnici soustavy (4). Plati tedy nerovnost
(15).

140



Poznamka. Pii feSeni Glohy A—I111—-2 lze s vyhodou
uzit grafického znazornéni. Sestrojime graf prvni rovnice (4);
je to sjednoceni polouzavienych &tvercl, k nimz naleZi vidy
levy dolni vrchol a polouzaviené strany leva a dolni (viz
obr. 41). Tlust® vytaZené &asti piimky 3x + y =2 jsou
grafickym znazornénim viech feSeni dané soustavy (4).
Intuitivné zjistény vysledek je ovSem nutno zkontrolovat
vypoctem.

Obr. 41
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A—1l1-3

Najdite vSetky rieSenia sustavy rovnic

xy(x6 + X3) = X3 + X3, (18)

Xy(xy + X3) = x4 + X, (19)
X3(Xy + Xg) = X5 + X, , (20)
X4(x3 + x5) = x¢ + X, (1)
xs(xq + Xg) = x; + X3, (22)
Xo(Xs + X)) = X5 + X4 (23)

$ neznamymi X, X,, X3, X4, X5, Xg-

RieSenie. Nech usporiadana Sestica &isel (x;, x5, X3, X4,
Xs, Xg) je rieSenim sustavy (18)—(23). Potom zrejme tieZ
kazda cyklickd permutacia Cisel tejto Sestice danej ststave
vyhovuje.

S¢itanim vSetkych rovnic danej ststavy dostaneme

xle + x2x3 + x3X4 + X4xS + x5x6 + x6x1 S
=Xy + X3 + X3 + X4 + X5 + X¢
Cize .
Xy(xy 4 X3) + X4(X3 + Xs) + x6(x5 + X;) =
=x1+x2+)C3+x4+x5+x6. (24)

Ak do (24) dosadime z (19), (21), (23), dostaneme
x1+X3+X5=xZ+X4+x6. (25)
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Z rovnosti (18) a (21), (19) a (22), resp. (20) a (23), dostavame,
Ze plati:

X2+ Xe+F0< x34+x5+0, x4+x6F0<x; +x3%0,

XZ+X4#:0<=>xl+x5=‘=0 (26)
a taktiez
X3+ xs+0 = xx4 =1, X;+x3F0 = xx5=1,
X;+ X5+ 0 = x3x6=1. (27)

Z ¢oho vyplyva, ze stali uvaZovat o nasledujicich 4 pri-
padoch:

1. Vsetky 3 sGéty x; + x5, X3 + X5, X5 + X, sG rozne
od nuly. Potom podla (27) plati

X Xg =1, Xax5=1, x3x6=1, (28)

z ¢oho vyplyva, ze x; = 0 pre vietky i = 1,2, 3,4,5,6.
Ak z (28) dosadime do (18)—(20) za x,, x,, x5, mame

1 1
xl —_ =X3+x5,
X3 Xs

1 1 1
"—(x1+X3)=_+—"‘,
Xs Xy X3
L1 +

|l—+—)=x Xy,

3 Xs X, 5 1
z ¢oho vyplyva:
X; = X3X5, Xs = X1X3, X3 = XyXs . (29)
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Kedze xlxg,x'5 + 0, dostaneme vynasobenim rovnosti (29)

x1X3x5 = 1, (30)
z &oho vzhladom na (29) mame
x2=1, x(2=1, x(=1
Cize
X)) =1, |xs]=1, |x|=1.

Z nasho predpokladu o suctoch x, + x5, X3 + X5, X5 + X,
vyplyva, Ze €isla x,, x3, x5 musia byt rovnakych znamienok,
z &oho vzhladom na (30) mame

Xy = X3 = x5 s 1 (31)
a z (28) hned dostavame
x2=X4=x6=1. (32)

Dosadenim sa Tahko presvedime, Ze (31), (32) dava ritSenie
danej ststavy.

2. Prave jeden zo suétov x; + X3, X3 + X5, X5 + X; sa
rovna nule. Nech plati napr.

X, +x3=0, X3+ x5+0, Xs +x; £0.

Potom z (26) a (27) mame
X4 +%x6=0, XXy =1, X3Xg =1,
z &oho x3 = —Xx;, Xg = —X,, a teda x3x, = —1. Z (25)
mame xs = X,. V uvaZzovanom pripade teda plati
1 1
= — = —, X5 = X3, X = ——, 33
X3 X1, Xa X 5 2 6 X, ( )
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pri¢om z (18), (20), resp. (21), (23) pre x,,x, po dosadeni
20 (33) dostaneme

—1+x1x2=—-x,+x2,
—X1 X, — 1= x;, + x4
a s¢itanim oboch rovnosti dostavame x, = —1 pri lubo-

volnom x, = p + 0. Skuskou sa lahko presved¢ime, Ze
v tomto pripade sustave (18)—(23) vyhovuje Sestica &isel

Xy =p, X;=-—1, x3=—p, X4=;, Xs=—1, xg=—-,

pricom p je Tubovolné &islo rozne od 0, —1, 1. Posledné
dve ¢isla musime vyladit preto, lebo podla predpokladu
X3+ Xs=—-p—1%0, xs+x;,=—-14+p+0.

3. Prave dva zo suétov x; + x3, X3 + X5, X5 + X; sU
rovné nule. Nech teda

xl+X3=0, X3+X5=0, x5+x1’-ﬁ=0.
Podla (26) a (27) potom plati
X4 +x6=0, X; +x6=0, X3Xe = 1

a vzhladom na (25) dostavame

1
Xy =Xy, X3=—Xy, Xg=X1, Xs=Xp, Xg= N (34)
1
. 1 , 2
ale tiez x, = —xg = —, z ¢oho hned mame xi = 1.
X1
Pre x, su teda dve moZnosti: x; = —1, x; = 1, z ktorej
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kazdej zodpoveda — vzhladom na (34) — jedno rieSenie
danej sustavy:

x; =1, x,=1, x3=-1,
xXg=1, xs=1, x¢=—1;
x,=—-1, x,=-1, x3=1,
Xg=—-1, xs=-1, x4=1,

o ¢om sa [ahko presved¢ime dosadenim. Druhé riesenie sa
dostane z rieSenia v pripade 2 pre p = —1, resp. pre p = 1.

4. Vsetky tri subty x, + X3, X3 + X5, Xs + X; SU rovné
nule. Potom podla (26) tieZ x, + x4 =X, + Xg =X¢ + X, =0
a vzhladom na (25) v tomto pripade dostavame

Xy =X =X3=X,=2X5=X¢=0,
¢o zrejme danej sistave vyhovuje.

Zaver. Vsetky rieSenia danej sistavy moZno zhrnuf v na-
sledujuce;j tabulke (p + 0):

X, 1 p|l—-1] —1 -1 -p| -1 1 -1 10
p p
1 1
x, || 1 -1 pl—-1 —1 -1 =p 1 1]-1]0
P p
1 1
x3 || 1 -p| —1 p| —-| —1 - =1 1 10
p P
1 1
x, || 1 -1 =p| -1 p| —-] —1 1] -1 1{0
p p
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xs || 1 -1

-
~

—
|-

xe | 1| —-] =1

A-111-4
Najdéte viechny takové hodnoty parametru p, aby rovnice
x=2|+y=3+y=p (35)
byla rovnici néjaké poloptimky v roviné x, y.

ReSeni. Viimnéme si nejprve, Ze |z| = 0 pro viechna z
a rovnost nastava, pravé kdyz z = 0, a dale Ze

|z|+z_20

pro viechna (realn4) z a rovnost nastava, pravé kdyz z £ 0.
Upravime-li tedy rovnost (35) na tvar

k=2 +ly-3+y-3=p-3,
je leva strana vzdy neziporna a je rovna nule, pravé kdyz

x—2=0 a y—-3=0,
tj. pro
x=2 a y=<s3.

Proto dané rovnosti nevyhovuje zadny bod, je-li p < 3,
a pro p = 3 je mnoZina v§ech bodl vyhovujicich rovnosti
(35) zfejmé polopfimka.
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Je-li p > 3, dostavame jiz v poloroviné y < 3 mnoZinu
feSeni tvaru |x - 2| =p—3, tj. dv& rizné polopiimky
x—2=+(p-3).

Vyhovuje proto jen

p=3.

Jiné ¥eSeni. Utvar, pro jehoZ body je splnéna dana rov-
nice, je symetricky podle pfimky x = 2, coZ plyne z toho,
Ze v rovnici (35) je x obsaZeno jenom ve vyrazu |x — 2|.

Rovnice (35) ma byt rovnici n&jaké polopfimky. Avsak
jestlize polopfimka je soum&rna podle n&jaké osy, pak musi
byt podmnozinou této osy. Hledani polopfimka je tedy
podmnozinou pfimky x = 2.

Dosadime-li x = 2 do rovnice (35), dostaneme:

ly=3l+y=p.

Rozli¥me tytb moznosti:

1
I. Necht y 2 3. Pak y = E(p + 3).
II. Necht y<3. Pak 3—y+y=p, tj. 0.y=p—3.
Vysetfme sjednoceni mnozin nalezenych v ptipadech I a II:

A. Je-li p > 3, pak je rovnici (35) za pfedpokladu x = 2

uréena mnozina
1
{[2, i(p + 3)]} uo.

B. Je-li p = 3, pak je rovnici (35) za predpokladu x = 2
uréena mnoZina

{[23}u{[xyl;ix=2Ay=3}={[xy];x=2Ay<3}.
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C. Je-li p < 3, pak je rovnici (35) za pedpokladu x = 2
urena mnozina
Pud=9.

Poloptimku jsme obdrZeli jenom v piipadé B, takZe jsme
dospéli k zavéru, Ze mnozinou bodi vyhovujicich rovnici (35)
je polopfimka, pravé kdyz je p = 3.

Resil Leszek Gajdzica, 4.d, gymnazium s polskym jaz. vyu&o-
vacim, Cesky T&in

A-Ill-5

Najdéte mnozinu vrcholti 4 vSech rovnoramennych troj-
uhelnikti ABC s hlavnim vrcholem B, jejichZ strana BC je
obsazena v daném ¢tverci P, P,P5P,.

ReSeni. Vysetfovanim specialnich poloh trojihelnikt
ABC lze oCekavat, ze hledana mnozina M je sjednoceni S
Styt (uzavienych) kruht K(P;; a \/5), kde a je délka strany
daného &tverce, s vyjimkou &tyf boda hranice S, které lezi
na uhlopfickach &tverce (obr. 42).

Dokazeme nejprve, ze kazdy bod A vyhovujici tloze
lezi v S. Je-li AABC trojuhelnik vyhovujici tloze, je

AB = BC < BP,,

kde P, je takovy vrchol ¢tverce, ktery je od B nejvzdalené;si
(obr. 42). Proto bod B lezi v téze poloroving vytaté osou o
useky AP, jako bod A. Tedy pfimka o ma neprazdny
prinik s danym &tvercem. Proto existuje vrchol ¢tverce P;
v té poloroviné podle o, ktera obsahuje A4, a tedy

AP, < PP <a /2.
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Necht AeK(P,.;a\/E) a A+ Q,. Uvazujme nejprve, Ze

A¢ PO,

\. /s
N /
04 Qg

N > y
N /.' &
N AU
l% P4 _,—ﬁ' é k3
l /l, ~) C
Lt
g, IN
7. ° /
VAN R
: AN k.
/\'1 / '\ 2
7
s
y
A
e
R B=5
7
/R A
4 Obr. 43

Kruznice k(P;, P;A ma pak ve &tverci (obr. 43) spoledny
bod C s pfimkou P;Q;. Zvolime-li B = P,, pak body A4, B, C
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tvofi vrcholy trojuhelniku vyhovujiciho tloze. Lezi-li bod 4
(obr. 44) na piimce P,Q; a A + P;, j = 1,2,3,4, pak kruz-
nice k(P;, P;A) ma se &tvercem spoleény bod C lezici mimo
pfimku P;Q;. Pak opét B = P; vede k feSeni ulohy. Je-li
A =P, j=1,23,4, pak za B zvolime stfed Ctverce.

A-I1ll1-6

Nech M je mnozina usporiadanych dvojic (x, y) realnych
Cisel s tymito vlastnostami:

1. Existuje dvojica (a, b) € M taka, e ab(a — b) + 0.

2. Ak (x4, y,) €M, (x5, y,) €M a c je realne &islo, potom
tieZ (x; + X, ¥y + y,) €M, (cxy, cy;) €M, (x1X5, y1¥,) M.

Dokazte, ze M obsahuje vsetky usporiadané dvojice
realnych &isel.

ReSeni.*) Povazujme dvojice (x,y) za vektory v dvoj-
rozmérném bodovém prostoru R,. Podle zadani M obsahuje
alespoti jeden vektor (a,b) a dale, obsahuje-li vektory
(X1, ¥1), (x2,v2), pak obsahuje také viechny jejich linearni
kombinace.

Kromé vektoru (a, b) obsahuje M nap¥. téZ vektor (a2, b?).
Ptitom podle podminky 1. je a =0, b £ 0, a + b, takZe
vektory (a, b), (%, b?) jsou linearn& nezavisle.

Vektorovy prostor R, je dvojrozmérny, proto kazda
dvojice jeho linearné nezavislych vektord tvofi jeho bazi.
Protoze M obsahuje oba vektory baze {(a,b), (a* b?)},

*) Toto fefeni odménil MU CSAV v Praze za originalitu finanéni
Castkou 500 Kés.
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obsahuje viechny jejich linearni kombinace, tj. M je mno-
Zinou vsech vektorl v R,.

To v8ak znamena, ze M obsahuje vSechny uspotadané
dvojice realnych ¢isel.

Resil JiFi Peridz, 3.b, gymnazium, tf. kpt. Jarose, Brno

Jiné FeSeni. Necht (a, b) € M je takova uspofadana dvojice,
e ab(a — b) + 0. Takova dvojice podle vlastnosti 1 existuje.
Pak uzijeme vlastnosti 2 pro x;, =a, y, = b, x, =aq,
v, = b. Dostavame, ze (a* b*)eM.
Necht (x,y) je libovolna uspofadana dvojice realnych
¢isel. Soustava rovnic A
a’c, + ac, = x, (36)
b%*c, + bcy =y

o neznamych c;,c¢, ma pak vzdy pravé jedno feSeni*),
nebot determinant soustavy

2
Zz’ Z = a’b — ab®> = abla — b) + 0.

Necht (cy, ¢,) je feSeni soustavy (36). Pak podle vlastnosti
2 plati (a*cy, b*c,)eM,

(acy, bcy)eM,
a tedy

(a*cy + ac,, bcy + bcy)eM,

tj.

(x,y)eM.
*) K tomuto zavéru se snadno dospgje i bez znalosti determinant.
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Plati tedy: Jestlize (x,y) je libovoln4 uspofadana dvojice
realnych &isel, pak (x, y)e M, coz se mélo dokazat.

Resil JiFi Navrdtil, 2.a, gymnazium, Olomouc-Hejéin
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