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IV. Soutézni ulohy II. kola

KATEGORIE A
A-Ill-1a

Je dan pravidelny ¢tyfsttn MNPQ o hrané délky 1.
Dokazte, ze kazda krychle, jejiz ¢tyfi vrcholy lezi ve sténé
MNP a zbyvajici Ctyfi v dalsich sténach ctyfsténu, ma
hranu mensi nez §.

Obr. 16 N
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ReSeni. Necht krychle ABCDA'B'C'D’ spliiuje v textu
uvedené¢ podminky; ve sténé MNP necht lezi jeji sténa
ABCD. Pak rovina A'B'C’ je rovnob€zna s rovinou MNP,
takze dany Ctyfstén protina v rovnostranném trojihelniku;
jeho vrcholy oznaéme M’, N', P’ (obr. 16). Ctverec A'BC'D’
je ziejme trojuhelniku M'N’P’ vepsan. To je moZné jediné

PI
D X C 4
a X
. 2’ Obr. 17
MoA 8 N

tak, ze jedna ze stran Ctverce A'B'C'D’ je &asti jedné ze
stran AM'N’P’. Necht napt. A’'B' = M'N’ (obr. 17). Oznatme
a velikost usetky M'N’ a x velikost hrany vepsané krychle.
Pak z AB'N'C’ plyne

tg60° = —
Chd 0,5(a — x)’

V3la - x) = 2x,
= (- ay. ()

Snadno lze spocitat, ze pravidelny ¢tyfstén o hrané€ délky
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d ma t&lesovou vysku k = d../%; vyska &tyisténu MNPQ
je tedy
v=,/%. (2)

Ctyfstén M'N’P'Q je ziejmé také pravidelny, a proto je jeho

vyska
v =a./3. (3)

Z rovnosti (2) a (3) vyplyva, ze

=(1-a V3 )

Z (1) a (4) dostavame rovnici pro a:

2-VIa3= (-0,

NG
6+.2-3/3
Podle (1) pak dostavame
_ (2 - \/g)\/6 (5)
6+2-33

Ztejm€ x > 0. Z nasich uvah plyne, Ze zpiisobem popsanym
v textu ulohy lze danému &tyfsténu vepsat pravé tfi riizné
navzajem shodné krychle, jejichz hrany maji délku (5).

z niz plyne

a=

Mame dokazat, ze plati x < 3. Podle (5) je

——{6+\/§—3f\f2+\f=
={3/6+4/3+6)>3.

Tedy x < 4.
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A-I1l1-1b

Rieste sustavu rovnic s neznamymi x,, X,, X3, X, a S para-
metrami ¢y, ¢,, C3, C4°

X, — X, =C1s
=Xy +2x; — X3 =y,
—X; +2x3 — X4 =3,
—X3 + 2X4 =Cq4.
ReSeni. Z prvni rovnice je
Xyp = X3 =€ — Xy,
ze souctu prvnich dvou rovnic
X2—X3=C1+C2_x1,
ze souctu prvnich tfi rovnic
X3—x4=C1+C2+C3'—x1,
ze souctu vsech Ctyf rovnic
X4 =C +Cy+cCc3+cCcy— X
Sectenim poslednich dvou rovnic
_ X3 =2¢y + 2¢, + 2¢3 + ¢4 — 2x4,
dale
X, =3¢y + 3¢, + 2¢3 + ¢4 — 3%y,

a kone¢né _
Xy =4cy + 3¢y + 2¢3 + ¢4 — 4x,.
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Proto je

— 4 3 2 1
Xy =73C; + 35¢; + 5¢3 + 5C4,
—_ 3 6 4 2
Xy = 5C; + 5C3 + 5¢3 + 5C4,
= 2 4 6 3
X3 = §C; + 35C; + 5C3 + 5¢4,

I | 2 3 4
X4 = 5C; + 5C; + 5¢3 + 5¢4.

Snadno se presvédCime, Ze toto feSeni soustavé skutetné
vyhovuje.

Diskuse: ReSeni je jediné, na hodnotach parametri
Cy, €3, C3, C4 Pritom nezalezi, mohou to byt libovolna &tyfi
realna Cisla.

A-Ill-2a

Je dana mnozina funkci f(x) = x* + b|x| + ¢, kde b,c
jsou realné parametry. Najdéte vSechny funkce z této mno-
Ziny, které maji v intervalu {—3%,1) nejvétsi hodnotu 2
a nejmensi hodnotu 1.

ReSeni. Graf I" kazdé funkce f lze slozit z &asti grafi
I, I, funkci

filx) = x* + bx + ¢,
fo(x) =x* —bx + c.

Funkce f; ma minimum pro x = —31b, funkce f, pro
x = 3b; v obou pfipadech je minimum ¢ — 4b%. Pro b = 0
je fi=fo, I =I, =L, Pro b >0 je graf I' slozen pro
x = 0 z casti grafu I}, pro x < 0z &asti grafu I, a to z té&ch
Casti, které neobsahuji vrcholy parabol I, I;. Také pro
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b < 0 je graf I sloZen pro x = 0 z ¢asti grafu I}, pro x <0
z Casti grafu T, ale .z t&ch &asti, které obsahuji vrcholy
parabol I, L.

a) Je-li b 2 0, nastane minimum pro x =0 (je tedy
c= 1) a maximum pro x = 1. To naznauji obr. 18, 19 a Ize
to snadno prokazat vypoétem. Dostavame pro b = 0 funkci

\ !
\\ /
\ B n //
| \
ﬁ=G=F \ /
| \ /
|
| \ /I /
: \\ / \\ //
== T T
Lole | c-7 4 ¢ -7
! | H '
- o 1 _Efb 0 b
Obr. 18 Obr. 19

x> x? + 1, ktera skuten& spliiuje podminky ulohy, pro
b > 0 nedava rovnice 1 + b + 1 = 2 feSeni.

b) Je-li b < 0 (viz obr. 20), je tfeba rozlisit dva pfipady:
) —3b<lap) —3b>1

V pfipadé o) nastane minimum pro x = —3b, a pla‘i
tedy ¢ — 4b?> = 1. Bud nastane maximum pro x = 0; pak
je ¢ =2, b= —2 a dostaneme jako mozné feSeni funkci

X x? — 2]x| + 2, ktera skute¢né vyhovuje. Nebo nastane
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maximum pro x = 1, coZ vede k rovnici 1 + b + ¢ = 2;
spojenim s rovnici ¢ — 2b? = 1 dostaneme b = —4, coZ je
ve sporu s pfedpokladem «).

b<0

b? 2
7 lc-2
| 1
b |0.»

2 2

Obr. 20

V piipad¢ B) nastane minimum pro-x = 1 a maximum
pro x = 0. Z toho plynou rovnice 1 + b+ c=1a ¢ = 2,
z nichz dostaneme b = —2, coz je spor s pfedpokladem p).

Uloha mé tedy dvé feSeni x+—>x2 + 1 a xr>x? — 2|x| + 2.

A—-11-2b
Urcte vSetky realné Cisla x, pre ktoré plati
3[x]* + 6x —4=0. (R)

[x] znamena takeé celé &islo y, pre ktoré plati y < x <y + 1.
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ReSeni. 1. zpiisob: Oznaéme z = x — y; pak je
0<:z<l1. (6)

Do dané rovnice dosadime x = y + z. S pouZzitim rovnosti
[x] = y dostaneme

6z =4 — 3y — 6y. (7)
Vzhledem k (6) dostaneme z (7)

0<4-3y?—6y<6. (8)
Z (8) plyne
0<3y’+6y+2=56. 9)

Grafem funkce t = 3y* + 6y + 2 v soufadném systému
(0,y,1) je ,konvexni“ parabola, jejiz osa o je rovnob&zna

t
[2:2] [0.2]
1
N Yy
; 5
Vi1 Obr. 21

s osou t a jejiz vrchol je v bodé [—1;1] (obr. 21). Je-li
y< —3 nebo y=1, je t = 11, coz je spor s pravou ne-
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rovnosti soustavy (9). ReSeni soustavy (9) mohou byt jedin&
ta cela Cisla y, pro néz plati

—2Ey= 0.
Piislusna tabulka je
y 2 1 0
t o 2 -1 2
i

Vidime, ze y = —1 nevyhovuje vztahu (9). Pro y = —2;0
dostaneme podle (7) z = +% a dale x = —%; %. Dana uloha
ma skuteéné dvé feseni, jak se ovefi zkouSkou.

Poznamka. Soustavu (9) lze vyfesit je§té timto zpuso-
bem: Ur&ime obor pravdivosti A vyrokové formy A(y) =
= 3y? + 6y + 2 > 0 a obor pravdivosti B vyrokové formy
B(y)=3y*+6y+2<6.

Plati

A=<—oo; —1—§)u<—1+§; +oo),

V priniku A n B lezi dvé cela ¢isla: —2 a 0. Dalsi postup
je stejny jako v prvnim piipadé.

2. zpiisob: Ma-li platit (R), musi byt 6x celé &islo. Je tedy x
nutné tvaru
X=q+gr,
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kde g je celé a r =0,1,2,3,4,5. Potom oviem [x] = g,
takZze (R) Ize psat ve tvaru

3¢ +6g+r—4=0. (10)

Odtud je vidét, ze r — 4 musi byt délitelno 3. To je mozné
jenom tehdy, je-li bud r = 1, nebo r = 4. Tyto pfipady
vySetfime postupné.

a) r = 1. Potom z (10) dostavame

3q(qg + 2) =3,
tzn.

qg+2)=1,
ale takové celé g neexistuje.
b) r = 4. Z(10) vychazi
3q(g +2)=0,

takze je bud ¢ = 0, anebo ¢ = —2. V prvém piipadé je

Wi

X =

b

ve druhém
4.
x= —%;

dosazenim do (R) se pfesvéd¢ime, Ze to jsou skutecné feseni.

A-Ill-3a

V roviné je dana kruznice k o poloméru 1 a ji vepsany
rovnobéznik A4,B,B,A,, pro ktery plati A,B, = 1. Dale
je dano n — 1 rovnobé&znikt A,BB;A;,i=3,4,...,n+ 1,
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n > 1 tak, Ze viechny vrcholy Aj, B;, A4, By, ..y Api1s Buty
leZi uvnitf kruznice k. Oznalme s soucet obsahti vSech
rovnobéznikl, které lze zapsat ve tvaru A;B;B,A,, i,k =
=1,2,...,n + 1,i<k. Dokazte, Ze plati

ny3<s<¥n?—n+2.3.

ReSeni. Rovnob&znik 4,B,B,4, ma obsah ./3, nebot
to je vzdalenost dvou navzajem rovnob&Znych tétiv 4,B,,
A, B, kruZnice k, které maji délku 1. Viechny ostatni usecky
AB; i=3,4,...,n + 1, leZi uvnitf pasu roviny s hranicemi
A,B, a A,B,. Lezi-li viechny body 4, B;,i = 3,4,...,n+ 1,
v pfimce, vznikne mimo rovnobéZnik A,B,;B,A, jesté
2(n—1)rovnob&zniki A, B, B;A;a A,B,B;A;,i=3,4,...,n+1,
z nichZ vzdy dva odpovidajici A,B,B;A; a A,B,B;A; maji
obsahy se soutem \/5 Pro &islo s mame v tomto pfipadé

rovnost
7 so=3+(n-1)3=n/3. (11)

V jinych pfipadech pfistoupi k uvedenym 2n — 1 rovno-
béznikim nejvyse r rovnobézniki, které lze zapsat ve tvaru
AiBinAk’ i, k = 3, 4, S [ + 1, i .< k. Zi’.ejmé je

r§<n;1)=%(n—1)(n—2).

Kazdy z téchto rovnob&znikii ma obsah mensi nez \/3 ;
pro soucet s’ jejich obsahti tedy plati

S <r 3§—‘2[—3(n2—3n+2).
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S pouzitim (11) dostaneme

/3

s=so+5<n 3+—2—(n2—3n+2),
§.
s<i(n®—n+2)./3;
n 3§s<%(n2-—n+2)\/§.

A—-11-3b

uhrnem

Je dano kladné &islo s a konvexni ¢tyfahelnik ABVM,
< v némz je Ghel <X AVB pravy. Urlete takové body X, Y
ramen VA, VB, aby pfimka XY prochazela bodem M a aby
platilo VX + VY =s.
a) Vyjadfete VX pomoci délek s, d = VM a velikosti
uhlu w = XAVM.
b) Stanovte podminku fesitelnosti ulohy.

Re3eni. Na obr. 22 je oznageno VX = x, VY = y. Ziejmé
je o < im.

B B
Y
M
A ‘ v
N/
M Obr. 23




Pro obsahy trojihelnikt plati

AVXY + AVXM = AMVY,
neboli
ixy + ddxsinw = ddycos w,
§.
dx sin w

(12)

Y= dcosw—x
ProtoZe VX + VY = s, plyne z (12)

dx sin w
X+———— =s’
dcosw — x

tj.
x* —(dcosw + dsinw + s)x + dscosw = 0. (13)
Podle obr. 23 je iloha fesitelna pravé tehdy, ma-li rovnice (13)

kladny kofen, pro ktery plati x < VM, (M, je pravouhly
primét bodu M do poloptimky VA), neboli

x <dcosw. (14)
Diskriminant rovnice (13) je

D= (dcosw + dsinw + s)* — 4dscosw,
po uprave
D =d*sin’w + 2dsinw(dcosw + s) + (dcosw — 5)°.

(15)

Protoze d > 0, cosw >0, s > 0, sin w > 0, je D > 0, tj.

rovnice (13) méa dva realné kofeny x,,x,. ProtoZe jejich

soudet i soutin jsou kladna &isla (viz (13)), jsou oba kofeny

X, X, kladné.
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Nutna a postaCujici podminka feSitelnosti Glohy je, aby
men3i z obou kofend x,,x, rovnice (13) byl mensi nez
d cos w. Mensi kofen x; je dan vzorcem

dcosw+dsinw+s—\/5
x1= 2 .

Podminka feSitelnosti je po upravé
dsino + s —dcosw < /D. (16)

Je-li dsinw + s —dcosw 20, plyne z (16) po Gpravé
vzhledem k (15)
0 <4d*sinwcosw. (17)

ProtozZe postup lze obratit (v pfipadé dsinw + s — dcosw 2 0),
je x; < dcosw auloha je fesitelna.

Vysetime tedy jeSt€ pfipad dsinw + s —dcosw < 0.
V tomto piipad& plati (16) bez dalich podminek. Po pfi-
&teni 2d cos w na obou stranach (16) zjistime, Ze opét plati
Xx; < dcosw, a uloha je tedy opét fesitelna.

Uloha ma tedy v kazdém pripadé aspoii jedno Feseni.

KATEGORIE B
B—ll—1a

Zostrojte AABC, v ktorom pre velkost t, taznice z vr-
cholu C na stranu AB a pre velkost a strany BC plati
t. = 3a,
ak su dané velkosti b, ¢ stran AC a AB.
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RieSenie. Rozbor. OznaCme D stred strany AB. Potom

plati »
BC:DC=a:t,=2:3.

Dalej bod C lezi na kruznici k = (4; b).

Obr. 24

Konstrukcia: (obr. 24). Najskor zostrojime stranu AB
s velkostou ¢, jej stred D a kruznicu k = (4;b). Potom
zostrojime bod E leziaci vo vnutri usecky BD, pre ktory
plati BE: DE = 2:3, a taky bod F na prediZeni usetky DB
zabod B, ze BF = 2. BD, tj. BF : DF = 2:3. Potom opi$eme
kruzZnici | nad priemerom EF. Uréime k n I. Zvolme bod
Cekn I V pripade, ze C nelezi na priamke AB, je AABC
hladanym trojuholnikom.

Skuska. Z konstrukcie vyplyva, Ze strany AB a AC maju
skuto¢ne v uvedenom poradi velkosti ¢ a b. Kruznica [ je
zrejme Apolloniovou kruznicou pre body B,D a pomer
BX :DX =2:3,takze a:t, = 2:3, tj. t, = 3a.
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Diskusia. Uloha bude mat riesenie prave vtedy, ked sa
budi kruZnice k a | pretinat ¢iZe prave vtedy, ked kruZnica k
bude mat spolo¢ny bod s vnutrom usecky EF, tj. prave

vtedy ked
AE < b < AF. (18)

Plati AE=AB—EB=c—%.ic=%c, AF=AB+ BF =2c.
Podmienka (18) teda znie

fc<b<2c. (19)
KruZnice k a [ maju sice v pripade (19) dva priese¢niky, ale
uloha je nepolohova, takZe sa uvazuje len o jednom z nich.

Teda, ak plati (19), ma Gloha jediné riedenie. Ak neplati (19),
potom uloha nema riesenie.

B—-Ill—-1b

Je dany ostrouhly trojuholnik ABC, v ktorom uhol BAC
ma velkost a. Obsah trojuholnika je P. Ozna¢me B, pitu
vy$ky z vrcholu B na stranu AC a C, pitu vySky z vrcholu C
na stranu AB. Vyjadrite obsah §tvoruholnika BCB,C, po-
mocou P a o.

RieSenie. Z pravouhlych trojuholnikov ACC,; a ABB,
dostavame (obr. 25)

AC; = ACcos a,
AB,; = ABcosu.

Podla vety sus pre podobnost trojuholnikov je teda
AABC ~ AAB,C,
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s pémerom podobnosti AB, : AB = cosa. Pre obsah P,
trojuholnika AB,C, teda plati

P, = Pcos®a.

Obr. 25

Pre obsah P’ §tvoruholnika BCB,C, potom dostavame

P'=P — Pcos’a = P(1 — cos’a) = Psin’a.

B—ll-2a

Nech a je nezaporné realne Cislo. Definujme funkciu
sJ(x) takto:
1 pre x > a,
sdx)=4 0 pre |x| = a,
-1 pre x < —a.

Rieste rovnicu Y s{x) = kx, kde k je realny parameter.
i=0
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RieSenie. Oznatme S(x) = ) s{(x) a skumajme podrob-
i=0

nejsie vlastnosti funkcie S(x). Predovietkym je vidiet, ze

ide o funkciu neparnu, pretoze pre kazdé realne x plati

S(—x) = —S(x). Vzhladom na to, Ze prava strana danej

Obr. 26

rovnice je tiez neparna funkcia (plati: k(—x) = —kx),
sta&i sa obmedzif len na interval {0; o). Ak bude korefiom
nasej rovnice nejake ¢islo x = 0, potom jej bude vyhovovat
aj Cislo —x.
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Vratme sa k funkcii S(x). Pre x =0 je S(x) =0. Pre
xe(m — 1;m), kde m je prirodzené ¢&islo, je

Pre kazdé i < m — 1 je pre x z uvedeného intervalu s(x) =1
a prvy s€itanec tohto suctu je teda rovny m. Druhy s¢itanec
je rovny nule, pretoZe tu |x| < i pre vietky i. S(x) je teda
stupiiovita funkcia, ktora na intervale (m — 1;m) nadobuda
hodnotu m. Jej graf je na obr. 26.

Pre k =1 je rieSenim danej rovnice v intervale (0; o)
kazdé prirodzené Cislo a nula a v obore vsetkych realnych
Cisel je teda jej rieSenim kazdé celé Cislo. Pre k < 1 nema
okrem rieSenia x = 0 dana rovnica Ziadne dalSie rieSenie.

1
Pre ke<1 +— 1+
m

1
1), kde m = 2, 3, 4, ..., je rie-

Senim kazdé &slo x =i, kdei= —m, —m+1,.., —1,0,1, ...

1 1
....,m. Pre k = 2 ma rovnica korene — E; 0; ©

B-11-2b
Je dana mnozina funkcii
x2x — |x| + alx — 4],

kde a je realny parameter. Urcte vSetky hodnoty a, pre
ktoré graf prislusnej funkcie méa s osou x spolo¢ny aspon
jeden bod.
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RieSenie. Budeme rozlifovat pripady a = 0,a > 0,a < 0.
Pre a = 0ide o funkciu x — 2x — |x|, ktorej graf ma s osou x
spoloény jedine bod [0; 0].

I. Ak a > 0, uvazujme o danej funkcii na intervaloch
Jy =(—0,0), J, =<0;a), J; =<a, ). V tychto inter-
valoch su funkéné rovnice funkcii danej mnoZziny uréené
takto:

Jiix—>(3 —a)x + a?,
Jy: x> (1 —a)x + a?,
Jyi x> (1 4+ a)x —a®.

V intervale J, nema graf funkcie spoloény bod s osou x,
pretoze je to usetka s krajnymi bodmi [0;a?], [a;a].
Grafom uvazovanej funkcie v intervale J; je polpriamka
vychadzajuca z bodu [a; a] a prechidzajuca bodom
[2a; 2a + a?], ktora nema taktieZ spoloény bod s osou x.
Iba graf funkcie v intervale J, méZe mat s osou x spolo¢ny
bod, a to prave vtedy, ked 3 — a > 0 CiZe ak

0<a<3. (20)

II. Ak je a < 0, budeme uvaZovat o danej funkcii na
intervaloch J, = (—o0; a), Js = (a; 0), Js =<0; 0),
v ktorych su funkéné rovnice:

Ja: x> (3 —a)x + a?,
Js: x—>(3 +a)x —a?,
Jo: x> (1 + a)x — a*.
Analogicky ako v pripade I sa ukaZze, Ze v intervale J,, J

nema graf danej funkcie spolo¢ny bod s osou x. Spolo¢ny
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bod s osou x mdze mat len v intervale Jg, a to prave vtedy,
ked 1 + a > 0 &ize a > —1. KedZe je zarovei a < 0, do-

stavame
—-1<a<0. (21)

Ak k podmienkam (20), (21) pripojime este pripad a =0,
dostaneme nutnii a postaujucu podmienku riesitelnosti

ulohy: l<a<3

B—ll—-3a

Je dany $tvorec ABCD, ktorého strana ma dizku a. Vo
vnutri tohto Stvorca najdite mnozinu vrcholov Z vsetkych
pravouhlych rovnoramennych trojuholnikov XYZ s pre-
ponou XY = a, ktorych vrcholy X, Y leZia na obvode
daného Stvorca.

RieSenie. 1. Najskor vySetrujeme pripad, ked vrcholy
X a Y lezia vo dvoch protilahlych stranach daného $tvorca
(obr. 27). Potom sa Tahko zisti, Ze v tomto pripade mnoZinou

D

c D

T
N\

/
sl N




vSetkych vrcholov Z leziacich vo vnutri §tvorca ABCD je
mnozina M, vSetkych vnutornych bodov strednych prieCok
Stvorca ABCD.

2. Zaoberajme sa pripadom, ked vrcholy X a Y lezia
vo vnutri oboch susednych stran daného $tvorca. Pre tento
pripad ozna¢me M, mnozinu vsetkych vrcholov Z leziacich
vo vnutri daného Stvorca. Bod X je zrejme obrazom bodu Y
pri otoceni okolo bodu Z o uhol 90° v kladnom alebo za-
pornom zmysle (obr. 28). Bod Z je vnitornym bodom §tvorca
ABCD a kazdé dve susedné strany Stvorca s navzajom
kolmé. Preto mnozina M, je Castou mnoziny vsetkych
vnutornych bodov uhloprie¢ok daného Stvorca.

YII U]
} O VI, D >3 C
[N "
! : \\ Xi 24 23
AN
| S N S, |
VAN 1p % S,
ZY NN
L Z1 21 22
T :Z' XII
1
A R /3 A S, B
Obr. 29 Obr. 30

Oznaéme S prieseCnik uhloprieCok daného Stvorca
(obr. 29). Uvazujme o usetke AS. Nech Z, je taky bod tejto
tsetky, ktory ma od stran BC a CD vzdialenost 3a ﬁ
Zrejme Z, € M,. Ak zvolime Tubovolny bod Z’ leziaci vo
vnutri useC¢ky AZ,, potom prislusné body X' a Y’ mdzu
lezat bud na stranach DC a BD, alebo AB a AD. Na stranach
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DC a BC také body neexistuju, pretoZe vzdialenost bodu Z’
od tychto stran je vi&sia nez 3a ﬁ Dokazme, Ze ani na
stranach AB a AD nemozu lezat také body. Oznatme Ra T
v uvedenom poradi pravouhlé priemety bodu Z' na strany
AB a AD. Dalej je AZ' < AS = 1a./2, takZe pokial by
existovali na stranéch AB a AD body X' a Y’ patrili by

Z'¢M,.

Nech bod Z” je TubovoInym vnitornym bodom (obr. 30)
use¢ky SZ,. Ozna¢me P, Q v uvedenom poradi pity kolmic
zbodu Z" na strany BC a CD. Zrejme Z'P=2"Q <3a \/5
Zostrojme kruznicu k = (Z";3a \[ Tato kruznica ma
s priamkou BC dva spoloéne body X1 a X a s priamkou
CD spolo¢né body Y," a Y,. VSetky tieto body lezia na
obvode §tvorca a nesplyvaju s jeho vrcholmi, pretoze P a Q
st vnutorné body usecieck BC a CD, Z"C > SC = af

aZ'B=2"D > SD = ga\/ Vyplyva z AZ"SD). Zo zhod-
nosti trojuholnikov Z"PX| a Z"QY," a z toho, ze X PZ"Q =
= 90° vyplyva, ze trojuholnik X{Z"Y}" je pravouhly a rovno-
ramenny s preponou XY/ Teda Z" e M.

Zavér. Hladanou mnozinou je mnoZina M; U M,, ktora
je na obr. 30 hrubo vytiahnuta (S,, S,, S;, S,¢M; UM,,
Z,2,,Z5,Z,eM; UM,).

B—-11-3b

V jednotkovej $tvorcovej sieti je zakreslena ststava sirad-
nic, ktorej osi lezia v priamkach siete. Nech (p, g) je bod
siete, kde p a g st prirodzené Cisla, p < ¢q. Dokazte mate-
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matickou indukciou podla &islan = p + g, Ze po priamkach
siete sa mozno dostat zo zaiatku sGradnicovej sistavy do
bodu (p; g) cestou dlzky p + g prave

pP+ap+g—1)...(g+2)(qg+1)
pp—1)..2.1

spOsobmi.

RieSenie. V3imnime si najskor, e cesta dizky p + g
z bodu (0; 0) do bodu (p; g) ma vlastnost, Ze je najkratsia,
a preto z kazdého svojho bodu (u;v) pokratuje bud do
bodu (u + 1; v), alebo do bodu (u; v + 1).

Dokaz uplnou indukciou urobime teraz takto: Pretoze
p,q su prirodzené &isla, je n=p+q=2. Ak je n=2,
jep = 1,q = 1. Sa zrejme dve cesty z (0;0) do (1; 1) dizky 2.
Vzorec dava taktiez 2, takZe pre tento pripad tvrdenie plati.
Nech n > 2 a predpokladajme, Zze vzorec plati pre n — 1.
Do bodu (p; q) sa podla predchadzajucej avahy dostaneme
z dvoch bodov: (p — 1; q) a (p; g — 1).

RozliSujeme nasledujuce pripady:

a) p = q; pretoze pocet ciest z (0;0) do (p; p — 1) je
rovnaky ako pocet ciest z (0;0) do (p — 1; p), je potom
podla induk&ného predpokladu podet ciest z bodu (0;0)
do (p; p) rovny

2p—-1)(2p—2)...(p+ 1) _ 2p2p - 1)...(p + 1)
P-1)(p-2..2.1 pp—1)...2.1 °
¢o je prave Cislo dané vzorcom.

b) 1 = p < q. Do bodu (1;g) sa opit dostaneme z bodu
(0; g) alebo z bodu (1; g — 1). Pretoze do bodu (0; g) vedie

116

N




z bodu (0;0) jedina cesta (dizky p + g — 1) a podla in-
dukéného predpokladu je pocet ciest do (1; g — 1) rovny g,
je pocet ciest do (1;4g) rovny g + 1, ako udava aj vzorec.

c¢) 1 < p < q. Poget ciest do (p;q) je opif suttom ciest
do (p—1;4q) a (p; ¢ — 1), ktoré su podla induk&ného
predpokladu rovné

pP+a-1p+g-2)...(g+1)
P-1D(p-2..2.1

pP+a-1)pp+g-2)...q
p—1)..2.1

Ich sucet je
pP+a9dp+ag—-1)...(¢+1)
pp—1)...2.1

ako zodpoveda vzorcu. Tym je tvrdenie dokazané.

KATEGORIE C
C-ll—-1a

V rovine g je dany rovnobeznik ABCD. Z vonkajej strany
rovnobeZnika su zostrojené dva navzajom podobné rovno-
ramenné trojuholniky BAB' a BCC’, pre ktoré plati:
AB' = AB, CC' = CB a uhol BAB' sa rovna uhlu BCC'.

Dokazte, ze trojuholnik B'C’'D je podobny s trojuhol-
nikmi BAB' a BCC'.

Rieenie (vid obr. 31). 1. Dokéazeme, Ze trojuholnik B'C'D
je rovnoramenny.
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a) plati: XxDAB = £XBCD a ¥xBAB' = £ C'CB, teda aj
XDAB = xC'CD. ’

b) AB' = CD, DA = BC = C'C.

Podla vety sus plati, Ze ADAB' =~ C'CD, teda aj B'D =
= C'D. Trojuholnik B'C’'D je rovnoramenny.

Obr. 31

2. Dokazeme, ze ¥B'C'D = o, kde a« = < CC'B.

a) Dokazeme, ze AC'BB' ~ ADAB ~ AC'CD.

Plati: XCBC' = XCC'B = ¥XAB'B = XABB' = q,
potom ¥B'AD = ¥BAD + ¥BAB = (2R — ¥ ABC) +
+ (2R — 20) = 4R — (22 + ¥ ABC) = < C'BB.

Dalej plati: AB' : AD = AB : BC = B'B : BC/, teda
AC'BB' ~ ADAB' ~ AC'CD.

b) Z 2. a) vyplyva, z2¢ ¥B'C'B= xADB = ¥DCC,
teda aj xB'C'D = XxB'C'B + «BC'D = o.

Zaver. AB'C'D je rovnoramenny a £ B'C'D = «, teda
ABC'D ~ AB'BA ~ ABC'C.
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c-li-1b

Je dan ostrouhly trojahelnik ABC, v némz thel BAC ma
velikost o. Obsah trojuhelniku je P. Oznalme B, patu
vy$ky z vrcholu B na stranu AC a C, patu vysky z vrcholu C
na stranu AB. Dokazte, ze ¢tyfuhelnik BCB;C, ma obsah
Psin? a.

ReSeni. Viz tilohu B—11—1b na str. 108.
C—Ill-2a
Najdéte vsechny dvojice (x,y) pfirozenych &isel x,y,
které spliiuji rovnici

x =2/ +y-3=3-y.

ReSeni. Je vzdy
|x—2/=0,
ly=3=P3-y23-y.

QOdtud sectenim
x—=2/+y-323-y;

pfitom rovnost nastane, pravé kdyz

ly=3l=3-y
a zaroven
Ix—2|=0,
tj. plati-li
y=<3 a x=2.

Danému vztahu vyhovuji tfi dvojice (2,1), (2,2) a (2,3),
jak ovéfime zkouskou.
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C-I11-2b
Pti obvyklém oznaceni dokazte, ze v AABC plati

<t +t+t<o.

ReSeni ulohy vychazi z pouziti trojihelnikové nerovnosti,
vlastnosti t&zi§t€¢ a stejnolehlosti. Oznaéme A’, B, C' po
fadg stiedy stran a, b, ¢ trojuhelniku ABC (viz obr. 32).

Ziejmé plati
A'B = jc,
BC =4a,
CA=1b.

Pravou nerovnost odvodime z trojuhelnikit AA’C’, BB'A’
a CC'B’ pomoci trojihelnikové nerovnosti.
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Plati:
t, < 3c + b,
t, < 3a+ 3¢,
t.<ib+ia.

Sectenim téchto nerovnosti mame:

t,+t+t.<a+b+c,
a tedy
t,+t,+t. <o,

coz jsme méli dokazat.
Levou nerovnost odvodime analogicky z trojuhelnikt
ATB, BTC a CTA.
Plati
¢c< %ta + %tb ’
a<it,+3,,
b<3t,+4%..

Sectenim dostaneme
a+b+c<it,+1t,+1)

a konec¢né
o<t +t,+t,.

Tim je dvojice nerovnosti dokazana.
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C-Ill-3a
Rieste sustavu rovnic

x(y+z) Wz+x) z(x+y)

4 9 0’
(22)
Xy + yz + zx = #xyz.

RieSenie. Jednoduchou upravou sustavy (22) dostaneme

9x(y + z) = 4z + x),
10y(z + x) = 9z(x + ),
Xy + yz + zx = #xyz,

z ¢oho
4yz — 9xz — Sxy =0,

—yz + 9xz — 10xy =0, (23)
yz+ xz+ xy=%xyz.
Nech (x,y,z) je nejaké rieSenie sustavy (23). Uvazujme
o tychto 2 pripadoch: 1. xyz £ 0, 2. xyz = 0.

1. Ak xyz #+ 0, potom delenim kazdej rovnice tymto
¢islom dostaneme:

1 1 1
4——-9-— 5-=0,

X y z

1 1 1
——4+9--10-=0, (24)

X y z

1+ 1+ 123

X y z 15’
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N | =

1
oznaéme: — = u, — = v, — = w. Slistava (24) prejde do tvaru
x

et |

qu—9 — Sw=0,
—u+9v—10w=0, (25)

u+ v+ w=#%3.
*S&itanim prvych dvoch rovnic sustavy (25) dostaneme
3u= 15w ¢&ize u= 5w (26)
a po dosadeni z (26) do niektorej z tychto rovnic mame
9 = 15w Cize v=3w. (27)

Z tretej rovnice (25) po dosadeni z (26) a (27) mame

Sw+3w+w=122, z&ho w=3%. (28)

Z (26), (27) dostavame
u=1, v=4% (29)

Zo (28) a (29) vyplyva
x=1, y=3, z=5, (30)

Dosadenim sa Tahko presvedtime, Ze (30) vyhovuje danej
sustave.

2. Ak xyz =0, potom modZze nastat jeden z tychto pripadov:
a)x=0,b)y=0,¢) z=0.

a) Ak x = 0, zo sistavy (23) mame: yz = 0, z &oho vy-
plyva, Ze bud y = 0, z Tubovolné alebo z = 0, y Tubovolné.
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V tomto pripade teda vyhovuju danej ststave vsetky
usporiadané trojice realnych &isel tvaru (0, 0, a), resp. (0, «, 0),
kde a je [ubovoIné realne &islo.

V pripadoch b), c) analogicky dostaneme, e danej siistave
vyhovuji vSetky usporiadané trojice realnych &isel tvaru
(0,0, ) a (a, 0, 0), resp. (0, o, 0) a (a, 0, 0), kde o je Tubovolné
realne ¢islo.

Zaver. Ststave (22) vyhovuje usporiadana trojica (1, 3, 5)
a vietky usporiadané trojice tvaru (a, 0, 0), (0, &, 0), (0, 0, «),
kde a je [ubovoIné realne Eislo.

C—-I11-3b
Je dana ststava rovnic

x+y=P2, (31)

10x + y = p3?,

kde x, y st nezname, p je prirodzené ¢&islo.

a) Najdite vetky &isla p, pre ktoré ma sustava (31) celo-
Ciselné rieSenie (tj. &isla x, y, ktoré vyhovuju sistave (31),
sa celé).

b) Pre ktoré hodnoty p sua &isla x, y vyhovujice sistave
prirodzené?

RieSenie. a) Nech usporiadana dvojica &isel (x, y) vyho-
vuje sustave (31). Potom odgitanim prvej rovnice od druhej

dostaneme
9x = p*(p — 1). (32)

Cislo x vyhovujiice rovnici (32) bude cel¢ len vtedy, ked
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nastane jeden z tychto pripadov: L. p — 1 = ék, II. p = 3k,
kde k je TubovoIné prirodzené ¢islo.
I. Ak p =9 + 1, potom z (32) mame

x = (9 + 1)k (33)
a z prvej rovnice siistavy (31)
y =9k + 172 (1 — k). (34)

Vztahmi (33), (34) je uréené celotiselné riesenie sustavy (31),
ale y zo (34) neméZe byt pre Ziadne prirodzené k prirodzenym
Cislom.

II. Ak p = 3k, kde k je lubovoIné prirodzené ¢islo, potom
z (32) a prvej rovnice (31) mame

x=Kk3k—1), y=Kk¥10— 3k). (35)

Cisla x, y z (35) vyhovuju sustave (31) a pre kazde prirodzené
k su cele.

Zaver. Sustava (31) ma celo¢iselné riesenie prave vtedy,
ked bud p =9k + 1, alebo p = 3k, kde k je Tubovolné
prirodzené ¢islo.

b) V pripade I nemé6zu byt &isla (x, y) vyhovujice sistave
(31) obe prirodzené.

V pripade II budu x, y prirodzenymi islami prave vtedy,
ked sucasne plati

3k—1>0, 10—3k>0. (36)

Prva znerovnosti (36) je splnena pre kazdé prirodzené &islo k,
zatial ¢o druha plati pre k < 42 &ize pre k = 1, 2, 3.
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Zaver. Sustava (31) mé rieSenie v prirodzenych &islach
len pre p=3,6,9, ato:
p=3=x= 2, y=17;
p=6=x=20, y=16;
p=9=x=72, y= 9.

KATEGORIE Z
Z—-11-1

Vyjadfete mnohoclen x® + x* + 1 aspofi jednim zpd-
sobem jako souin

a) dvou mnoho¢lend &tvrtého stupng,

b) &tyf mnohoglend druhého stupng.

ReSeni. Dany mnohoélen rozlozime podle znamych
vzorcu z algebry takto:
Bxt+l=xF+2x*+1)—x*=(x*+ 172 - (x})* =
=x*+x>+1)(x*-x*+1)=
=(x*+2x*+1—-x})(x* +2x> + 1 - 3x%) =
= [ + 17 = T [ + 1) = (x /3] =

=(x*+x+1)(x*—x+1)(x* +x/3+1)(x* —x/3+1).

Odpovéd. a) x® + x* + 1 = (x* + x? + 1)(x* — x? + 1),
b) x* +x*+ 1=

=P +x+1)(x*—x+1)(x*+x/3+1)(x* —x/3+1):
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Z-11-2

Je dan obdélnik ABCD, v némz je AB > BC. Zvolte
AB, BC a sestrojte geometricka mista stfed viech kruZnic,
které lezi v obdélniku ABCD a dotykaji se dvou jeho sou-
sednich stran nebo dvou jeho prot&jsich stran. Odtivodnéte
konstrukci.

ReSeni (viz obr. 33). Ozna¢me a velikost strany AB a b
velikost strany BC.

!/'/
{
____7(3, |
—
|
|

log

Obr. 33

a) Hledejme mnozinu M, stiedd vSech kruZnic, které
se dotykaji stran AD a BC a lezi uvniti obdélniku ABCD.
Kazda kruznice, jez se dotyka zaroven ptimek AD a BC,
méa polomér 1a a lezi na ose o, stran AB a CD. Kazda takova
kruznice tedy vytind na pfimce o, tétivu délky a. AvSak
a > b, aproto je M, prazdna mnozina.

b) Hledejme mnozinu M, stfedii viech kruznic, které se
dotykaji stran AB a CD a lezi uvnitf obdélniku ABCD.
Kazda kruznice, ktera se dotykd primek AB a CD, ma
polomér 1b a jeji stied lezi na ose o, stran AD a BC.

127



Ozna¢me U vnitini bod obdélniku ABCD, jenz lezi na
pfimce o0, a jehoZ vzdalenost od AD je rovna 3b. Obdobng
V je bod, ktery lezi uvnitt obdélniku ABCD na ptimce o,
a jehoz vzdalenost od BC je 1b. Ziejmé kazdy bod usecky
UV je sttedem kruZnice o poloméru b, ktera se dotyka
stran AB a CD a leZi v obdélniku ABCD. Vnéjsi body
usecky UV na piimce o, tuto vlastnost nemaji, nebot kazda
kruznice se stfedem v takovém bodu a majici polomér 1b
obsahuje aspoii jeden bod leZici vné rovnobézkového pasu
pfimek AD a BC. Tedy mnoZinou M, je tseCka UV.

c) Hledejme mnozinu M, sttedd vSech kruZnic, které
lezi v obdélniku ABCD a dotykaji se jeho stran AB a AD.
Uhel ¥ UAB = 45°, a proto stied kazdé kruZnice, jeZ se
dotyka strany AB a strany AD, leZi na polopfimce AU.
Ziejmé A¢M; a UeM,.

Necht S je libovolny bod lezZici mezi body A a U. Protoze
je AS < AU, je vzdalenost bodu S od strany AB mensi
nez 1b, takze kruznice o stfedu S, jez se dotyka AB a AD,
lezi v daném obdélniku, tj. S € M.

Necht S’ je libovolny bod leZici na prodlouzeni usecky
AU za bod U. Pak AS’ > AU, a proto vzdalenost bodu S’
od ptimky AB je vétsi nez 1b a vzdalenost od pfimky CD
mensi nez 1b, takZe kruZnice se stiedem §’, jez se dotyka
piimek AB a AD, nelezi v daném obdélniku, tj. "¢ M.

Mnozina M; je tedy mnozinou viech boda tseCky AU
s vyjimkou bodu A.

Z odstavcu a), b) a ¢) plyne nasledujici zdveér:

Hledané geometrické misto bodu se sklada z usecky UV
a ze viech vnitinich bodua useéek AU, DU, BV, CV.
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Z-11-3

Po kruznici k(S, r) se pohybuji dva body X a Y rovno-
mérnym pohybem v navzajem opa¢énych smyslech, rych-
lostmi v a gv, kde ¢ > 1. Ozna¢me A, B a C body jejich tfi
bezprostiedné po sobé jdoucich setkani.

a) Vypottéte velikosti vnitinich ahla AABC pro g =4.

b) Urete g tak, aby A ABC byl a) rovnostranny, p) pravo-
uhly.

ReSeni. a) Kratsi z obloukii AB je &tyfikrat mensi nez
del3i oblouk AB, ma tedy délku Znr. Tutéz délku ma i kratsi
z obloukti CD, nebot body X a Y se pohybuji rovnomérné.
Body A4, B, C jsou tedy vrcholy pravidelného pétithelniku
vepsaného kruznici k a < ABC je jeho vnitinim dhlem
(viz obr. 34). Plati: ¥ ABC = 2. ¥ ABS = 180° — ¥ ASB =
= 180° — 72° = 108°. Velikost ostatnich vnitfnich ahld
rovnoramenného AABC urdime jiZ takto:

¥BAC = ¥BCA = 3(180° — 108°) = 36°.
C
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b) «) (viz obr. 35) AABC je rovnostranny, prdvé kdyz
X ASB = ¥BSC = 120°. Mezi dvéma sousednimi setka-
nimi opiSe bod X tedy tfetinu kruZnice, bod Y dvé tfetiny
kruznice. To nastane, prdvé kdy? q = 2.

B
Obr. 36

b) B) (viz obr. 36). Jestlize AABC je pravouhly, pak
use¢ka AC je primérem kruZnice k. Od prvniho do tfetiho
setkani opise tedy bod X pulkruznici. Protoze jeho rychlost
je konstantni, opiSe bod X mezi dvéma sousednimi setka-
nimi &tvrtkruznici. Z toho plyne, Ze bod Y opise v této
dobé tfi ¢tvrtiny kruznice. Proto je nutn& g = 3. Tim jsme
nasli Cislo, které je ,,podezielé“ z toho, Ze vyhovuje nasi
tiloze. Ze tomu tak skute&né je, musime dokazat.

Uvazujme tedy obrdcené: Necht g = 3. To znamena, zZe
bod Y ma tfikrat v&tsi rychlost nez bod X. Mezi dvéma
sousednimi setkanimi opise tedy bod X ¢&tvrtkruZnici.
Oblouk AC je pak pulkruznice, coZz znamena, ze AABC
je pravouhly.
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Z-11-4

Je dan lichob&Znik ABCD se zakladnami AB = l4cm,
CD = 10cm. Jeho uhlopticky AC, BD protinaji stfedni
pficku po fadé v bodech E,F. Vypoltéte podil obsaht
lichobézniki ABCD, ABEF. Zobecnéte pro AB=a,CD =c.

Obr. 37

Reeni (viz obr. 37). Oznaéme a velikost strany AB, ¢ veli-
kost strany CD a v vyS§ku daného lichob&Zniku. Pak obsah
lichobéZniku ABCD je

P, =3va + ¢).

Z toho, 7e AB | EF a Ze prasetik S uhlopticek AC a BD
lezi uvniti poloroviny EFC, plyne, Ze ABFE je lichob&znik
se zakladnami AB = a a EF. Jeho vyska je

? 2

v =30.

N

Oznaéme A, stited ramena AD a B, stfed ramena BC.
Pak A,E je stfedni pfitka v ADCA, a tedy A,E = ic.
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Obdobné zjistime, e B,F = ic. Tudiz
¢ =EF=AB; - 2.3c=Ha+c)—c=13a-0.
Pro obsah lichobézniku ABFE tedy dostavame:
P, =4v(a + ¢)=%v[3a —¢) + a] = §v(3a — ¢).

Nyni uz miZeme uréit, kolikrat je obsah P, vétsi nez
obsah P,. Plati:

P, 4a+o

P, 3a-c’

tj. v naSem piipadé, kdy a:c = 7:5, je
P, 4a+3a 4.(14+10)
P, 3a—3a 3.14—-10
Zavér. a) Obsah lichob&zniku ABCD je tiikrat vétsi nez

obsah ¢tyfuhelniku ABFE.
b) Obecné: Jsou-li zakladny lichob&niku a > ¢, pak

a+c
P1=P2——“‘43(a_c).
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