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IV. Soutěžní úlohy II. kola

KATEGORIE A

A —II — 1a

Je dán pravidelný čtyřstěn MNPQ o hraně délky 1.
Dokažte, že každá krychle, jejíž čtyři vrcholy leží ve stěně
MNP a zbývající čtyři v dalších stěnách čtyřstěnu, má
hranu menší než j.

Obr. 16
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Řešení. Nechť krychle ABCDA'B'C'D' splňuje v textu
uvedené podmínky; ve stěně MNP nechť leží její stěna
ABCD. Pak rovina A'B'C je rovnoběžná s rovinou MNP,
takže daný čtyřstěn protíná v rovnostranném trojúhelníku;
jeho vrcholy označme M', N', P' (obr. 16). Čtverec A'B'C'D'
je zřejmě trojúhelníku M'N'P' vepsán. To je možné jedině

P'

x
a

x
a

Obr. 17
tf A B' N

tak, že jedna ze stran čtverce A'B'C'D' je částí jedné ze
stran ДМ'ЛГР'. Nechť např. А'В' c M'N' (obr. 17). Označme
a velikost úsečky M'N' a x velikost hrany vepsané krychle.
Pak z AB'N'C' plyne

x

tg 60° =
0,5(a — x) ’

4/3(a — x) = 2x ,

tj-

odkud plyne
x = (2 — у/з) a y/b .

Snadno lze spočítat, že pravidelný čtyřstěn o hraně délky

(i)
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d má tělesovou výšku к = d. ^/f; výška čtyřstěnu MNPQ
je tedy

(2)

Čtyřstěn M'N'P'Q je zřejmě také pravidelný, a proto je jeho
výška

v’ = a J|.
Z rovností (2) a (3) vyplývá, že

(3)

* = (1 - я)\/|-
Z (1) a (4) dostáváme rovnici pro a:

(4)

(2 “ >/3) а у/3 = (! - а) ,

z níž plyne
V5

6 + v/2 — 3 v/3 '
Podle (1) pak dostáváme

.. (2-73)76
б + ^-з^/з’ (5)

Zřejmě x > 0. Z našich úvah plyne, že způsobem popsaným
v textu úlohy lze danému čtyřstěnu vepsat právě tři různé
navzájem shodné krychle, jejichž hrany mají délku (5).

Máme dokázat, že platí x < ^. Podle (5) je

\ = + У2 - 3 Уз) 76(2 + Уз) =
= МЗл/б + 4ч/3 + 6)>3.

Tedy x <
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A —II —1b

Riešte sústavu rovnic s neznámými xl5 x2, x3, x4 a s para-
metrami c1? c2, c3, c4:

2xx — x2
— Xj + 2x2 — x3

— x2 + 2x3 —

= Ci>
= C2 5

X4 = C3,
— x3 + 2x4 = c4.

Řešení. Z první rovnice je

*1 — x2 = cx - xx,

ze součtu prvních dvou rovnic

*2 ~ *3 = Cl + C2 - Xj ,

ze součtu prvních tří rovnic

x3 - x4 = Cj + c2 + c3 - xt,

ze součtu všech čtyř rovnic

x4 = cx -I- c2 + c3 + c4 - xt.

Sečtením posledních dvou rovnic

x3 = 2cx + 2c2 + 2c3 + c4 — 2xx,
dále

x2 = 3ct + 3c2 + 2c3 + c4 — 3xt,
a konečně

Xi = 4cу + Зс2 -I- 2c3 + c4 — 4xy.
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Proto je
Xl = 5Cl + 5C2 + 5C3 + 5C

X2 = 5C1 + 5C2 + 5C3 + fC
*3 = 5C1 + JC2 + fc3 + |c4 ,

*4 = 5C1 + 5C2 + 5C3 + 5C4 •

Snadno se přesvědčíme, že toto řešení soustavě skutečně
vyhovuje.

Diskuse: Řešení je jediné, na hodnotách parametrů
cu c2, c3, c4 přitom nezáleží, mohou to být libovolná čtyři
reálná čísla.

4 9

4 9

A —II —2a

Je dána množina funkcí /(x) = x2 + b\x\ + c, kde b, c
jsou reálné parametry. Najděte všechny funkce z této mno-

žiny, které mají v intervalu <— 1) největší hodnotu 2
a nejmenší hodnotu 1.

Řešení. Graf Г každé funkce / lze složit z částí grafů
Ц, Г2 funkcí

/х(х) = x2 + bx + c,

f2(x) = x2 — bx + c.

Funkce fx má minimum pro x = —jb, funkce f2 pro
x = ^b; v obou případech je minimum c — £b2. Pro b = 0
je /i = /2, Г = rj = Г2. Pro b > 0 je graf Г složen pro
x^Oz části grafu Ij, pro x ^ Oz části grafu Г2, a to z těch
částí, které neobsahují vrcholy parabol Г15Г2. Také pro
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b < O je graf Г složen pro x^Oz části grafu Ц, pro x ^ 0
z části grafu Г2, ale z těch částí, které obsahují vrcholy
parabol Г1? Г2.

a) Je-li b ^ 0, nastane minimum pro x = 0 (je tedy
c = 1) a maximum pro x = 1. To naznačují obr. 18,19 a lze
to snadno prokázat výpočtem. Dostáváme pro b = 0 funkci

/\ \ьЩ I
I\
I/7\ 4
I\ /n-r2-r \ /

\ /
\ J/\ \ /

4 \ у

C ! c-í
|

\b lo lb

Obr. 19

/

“1“

c-ťL
4 I

I
C

■

*

0_± 1
~22

Obr. 18

x i—> x2 + 1, která skutečně splňuje podmínky úlohy, pro
b > 0 nedává rovnice 1 + b + 1 = 2 řešení.

b) Je-li b < 0 (viz obr. 20), je třeba rozlišit dva případy:
a) -\b <, 1 а P) > 1.

V případě a) nastane minimum pro x = —jb, a pla-í
tedy c — 4b2 = 1. Buď nastane maximum pro x = 0; pak
jec = 2, b — — 2a dostaneme jako možné řešení funkci
x 1—► x2 — 2|x| + 2, která skutečně vyhovuje. Nebo nastane
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maximum pro x = 1, což vede к rovnici 1 + b + с = 2;
spojením s rovnicí с — \Ъ2 = 1 dostaneme b = — 4, což je
ve sporu s předpokladem a).

/i

\ /
\ /
\ /

č><0 I\
I\
I1 \
/\ /

iŽ" T ~
о I 62

C-1c- c

6
2 2

Obr. 20

V případě /?) nastane minimum pro x = 1 a maximum
pro x = 0. Z toho plynou rovnice l+b + c= lac = 2,
z nichž dostaneme b = —2, což je spor s předpokladem /?).

Úloha má tedy dvě řešení xi—>x2 + 1 ахих2- 2|x| + 2.

А — II —2b

Určte všetky reálné čísla x, pre ktoré platí

3[x]2 + 6x — 4 = 0.

[x] znamená také celé číslo y, pre ktoré platí у ^ x < у + 1.

(*)

99



Řešení. 1. způsob: Označme z = x — y; pak je

0 ^ z < 1.

Do dané rovnice dosadíme x = у + z. S použitím rovnosti
[x] = у dostaneme

и

6z = 4 — 3y2 — by. (?)
Vzhledem к (6) dostaneme z (7)

0 ^ 4 - 3y2 - 6y < 6. (8)
Z (8) plyne

0 < 3y2 -f 6y + 2 ^ 6.

Grafem funkce t = 3y2 + 6y + 2 v souřadném systému
(O, y, t) je „konvexní” parabola, jejíž osa o je rovnoběžná

(9)

Obr. 21

s osou t a jejíž vrchol je v bodě [ —1; 1] (obr. 21). Je-li
у ^ — 3 nebo у ^ 1, je t ^ 11, což je spor s pravou ne-
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rovností soustavy (9). Řešení soustavy (9) mohou být jedině
ta celá čísla y, pro něž platí

-2^y ^0.
Příslušná tabulka je

-2 -1 0У

-1 2t

Vidíme, že у = —1 nevyhovuje vztahu (9). Pro у — — 2;0
dostaneme podle (7) z = +§ a dále x = —f; f. Daná úloha
má skutečně dvě řešení, jak se ověří zkouškou.

Poznámka. Soustavu (9) lze vyřešit ještě tímto způso-
bem: Určíme obor pravdivosti A výrokové formy A(y) =
= 3y2 + 6y + 2 > 0 a obor pravdivosti В výrokové formy
B(y) = 3y2 + 6y + 2 ^ 6.
Platí

A-*-íM
s/21.

A = ; + oo I,

В = -1 - -1 +
3 ’

V průniku A n В leží dvě celá čísla: — 2 a 0. Další postup
je stejný jako v prvním případě.

2. způsob: Má-li platit (R), musí být 6x celé číslo. Je tedy x
nutně tvaru

x = q + &,
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kde q je celé a r = 0,1,2, 3,4, 5. Potom ovšem [x] = q,
takže (R) lze psát ve tvaru

3q2 + 6q + r — 4 = 0.

Odtud je vidět, že r — 4 musí být dělitelno 3. To je možné
jenom tehdy, je-li buď r = 1, nebo r = 4. Tyto případy
vyšetříme postupně.

a) r = 1. Potom z (10) dostáváme

(10)

3q(q + 2) = 3,
tzn.

q(q + 2) = i,

ale takové celé q neexistuje,

b) r = 4. Z (10) vychází

3q(q + 2) = 0,

takže je buď q = 0, anebo q = —2. Y prvém případě je

Y — —л — 3 >

ve druhém
_4 .X = 3 ’

dosazením do (R) se přesvědčíme, že to jsou skutečně řešení.

A — 11 — 3a

V rovině je dána kružnice k o poloměru 1 a jí vepsaný
rovnoběžník AlBlB2A2, pro který platí AXBx = 1. Dále
je dáno n — 1 rovnoběžníků Л1Б15,-Л,-, i = 3, 4, n + 1,
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n > 1 tak, že všechny vrcholy A3, B3, Aa, BA,An+ i,Bn+1
leží uvnitř kružnice k. Označme s součet obsahů všech
rovnoběžníků, které lze zapsat ve tvaru А(В(ВкАк, i, к =
= 1,2,n + 1, i < k. Dokažte, že platí

n J3 ^ s < %n2 - n + 2) y/l.
Řešení. Rovnoběžník AlBlB2A2 má obsah y/l, neboť

to je vzdálenost dvou navzájem rovnoběžných tětiv АгВи
A2B2 kružnice k, které mají délku 1. Všechny ostatní úsečky
АД, i = 3,4,...,n + 1, leží uvnitř pásu roviny s hranicemi
AlB1 a A2B2. Leží-li všechny body At, Bh i = 3,4,..., n + 1,
v přímce, vznikne mimo rovnoběžník AÍB1B2A2 ještě
2(n — 1) rovnoběžníků AjB^B^i a A2B2BiAiy i = 3,4,n + 1,
z nichž vždy dva odpovídající AlB1BiAi а А2В2В{А{ mají
obsahy se součtem >/3. Pro číslo s máme v tomto případě
rovnost

= JI + (n - l)x/3 = njb. (и)«0

V jiných případech přistoupí к uvedeným 2n — 1 rovno-
běžníkům nejvýše r rovnoběžníků, které lze zapsat ve tvaru
AiBiBkAk, i, к = 3,4,..., n + 1, i < k. Zřejmě je

n — 1

2 j = i(n-l)("-2).г й

Každý z těchto rovnoběžníků má obsah menší než
pro součet s' jejich obsahů tedy platí

s' < r Jb ^ (n2 - 3n + 2).
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S použitím (11) dostaneme
/3

s — s0 + s' < n y/з + (n2 — 3n + 2),

s < %n2 - n + 2) у/З ;

Пу/3 < %n2 -n + 2)y/b.

tj-

úhrnem

А —II —3b

Je dáno kladné číslo s a konvexní čtyřúhelník ABVM,
v němž je úhel -KAVB pravý. Určete takové body X, У
ramen VA, VB, aby přímka XY procházela bodem M a aby
platilo VX + VY — s.

a) Vyjádřete VX pomocí délek s, d = VM a velikosti
úhlu co =•£ A VM.

b) Stanovte podmínku řešitelnosti úlohy.
Řešení. Na obr. 22 je označeno VX = x, VY = y. Zřejmě

ie co < hz.

A

Obr. 22 Obr. 23



Pro obsahy trojúhelníků platí

AVXY + AVXM = AMVY,
neboli

jxy + ^dx sin co = jdy cos co,

tj-
dx sin co

(12)У =
d cos co — x

Protože VX + VY = s, plyne z (12)
dx sin co

x + = S,
d cos co — x

tj-
x2 — (d cos co 4- d sin co + s) x + ds cos co = 0. (13)

Podle obr. 23 je úloha řešitelná právě tehdy, má-li rovnice (13)
kladný kořen, pro který platí x < VMX (Mx je pravoúhlý
průmět bodu M do polopřímky VA), neboli

x < d cos co. (14)
Diskriminant rovnice (13) je

D = (d cos co + d sin co + s)2 — 4ds cos co,

po úpravě

D = d2 sin2 co + 2d sin co (d cos co + s) + (d cos co — s)2.
(15)

Protože d > 0, cos co > 0, s > 0, sin co > 0, je D > 0, tj.
rovnice (13) má dva reálné kořeny хих2. Protože jejich
součet i součin jsou kladná čísla (viz (13)), jsou oba kořeny
xx,x2 kladné.
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Nutná a postačující podmínka řešitelnosti úlohy je, aby
menší z obou kořenů xx,x2 rovnice (13) byl menší než
d cos co. Menší kořen Xj je dán vzorcem

d cos co + cí sin co + s — yjb
Xi =

2

Podmínka řešitelnosti je po úpravě

d sin co + s — d cos co < у/Б. (i6)
Je-li d sin co + s — dcos co ^ 0, plyne z (16) po úpravě
vzhledem к (15)

0 < 4d2 sin co cos co.

Protože postup lze obrátit (v případě d sin co + s — d cos co ^ 0),
je xt <d cos co a úloha je řešitelná.

Vyšetřme tedy ještě případ d sin co + s — d cos co < 0.
V tomto případě platí (16) bez dalších podmínek. Po při-
čtení 2d cos co na obou stranách (16) zjistíme, že opět platí
xx < d cos co, a úloha je tedy opět řešitelná.

Úloha má tedy v každém případě aspoň jedno řešení.

(17)

KATEGORIE В

В—II —1a

Zostrojte ДАВС, v ktorom pre velkost tc ťažnice z vr-
cholu C na stranu AB a pre velkost a strany BC platí

fc = fa,

ak sú dané velkosti b, c stráň АС a AB.
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Riešenie. Rozbor. Označme D střed strany AB. Potom
platí

BC: DC = a : tc = 2: 3 .

Ďalej bod C leží na kružnici к = (A; b).

i
i \i

I
i

Obr. 24

Konštrukcia: (obr. 24). Najskór zostrojíme stranu AB
s velkostem c, jej střed D a kružnicu к = (A; b). Potom
zostrojíme bod E ležiaci vo vnútri úsečky BD, pre ktorý
platí BE: DE = 2: 3, a taký bod F na predížení úsečky DB
za bod B, že BF = 2. BD, tj. BF : DF = 2:3. Potom opíšeme
kružnici / nad priemerom EF. Určíme к n /. ZvoTme bod
С e к n l. V případe, že C neleží na priamke je ДАВС
hladaným trojuholníkom.

Skúška. Z konštrukcie vyplývá, že strany AB а ЛС majú
skutočne v uvedenom poradí velkosti c a b. Kružnica l je
zrejme Apolloniovou kružnicou pre body B,D a poměr
BX : DX = 2:3, takže a: tc = 2: 3, tj. tc = fa.
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Diskusia. Úloha bude mať riešenie právě vtedy, keď sa
budu kružnice к a / přetínat’ čiže právě vtedy, keď kružnica к
bude mať spoločný bod s vnútrom úsečky EF, tj. právě
vtedy keď

(18)ЛЕ < b < AF .

Platí AE = AB - ЕВ = c - f .\c = fc, AF = AB + BF = 2c.
Podmienka (18) teda znie

fc < b < 2c.

Kružnice к a / majú sice v případe (19) dva priesečníky, ale
úloha je nepolohová, takže sa uvažuje len o jednom z nich.
Teda, ak platí (19), má úloha jediné riešenie. Ak neplatí (19),
potom úloha nemá riešenie.

(19)

B — II — 1b

Je daný ostrouhlý trojuholník ABC, v ktorom uhol BAC
má verkosť a. Obsah trojuholníka je P. Označme Вг patu
výšky z vrcholu В na stranu АС a patu výšky z vrcholu C
na stranu AB. Vyjádříte obsah štvoruholníka BCB1Cl po-
mocou P act.

Riešenie. Z pravoúhlých trojuholníkov ACCX a ABB±
dostáváme (obr. 25)

ACX = AC cos a,

ABX = AB cos a.

Pódia vety sus pre podobnost’ trojuholníkov je teda

AABC ~ AAB1C1
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s pomerom podobnosti ABt: AB = cos a. Pre obsah
trojuholníka ABlCí teda platí

P{ = P cos2 a.

Obr. 25
A ВCl

Pre obsah P' štvoruholníka ВСВхСх potom dostáváme

P' = P — P cos2 a = P(1 — cos2 a) — P sin2 a.

В — II —2a

Nech a je nezáporné reálne číslo. Definujme funkciu
sa(x) takto:

1 pre x > a,

pre |x| й a,Ф) = 0
-1 pre x < —a .

00

Riešte rovnicu £ sť(x) = kx, kde к je reálny parameter.
i = 0
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00

Riešenie. Označme S(x) = ]T s,(x) a skúmajme podrob-
i = 0

nejšie vlastnosti funkcie S(x). Predovšetkým je vidieť, že
ide o funkciu nepárnu, pretože pre každé reálne x platí
S( — x) = — S(x). Vzhladom na to, že pravá strana danej

2 3 41

Obr. 26

rovnice je tiež nepárna funkcia (platí: k( — x) = —kx),
stačí sa obmedziť len na interval <0; oo). Ak bude koreňom
nasej rovnice nějaké číslo x ^ 0, potom jej bude vyhovovat’
aj číslo — x.

110



Vráťme sa к funkcii S(x). Pře x = O je S(x) = 0. Pře
x e (m — 1; m), kde m je prirodzené číslo, je

m- 1 oo

SW = Z Ф) + Z Ф) •
i = O i = m

Pre každé i ^ m — 1 je pre x z uvedeného intervalu s(x) = 1
a prvý sčítanec tohto súčtu je teda rovný m. Druhý sčítanec
je rovný nule, pretože tu |x| ^ i pre všetky i. S(x) je teda
stupňovitá funkcia, ktorá na intervale (m — 1; m) nadobúda
hodnotu m. Jej graf je na obr. 26.

Pre к = 1 je riešením danej rovnice v intervale <0; oo)
každé prirodzené číslo a nula a v obore všetkých reálných
čísel je teda jej riešením každé celé číslo. Pre к < 1 nemá
okrem riešenia x = 0 daná rovnica žiadne ďalšie riešenie.

1 1
I, kde m = 2, 3, 4,..., je rie-Pre ke{ 1 H—; 1 +

m — 1m

i
šením každé číslo x = -, kde i = — m, — w + 1,..., —1,0,1,...,

к
1 1

0; ř..., m. Pre /с ^ 2 má rovnica kořene

В — 11 — 2b

Je daná množina funkcii

x i—► 2x — |x| + a|x — a\,
kde a je reálny parameter. Určte všetky hodnoty a, pre
ktoré graf príslušnej funkcie má s osou x spoločný aspoň
jeden bod.
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Riešenie. Budeme rozlišovat’ případy a = 0, a > 0, a < 0.
Pre a = 0 ide o funkciu x i—» 2x — |x|, ktorej graf má s osou x
spoločný jedine bod [0;0].

I. Ak a > 0, uvažujme o danej funkcii na intervaloch
= ( — oo,0), J2 = <0;a>, J3 = <a, oo). V týchto inter-

valoch sú funkčné rovnice funkcii danej množiny určené
takto:

Jl: x i—► (3 — a) x + a2 ,

J2 : XI—>(1 — a)x + a2,
J3: x i—► (l + a)x — a2 .

V intervale J2 nemá graf funkcie spoločný bod s osou x,

pretože je to úsečka s krajnými bodmi [0;a2], [a; a].
Grafom uvažovanej funkcie v intervale J3 je polpriamka
vychádzajúca z bodu [a; a] a prechádzajúca bodom
[2a; 2а -I- a2], ktorá nemá taktiež spoločný bod s osou x.
Iba graf funkcie v intervale Jt móže mať s osou x spoločný
bod, a to právě vtedy, keď 3 — a > 0 čiže ak

(20)0 < a < 3 .

II. Ak je a < 0, budeme uvažovat’ o danej funkcii na
intervaloch J4 = ( —oo; a), J5 = <a; 0), J6 = <0; oo),
v ktorých sú funkčné rovnice:

J4: хи(3-а)х + а2,
J5: x i—> (3 -I- a) x — a2 ,

J6: XI—>(1 + a) x — a2 .

Analogicky ako v případe I sa ukáže, že v intervale J4, J5
nemá graf danej funkcie spoločný bod s osou x. Spoločný
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bod s osou x móže mať len v intervale J6, a to právě vtedy,
keď 1 + a > 0 čiže a > — 1. Keďže je zároveň a < 0, do-
stáváme

(21)— 1 < a < 0.

Ak к podmienkam (20), (21) připojíme ešte případ a = 0,
dostaneme nutná a postačujúcu podmienku riešitelnosti
úlohy:

— 1 < a < 3 .

В — II— 3a

Je daný štvorec ABCD, ktorého strana má dížku а. Vo
vnútri tohto štvorca nájdite množinu vrcholov Z všetkých
pravoúhlých rovnoramenných trojuholníkov XYZ s pre-
ponou XY = a, ktorých vrcholy X, Y ležia na obvode
daného štvorca.

Riešenie. 1. Najskór vyšetřujeme případ, keď vrcholy
X а У ležia vo dvoch protifahlých stranách daného štvorca
(obr. 27). Potom sa lahko zistí, že v tomto případe množinou

Y

X ВA

Obr. 28Obr. 27



všetkých vrcholov Z ležiacich vo vnútri štvorca ABCD je
množina Mx všetkých vnútorných bodov středných priečok
štvorca ABCD.

2. Zaoberajme sa prípadom, keď vrcholy X a Y ležia
vo vnútri oboch susedných stran daného štvorca. Pre tento
případ označme M2 množinu všetkých vrcholov Z ležiacich
vo vnútri daného štvorca. Bod X je zrejme obrazom bodu Y
pri otočení okolo bodu Z o uhol 90° v kladnom alebo zá-
pornom zmysle (obr. 28). Bod Z je vnútorným bodom štvorca
ABCD a každé dve susedné strany štvorca sú navzájom
kolmé. Preto množina M2 je častou množiny všetkých
vnútorných bodov uhlopriečok daného štvorca.

Y"'2 Y"Yl C S3a D cD

/ *2
к

S2

T
X

A ВA R В S1
Obr. 29 Obr. 30

Označme S priesečník uhlopriečok daného štvorca
(obr. 29). Uvažujme o úsečke AS. Nech Zx je taký bod tejto
úsečky, ktorý má od stráň ВС a CD vzdialenosť \a *J2.
Zrejme Z^e M2. Ak zvolíme lubovolný bod Z' ležiaci vo
vnútri úsečky AZl5 potom příslušné body X' а У móžu
ležať buď na stranách DC a BD, alebo А В a AD. Na stranách
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DC a ВС také body neexistuj ú, pretože vzdialenosť bodu Z'
od týchto stráň je váčšia než \a Jl. Dokážme, že ani na
stranách AB a AD nemóžu ležať také body. Označme RaT
v uvedenom poradí pravoúhlé priemety bodu Z' na strany
AB a AD. Ďalej je AZ' < AS = Jl, takže pokiaí by
existovali na stranách AB a AD body X' a Y', patřili by
úsečkám RB a TD, tj. -fcX'Z'Y' by bol váčší než 90°. Teda
Z'# M2.

Nech bod Z" je lubovolným vnútorným bodom (obr. 30)
úsečky SZV Označme P,Q\ uvedenom poradí paty kolmic
z bodu Z" na strany ВС a CD. Zrejme Z”P = Z"Q < \a Jl.
Zostrojme kružnicu к = (Z"; ja Jl). Táto kružnica má
s priamkou BC dva spoločné body X'[ a X2 a s priamkou
CD spoločné body Y/' a Y2". Všetky tieto body ležia na
obvode štvorca a nesplývajú s jeho vrcholmi, pretože P a Q
sú vnútorné body úsečiek BC a CD, Z”C > SC = ja Jl
a Z"В = Z"D > SD = \a Jl (vyplývá z AZ"SD). Zo zhod-
nosti trojuholníkov Z"PX'[ a Z"QY'Í a z toho, že £ PZ"Q =
= 90° vyplývá, že trojuholník X'[Z” Y/' je pravoúhlý a rovno-
ramenný s přeponou X'í Y/'. Teda Z" g M.

Závěr. Hradanou množinou je množina Mx и M2, ktorá
je na obr. 30 hrubo vytiahnutá (Sl5 S2, S3, Mx u M2,

Z2,Z3,Z4eMj u M2).

B-11-ЗЬ

V jednotkovej štvorcovej sieti je zakreslená sústava súrad-
nic, ktorej osi ležia v priamkách siete. Nech (p, q) je bod
siete, kde p a q sú prirodzené čísla, p ^ q. Dokážte mate-
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matickou indukciou podia čísla n — p + q, že po priamkach
siete sa možno dostať zo začiatku súradnicovej sústavy do
bodu (p; q) cestou dížky p + q právě

(p + q)(p + q - l) — (í + 2)(q + 1)
p(p — 1)... 2.1

spósobmi.

Riešenie. Yšimnime si najskór, že cesta dížky p + q
z bodu (0; 0) do bodu (p;q) má vlastnost’, že je najkratšia,
a preto z každého svojho bodu (u;v) pokračuje buď do
bodu (u 4- 1; u), alebo do bodu (и; v + 1).

Dokaž úplnou indukciou urobíme teraz takto: Pretože
p, q sú prirodzené čísla, je n = p + q ^ 2. Ak je n = 2,
je p = 1, q = 1. Sú zrejme dve cesty z (0; 0) do (1; 1) dížky 2.
Vzorec dává taktiež 2, takže pre tento případ tvrdenie platí.
Nech n > 2 a predpokladajme, že vzorec platí pre n — 1.
Do bodu (p;q) sa podlá predchádzajúcej úvahy dostaneme
z dvoch bodov: (p — 1; q) a (p; q — 1).

Rozlišujeme nasledujúce případy:
a) p — q; pretože počet ciest z (0;0) do (p; p — 1) je

rovnaký ako počet ciest z (0;0) do (p — 1; p), je potom
podlá indukčného předpokladu počet ciest z bodu (0;0)
do (p; p) rovný

2(2p ~ l)(2p - 2)...(p + 1) = 2p(2p - l)...(p + 1)
(p — 1)(p — 2)... 2.1 p(p — 1)... 2.1

čo je právě číslo dané vzorcom.

b) 1 = p < <gr. Do bodu (1; g) sa opáť dostaneme z bodu
(0 ;q) alebo z bodu (1; q — 1). Pretože do bodu (0;g) vedie
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z bodu (0;0) jediná cesta (dížky p + q — 1) a podia in-
dukčného předpokladu je počet ciest do (1; q — 1) rovný q,
je počet ciest do (1 ;q) rovný q 4-1, ako udává aj vzorec.

с) 1 < p < q. Počet ciest do (p-,q) je opáť súčtom ciest
do (p — 1; q) a (p; q — l), ktoré sú podra indukčného
předpokladu rovné

(p + q - l){p + q - 2)...(q + 1)
(p — l)(p — 2) ...2.1

a

(p + q - i)(p + q - 2)...q
p(p — 1)... 2.1

leh súčet je
(p + q)(p + q - !)•••(<? + i)

p(p — i)... 2. i
ako zodpovedá vzorců. Tým je tvrdenie dokázané.

KATEGORIE C

С — II —ta

V rovině q je daný rovnoběžník ABCD. Z vonkajšej strany
rovnoběžníka sú zostrojené dva navzájom podobné rovno-
ramenné trojuholníky BAB' a BCC, pre ktoré platí:
AB' = AB, CC = CBa uhol BAB' sa rovná uhlu BCC.

Dokážte, že trojuholník BCD je podobný s trojuhol-
níkmi BAB' a BCC.

Riešenie (viď obr. 31). 1. Dokážeme, že trojuholník BCD
je rovnoramenný.

117



a) platí: -fcDAB = -fcBCD a £BAB' = £C'CB, teda aj
ZDAB' = C'CD.

b) AB' = CD, DA = BC = CC.
Podia vety sus platí, že ADAB' = CCD, teda aj B'D =

= CD. Trojuholnik B'C'D je rovnoramenný.

D

C'
/

/
/

/

A \
\

В
/

/\
\ /
\ /
\ A\

A\
L

L

Obr. 31
Б'

2. Dokážeme, že A: В'CD = a, kde a = AiCC'B.
a) Dokážeme, že AC'BB' ~ ДВЛВ' - ДС'С£>.
Platí: *CBC = £СС'£ = <МВ'В = = а,

potom -fcB'AD = -fcBAD + $.В'АВ = (2R — -fcABC) +
+ (2R - 2а) = 41? - (2а + *АВС) = <С'ВВ'.

Ďalej platí: AB' : AD = AB : BC = B'B : BC, teda
ACBB' ~ ADAB' ~ ACCD.

b) Z 2. a) vyplývá, že *В'С'В = *Л£>В' = *DC'C,
teda aj B'C'D = ^ В'С'В + £BCT> = a.

Závěr. AD'CD je rovnoramenný a < B'C'D = a, teda
ДВ'С'В - ДВ'ВЛ ~ ДВС'С.
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C — II — 1b

Je dán ostroúhlý trojúhelník ABC, v němž úhel BAC má
velikost a. Obsah trojúhelníku je P. Označme B{ patu
výšky z vrcholu В na stranu АС a Cí patu výšky z vrcholu C
na stranu AB. Dokažte, že čtyřúhelník ВСВгСх má obsah
P sin2 a.

Řešení. Viz úlohu В — II — lb na str. 108.

С — II —2a

Najděte všechny dvojice (x, y) přirozených čísel x,y,
které splňují rovnici

|x — 2| + \y — 3| = 3 — у.

Řešení. Je vždy
|x — 2| ^ 0,

\y - 3| = |3 - y\ 2 3 - 3-.

Odtud sečtením

|x - 2| + \y - 3| ^ 3 - y;

přitom rovnost nastane, právě když

\y 3| = 3 у

|x - 2| = 0,
a zároveň

tj. platí-li
у й 3 а x = 2.

Danému vztahu vyhovují tři dvojice (2,1), (2,2) a (2, 3),
jak ověříme zkouškou.
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С — 11 — 2b

Při obvyklém označení dokažte, že v ДЛБС platí

IO < ta + tb + tc < o.

Řešení úlohy vychází z použití trojúhelníkové nerovnosti,
vlastností těžiště a stejnolehlosti. Označme А', В', C po
řadě středy stran a, b, c trojúhelníku ABC (viz obr. 32).

A C В

Obr. 32

Zřejmě platí
A’B'=ic,
B'C = {a,
CA' = \b.

Pravou nerovnost odvodíme z trojúhelníků АА'С, BB'A'
a CCB' pomocí trojúhelníkové nerovnosti.
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Platí:

ta <& + 2b,
h < Iй + 2C »

řc < 2b + .

Sečtením těchto nerovností máme:

ta “I" “h L "I" Ь + C ,

a tedy
řa + řb + fc < 0 >

což jsme měli dokázat.
Levou nerovnost odvodíme analogicky z trojúhelníků

ATB, BTC а СТА.
Platí

C < íta + jtb ,

a < Ьь + 3řc »

b < ^řa + fíc.

Sečtením dostaneme

fl + b + c < f(íe'+ ř„ + íc)
a konečně

to < ře + h + tc.

Tím je dvojice nerovností dokázána.
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С — 11 — За

Riešte sústavu rovnic

x(y + z) y(z + x) z(x + y)
4 9 10

(22)
xy + yz + zx = ffxyz.

Riešenie. Jednoduchou úpravou sústavy (22) dostaneme

9x(y + z) = 4y(z + x),
10y(z + x) = 9z(x + y),

xy + yz + zx = ffxyz,
z čoho

4yz — 9xz — 5xy = 0,
— yz 4- 9xz — lOxy = 0,

ХУ = Г5 ■

(23)
yz + XZ +

Nech (x, y, z) je nějaké riešenie sústavy (23). Uvažujme
o týchto 2 pripadoch: 1. xyz ф 0, 2. xyz = 0.

1. Ak xyz Ф 0, potom delenim každej rovnice týmto
číslom dostaneme:

1 1 1
4 9 5 - = 0,

x У

1 1 1
+ 9- - 10- = 0, (24)

X У z

1 1
_ 23

Ž"15’
1

- + - +
x У
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1 1 1
označme: - = и, - = v, - .= w. Sústava (24) přejde do tvaru

4u — 9v — 5w = 0,
— u + 9v— lOw = 0,

и + v +

Sčítáním prvých dvoch rovnic sústavy (25) dostaneme
3u = 15w číže и = 5w

a po dosadení z (26) do niektorej z týchto rovnic máme

9v = 15w číže v = fw.

Z tretej rovnice (25) po dosadení z (26) a (27) máme
5w + fw + w = ff,

Z (26), (27) dostáváme

(25)
_ 23W — 15 •

(26)

(27)

z čoho w = 4 (28)5 •

(29)V = \и = 1 , 3 •

Zo (28) a (29) vyplývá

x = 1,

Dosadením sa Tahko přesvědčíme, že (30) vyhovuje danej
sústave.

2. Ak xyz = 0, potom móže nastaťjeden z týchto prípadov:
a) x = 0, b) у = 0, c) z = 0.

a) Ak x = 0, zo sústavy (23) máme: уz = 0, z čoho vy-
plýva, že buď у = 0, z Tubovolné alebo z = 0, у lubovoíné.

(30)У = 3, z = 5.
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V tomto případe teda vyhovujú danej sústave všetky
usporiadané trojice reálných čísel tvaru (0,0, a), resp. (0, a, 0),
kde a je Tubovolné reálne číslo.

V prípadoch b), c) analogicky dostaneme, že danej sústave
vyhovujú všetky usporiadané trojice reálných čísel tvaru
(0, 0, a) a (a, 0, 0), resp. (0, a, 0) a (a, 0, 0), kde a je fubovorné
reálne číslo.

Závěr. Sústave (22) vyhovuje usporiadaná trojica (1, 3, 5)
a všetky usporiadané trojice tvaru (a, 0, 0), (0, a, 0), (0, 0, a),
kde a je Tubovolné reálne číslo.

C-11-ЗЬ

Je daná sústava rovnic

x + у = P2,
10x + у = p3 ,

(31)

kde x, у sú neznáme, p je prirodzené číslo.
a) Nájdite všetky čísla p, pre ktoré má sústava (31) celo-

číselné riešenie (tj. čísla x,y, ktoré vyhovujú sústave (31),
sú celé).

b) Pre ktoré hodnoty p sú čísla x, у vyhovujúce sústave
prirodzené?

Riešenie. a) Nech usporiadaná dvojica čísel (x, y) vyho-
vuje sústave (31). Potom odčítáním prvej rovnice od druhej
dostaneme

9x = p2(p - 1).
Číslo x vyhovujúce rovnici (32) bude celé len vtedy, keď

(32)
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nastane jeden z týchto prípadov: I. p — 1 = 9/c, II. p — 3k,
kde к je Tubovolné prirodzené číslo.

I. Ak p = 9k + 1, potom z (32) máme

{9k + l)2 к (33)X =

a z prvej rovnice sústavy (31)

у = (9k + l)2 (1 — k).
Vzťahmi (33), (34) je určené celočíselné riešenie sústavy (31),
ale у zo (34) nemóže byť pre žiadne prirodzené к prirodzeným
číslom.

II. Ak p = 3/c, kde к je Tubovolné prirodzené číslo, potom
z (32) a prvej rovnice (31) máme

x = /c2(3/c — 1),
Čísla x,y z (35) vyhovujú sústave (31) a pre každé prirodzené
к sú celé.

Závěr. Sústava (31) má celočíselné riešenie právě vtedy,
keď buď p = 9к + 1, alebo p = 3/c, kde к je Tubovolné
prirodzené číslo.

b) V případe I nemóžu byť čísla (x, y) vyhovujúce sústave
(31) obe prirodzené.

V případe II budú x, у prirodzenými číslami právě vtedy,
keď súčasne platí

(34)

у = /с2(10 — 3/c). (35)

(36)10 - 3/c > 0.3/c - 1 > 0,

Prvá z nerovností (36) je splněná pre každé prirodzené číslo k,
zatial čo druhá platí pre к < ^ číže pre к = 1, 2, 3.
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Závěr. Sústava (31) má riešenie v prirodzených číslach
len pre p = 3, 6,9, a to:

p = 3 => x = 2, у = 7;

p = 6 => x = 20, у — 16;

p — 9 => x = 72, у = 9.

KATEGORIE Z

Z — II — 1

Vyjádřete mnohočlen x8 + x4 + 1 aspoň jedním způ-
sobem jako součin

a) dvou mnohočlenů čtvrtého stupně,
b) čtyř mnohočlenů druhého stupně.
Řešení. Daný mnohočlen rozložíme podle známých

vzorců z algebry takto:

x8 + x4 4- 1 = (x8 + 2x4 + 1) — x4 = (x4 + l)2 — (x2)2 =

= (x4 + x2 + l)(x4 - X2 + 1) =

= (x4 + 2x2 + 1 — x2)(x4 + 2x2 + 1 — 3x2) =

= [(х2 + 1)2-х2][(х2 + 1)2-(хУЗ)2] =

= (x2 + x + l)(x2 — x + l)(x2 + Ху/3 + l)(x2 — Ху/З + 1).

Odpověď, a) x8 + x4 + 1 = (x4 + x2 + 1) (x4 — x2 + 1),
b) x8 + x4 + 1 =

= (x2 + x + l)(x2 — x + 1) (x2 + Xy/З + l)(x2 — Xy/З + 1).
126



Z — 11 —2

Je dán obdélník ABCD, v němž je AB > BC. Zvolte
AB, BC a sestrojte geometrická místa středů všech kružnic,
které leží v obdélníku ABCD a dotýkají se dvou jeho sou-
sedních stran nebo dvou jeho protějších stran. Odůvodněte
konstrukci.

Řešení (viz obr. 33). Označme a velikost strany AB a b
velikost strany BC.

/
í/

Xs
/

У

\°1
Obr. 33

a) Hledejme množinu Mx středů všech kružnic, které
se dotýkají stran AD a BC a leží uvnitř obdélníku ABCD.
Každá kružnice, jež se dotýká zároveň přímek AD a BC,
má poloměr ja a leží na ose stran AB a CD. Každá taková
kružnice tedy vytíná na přímce Oj tětivu délky a. Avšak
a > b, a proto je M ^ prázdná množina.

b) Hledejme množinu M2 středů všech kružnic, které se
dotýkají stran AB a CD a leží uvnitř obdélníku ABCD.
Každá kružnice, která se dotýká přímek AB a CD, má
poloměr \b a její střed leží na ose o2 stran AD a BC.
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Označme U vnitřní bod obdélníku ABCD, jenž leží na

přímce o2 a jehož vzdálenost od AD je rovna \b. Obdobně
V je bod, který leží uvnitř obdélníku ABCD na přímce o2
a jehož vzdálenost od BC je %b. Zřejmě každý bod úsečky
UV je středem kružnice o poloměru %b, která se dotýká
stran AB a CD a leží v obdélníku ABCD. Vnější body
úsečky U V na přímce o2 tuto vlastnost nemají, neboť každá
kružnice se středem v takovém bodu a mající poloměr jb
obsahuje aspoň jeden bod ležící vně rovnoběžkového pásu
přímek AD a BC. Tedy množinou M2 je úsečka UV.

c) Hledejme množinu M3 středů všech kružnic, které
leží v obdélníku ABCD a dotýkají se jeho stran AB a AD.
Úhel < UAB = 45°, a proto střed každé kružnice, jež se

dotýká strany AB a strany AD, leží na polopřímce AU.
Zřejmě АфМ3 a Ue M3.

Nechť S je libovolný bod ležící mezi body AaU. Protože
je AS < AU, je vzdálenost bodu S od strany AB menší
než \b, takže kružnice o středu S, jež se dotýká AB a AD,
leží v daném obdélníku, tj. S e M3.

Nechť S' je libovolný bod ležící na prodloužení úsečky
AU za bod U. Pak AS' > AU, a proto vzdálenost bodu S'
od přímky AB je větší než \b a vzdálenost od přímky CD
menší než \b, takže kružnice se středem S', jež se dotýká
přímek AB a AD, neleží v daném obdélníku, tj. S'^M3.

Množina M3 je tedy množinou všech bodů úsečky AU
s výjimkou bodu A.

Z odstavců a), b) a c) plyne následující závěr:
Hledané geometrické místo bodů se skládá z úsečky UV

a ze všech vnitřních bodů úseček AU, DU, В V, CV.
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Z-ll-3

Po kružnici k(S, r) se pohybují dva body X a Y rovno-
měrným pohybem v navzájem opačných smyslech, rych-
lostmi v a qv, kde q > 1. Označme A,BaC body jejich tří
bezprostředně po sobě jdoucích setkání.

a) Vypočtěte velikosti vnitřních úhlů ДАВС pro q — 4.
b) Určete q tak, aby AABC byl a) rovnostranný, fi) právo-

úhlý.

Řešení, a) Kratší z oblouků AB je čtyřikrát menší než
delší oblouk AB, má tedy délku jnr. Tutéž délku má i kratší
z oblouků CD, neboť body X а У se pohybují rovnoměrně.
Body А, В, C jsou tedy vrcholy pravidelného pětiúhelníku
vepsaného kružnici к a -fcABC je jeho vnitřním úhlem
(viz obr. 34). Platí: <ABC = 2. *ABS = 180° - -X.ASB =
= 180° — 72° = 108°. Velikost ostatních vnitřních úhlů
rovnoramenného ДABC určíme již takto:

ZBAC = <BCA = К180° - 108°) = 36°.

Obr. 34 Obr. 35
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b) a) (viz obr. 35) AABC je rovnostranný, právě když
XASB = %-BSC = 120°. Mezi dvěma sousedními setká-
nimi opíše bod X tedy třetinu kružnice, bod У dvě třetiny
kružnice. To nastane, právě když q — 2.

Obr. 36

b) P) (viz obr. 36). Jestliže /\ABC je pravoúhlý, pak
úsečka AC je průměrem kružnice k. Od prvního do třetího
setkání opíše tedy bod X půlkružnici. Protože jeho rychlost
je konstantní, opíše bod X mezi dvěma sousedními setká-
nimi čtvrtkružnici. Z toho plyne, že bod У opíše v této
době tři čtvrtiny kružnice. Proto je nutně q — 3. Tím jsme
našli číslo, které je „podezřelé" z toho, že vyhovuje naší
úloze. Že tomu tak skutečně je, musíme dokázat.

Uvažujme tedy obráceně: Nechť q = 3. To znamená, že
bod У má třikrát větší rychlost než bod X. Mezi dvěma
sousedními setkáními opíše tedy bod X čtvrtkružnici.
Oblouk AC je pak půlkružnice, což znamená, že AABC
je pravoúhlý.
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Z — II —4

Je dán lichoběžník ABCD se základnami AB = 14 cm,
CD = 10 cm. Jeho úhlopříčky AC, BD protínají střední
příčku po řadě v bodech E,F. Vypočtěte podíl obsahů
lichoběžníků ABCD, ABEF. Zobecněte pro AB = a, CD = c.

D

/

v

jv = v'

A В
Obr. 37

Řešení (viz obr. 37). Označme a velikost strany AB, c velí-
kost strany CD a v výšku daného lichoběžníku. Pak obsah
lichoběžníku ABCD je

Pi = Ща + c).
Z toho, že AB || EF a že průsečík S úhlopříček AC a BD

leží uvnitř poloroviny EFC, plyne, že ABFE je lichoběžník
se základnami AB = a a EF. Jeho výška je

v' = jv.

Označme Ax střed ramena AD a Bx střed ramena BC.
Pak AXE je střední příčka v /\DCA, a tedy AXE = jc.
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Obdobně zjistíme, že BXF — jc. Tudíž

c' = EF = AÍBÍ — 2. \c — j(a + c) — c = %{a — c).
Pro obsah lichoběžníku ABFE tedy dostáváme:

P2 — 2v\a + c) — iy[i(a — c) + a] = jv(3a — c).
Nyní už můžeme určit, kolikrát je obsah Px větší než
obsah P2. Platí:

Pi
_ 4(a + c)

За — cP2

tj. v našem případě, kdy a: c = 7: 5, je

Px 4{а + Щ 4.(14+10)
~

За-

Závěr, a) Obsah lichoběžníku ABCD je třikrát větší než
obsah čtyřúhelníku ABFE.

b) Obecně: Jsou-li základny lichoběžníku a > c, pak

p p + +c)rX — r2 •
За — c

3.14-10P2
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