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II. Pfipravné alohy I. kola

UV MO se rozhodl zatazovat do ptipravného kola my3-
lenkové cenné a zajimavé tlohy v MO jiz pouzité. Toto
rozhodnuti se zacalo uplatiiovat poprvé ve 24. ro¢. MO.
Proto u uloh jiz znamych z minulych ro¢nikd uvadime jen
text ulohy a odkaz na pfisluinou literaturu, kde najde ctenar
komentaf ¢i FeSeni ulohy (viz str. 48).

KATEGORIE A

A—P—1

Je dano pfirozené Cislo a; vypoctéte soucet

1975 k
H
k=1 |4
Poznamka: Pro kazdé realné x zna&i [x] jeho celou
cast, tj. celé &islo, pro které plati [x] < x < [x] + 1.

ReSeni: viz [22], str. 135.
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A-P-2

Je dana sustava rovnic s troma neznamymi X, y, z a s para-
metrami a, b:
x+ay=hb,
y—a*z=1,
az+x=b+1.

Ur¢te vsetky také hodnoty parametrov a, b, pre ktoré ma
dana stastava nekone¢ne mnoho rieseni.

ReSeni: viz [16], str. 63.

A-P-3
Dokazte, ze pre vietky realne ¢isla x rozne od nuly plati:

.11 1
1+ xsin— ——-cos—>0.
x 2 x
Komentaf. Doporudujeme fesitelium, aby si nejprve pro-
studovali 3. kapitolu knizky Smakal — Budinsky: Gonio-
metrické funkce (20. svazek SMM). Funkce

11 1
fix—>1+4+ x.sin— — -cos—
x 2 Xx

je zfejmé suda. Toto zjidténi je velmi cenné, nebot umoziiuje
omezit dikaz dané nerovnosti jen na kladna realna ¢isla x.

1 1 1
Nacrtnou-li si fesitele grafy funkci cos 7 sin o X. sin 2
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zjisti, ze bude vhodné danou nerovnost dokazat nejprve pro

1 1 1
x =— a pak pro xe(—,+oo) a xe(O,‘>. V pripadé
n U T

1\ . .. 1 1

xe| 0, — ] je tteba uvazit, ze — < —.

T n 2
A—-P—-4

V roving je dan kruh K. Ur¢ete mnozinu vrcholi 4 vsech
konvexnich ¢tyfahelnikt ABCD, o nichz plati, ze AC < BD
a 7e cela uhlopficka BD lezi v kruhu K.

Reseni: viz [21], str. 128.

KATEGORIE B
B—P—1

M¢jme posloupnost celych &isel ay, ay, a,, ..., a,, ..., vV niz
pro vSechna n = 1 plati

ay+1 + ap—1 = 44, .

a) Muze byt takova posloupnost posloupnosti aritme-
tickou?

b) Urlete nutné a postaCujici podminky pro to, aby
v takové posloupnosti platilo:

an+k + an—k = akan
pro viechna n,k, n =2 k, k = 0.
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c) Jestlize a, = 2, pak existuje komplexni &islo z takové,
Ze pro vSechna n = 0 je
a,=z2"+z"";
dokazte.

ReSeni: viz [20], str. 102.

B—P-2
Dokazte, ze pre kazdé prirodzené Cislo n a pre vsetky
realne &isla x, x,, x5, ..., x, plati nerovnost:

nn + 1)x* 2 2. Y ix{2x — x;).
i=1

Komenta¥F. Dikazové Glohy tohoto typu se v MO vysky-
" tuji pomérné &asto. Je mozno uZit matematické indukce
nebo piimo vzorce

1+2+3+..+n=4nn+1),

ktery plati pro kazdé ptirozené ¢islo n.

B—P-3

Trojuhelnik ABC ma tu vlastnost, ze kruznice prochazejici
stfedy jeho stran se dotyka kruznice opsané.

Dokazte, ze bod dotyku je jednim vrcholem trojuhelniku
ABC a ze vnitini uhel pfi tomto vrcholu je pravy.

ReSeni: viz [17], str. 73.
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B—P—4

Najdite vietky hodnoty parametra a, pre ktoré je v kar-
tézskej suradnicovej sustave so stiradnicami x, y graf rovnice

Ix+ ¥ +aly =1
obvodom pravouholnika.

ReSeni: viz [19], str. 111.

KATEGORIE C
C-P-1
Urcte vSetky rieSenia sustavy rovnic
xx+y)+zx—y)= 6,

W+ z2)+x(y —2)= -2,
Az +x)+ Yz —x)= 3.

Reseni: viz [16], str. 34.
C-P-2
Necht p, g jsou prvocisla vétsi nez 3. Potom ¢islo
p*+7¢* — 23
neni prvocislem. Dokazte.
ReSeni : viz [20], str. 109.
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c-P-3

Je dana kruznice k = (S; r), bod 4 z vnutra kruhu
ohrani¢eného kruznicou k a kladné &islo d. Bodom A4 je
vedena tetiva kruznice k tak, Ze tento bod ju rozdeluje na
dve Gsetky, ktorych dizky maju rozdiel d.

a) Vyjadrite dizku t tejto tetivy a jej vzdialenost od
stredu S pomocou parametrov r,d, v = SA.

b) Zostrojte pomocou vysledku z dlohy a) vietky tetivy
danej vlastnosti. \

ReSeni: viz [16], str. 39.

C-P-4

Necht M je mnozina vSech vrcholl ¢tverct dané Sachov-
nice o 16 polich. Pro kazdy bod X e M oznaime p(X)
pocet vSech ¢tverct, jejichz vSechny vrcholy patfi do mno-
ziny M, priCemz jednim z nich je bod X. Urcete vyctem
mnozinu viech &isel p(X).

Komentaf. Doporucujeme fesitelim, aby si nejprve pro-
studovali 6. Glohu I. kola XXI. ro¢. MO kategorie C. Pro
feSeni nasi ulohy je dulezité si uvédomit, Ze existuji Etyfi
osy soumérnosti mnoziny M. Sta&i pak najit &islo p(X)
jen pro jistych 6 bodd mnoziny M.
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KATEGORIE Z
Z-P-1

Sou¢inem dvou kvadratickych troj¢lent x* + ax + b,
x? + cx + d je dvojélen x* + 4. Urgete koeficienty troj-
¢lent.

ReSeni: viz [ 16], str. 102.

Z-P-2

Kolikrat v dobé od 14.00 h. do 14.05 h. je centralni vte-
finova rucicka hodinek osou dutého uhlu sevieného hodi-
novou a minutovou ru¢iCkou? Udejte pfislusné okamziky
s pfesnosti na vtefiny.

Komentaf. Pfi feSeni vychazime ze zakladniho vztahu
mezi velikostmi uhli «, B,y sevienymi po fadé minutovou,
hodinovou a vtefinovou rudi¢kou s polopfimkou SO, kde
S je stied Ciselniku a bod O oznafuje na Ciselniku 12 h.
V hledané okamziky je velikost Ghlu y aritmetickym prime-
rem velikosti Ghli « a f. Snadno se ur¢i Ghlové rychlosti
rucicek ve stupnich za sekundu. Lze uzit i obloukové miry.

Pro velikosti Ghli o, B,y opsané za &as ¢ (s) dostaneme

t

Ot=1—0,

t
B=ﬁ)+60,
y =6t —k.360,
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kde k je celé nezdporné Cislo udavajici, kolikrat vtefinova
rucicka obéhla ¢iselnik za dobu t sekund po 14 h. Na zakladé
uvedenych fakt ziskame po upravach rovnici

1427t = 7200 + 86 400k . (1)

Z ni lehko urc¢ime ¢.
Podle textu ulohy spliiuje ¢ nerovnici

0=<t=300.

Tuto podminku viak spliiuje pouze pét kofenii rovnice (1),
totiz: 6; 66; 126; 186; 247 (s presnosti na celé sekundy).
O spravnosti poétu feSeni se ostatné muzeme presveédcit
jednoduchym tsudkem.

Z-P-3

Trojahelnik ABC ma velikosti vnitfnich uhld o = 45°,
B = 60°.

a) Vyjadrete délky stran b, ¢ pomoci strany a.

b) Vyjadfete pomér délek vsech tii vySek trojuhelniku
ABC.

ReSeni: viz [17], str. 57.
Z_P-4

Je dan ¢&tverec ABCD, jehoz strana ma délku a; K je
stted strany AD, L je bod polopfimky BA, pro ktery plati
BL = 3a. Ozna¢me o takovou piimku prochazejici bodem D,
Ze GiseCka X'Y soumérné sdruzena s KL podle osy o lezi cela
ve ¢tverci ABCD.
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Jaky utvar vyplni vSechny takto vytvofené usecky XY?
Narysujte obrazek, vySrafujte tento utvar a popiste jeho

konstrukci.

ReSeni: viz [ 18], str. 55.
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