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VI. Sprava o XVI. medzinarodnej matematickej

olympiade

1. ORGANIZACIA A PRIEBEH SUTAZE

O starostlivej organizacnej priprave XVI. MMO najlep-
Sie sved¢i skutoCnost, Ze uz pocas XV. MMO v juli 1973
v Moskve dostali veduci zu¢astnenych delegacii od vedenia
delegacie NDR jej ramcovy program a organizaény poriadok
sutaze. Samotny priebeh XVI. MMO len potvrdil neoby-
¢ajnu pozornost, ktori sidruhovia z NDR jej organizacii
venovali. Poriadatemi sufaze, ktora sa konala od 4. do
17. jula 1974 boli Ministerstvo $kolstva NDR, Matematicka
spolo¢nost NDR (Mathematische Gesellschaft der DDR)
a Ustredny vybor FDJ (mladeznicka organizacia NDR).
Vlastna sttaz sa konala v krajskom meste Erfurte na juho-
zapade NDR a zaver so slavnostnym vyhlasenim vysledkov
bol v hlavnom meste NDR — Berline.

Nielen velmi dobrou organizaciou, ale aj po¢tom zacast-
nenych krajin patrila XVI. MMO medzi najvydarenejsie
z doteraj$ich medzinarodnych stretnuti mladych matema-
tickych nadeji. K druzstvam 16 krajin, ktoré sa zucastnili
XV. MMO v Moskve pribudli ako novi ucastnicic MMO
druzstva USA a Vietnamskej demokratickej republiky. Na
XVI. MMO do NDR vyslalo teda svoje druzstva tychto
18 krajin: Rakusko (A), Bulharsko (BG), Kuba (C), CSSR

225



(CS), NDR (DDR), Franciizsko (F), Velka Britania (GB),
Madarsko (H), Mongolsko (M), Holandsko (NL), Polsko
(PL), Rumunsko (R), Svédsko (S), Finsko (SF), ZSSR (SU),
USA (USA), Vietnamska demokraticka republika (VN),
a Juhoslavia (YU). S vynimkou Kuby (7 Ziakov) a VDR
(5 ziakov) boli vietky druZstva osemélenné, ako to stano-
voval organiza¢ny poriadok sutaze. Celkem na XVI. MMO
sutazilo teda 140 ziakov.

Predsedom organiza¢ného vyboru olympiady bol pracov-
nik Ministerstva $kolstva NDR, tajomnik Gstredného vyboru
olympiad mladych matematikov NDR a &len predsednictva
Matematickej spolo¢nosti NDR s. Herbert Titze a jeho za-
stupcom s. Gerhard Kleinfeld, pracovnik odboru $kolstva
rady kraja v Lipsku.

Prezidentom medzinarodnej jury sutaze, ktoru tvorili ve-
duci jednotlivych delegacii za¢astnenych krajin, bol prof. dr.
Wolfgang Engel, predseda Matematickej spolo¢nosti NDR
a riaditel sekcie matematiky na univerzite v Rostocku. Jeho
zastupcom boF prof. dr. Helmut Bausch, vedici oddelenia
matematiky a prirodnych vied na Ingenieurhochschule
Berlin-Wartenberg a predseda tstredného vyboru olympiad
mladych matematikov NDR.

Veduci delegacii sa schadzali do Erfurtu vo Stvrtok
4.7.1974. Hned po prichode na Zelezni¢nu stanicu ¢i letisko
ich organizatori odviezli do nedalekého Weimaru (23 km),
strediska nemeckej klasiky a humanistickych tradicii, kde
boli ubytovani v hoteli Elephant. Na zoznamovacej veceri
v reStauracii hotela sa stretavali va¢Sinou stari znami z pred-
chadzajicich MMO.
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Jury pracovala v priestoroch Hochschule fiir Architektur
und Bauwesen vo Weimare. Na prvom zasadnuti v piatok
5. 7. prezident jury prof. dr. Engel privital veducich delegacii
zG¢astnenych krajin, najmé tych, ktoré sa MO zGcastnovali
po prvy raz (VDR a USA), zazelal im Gspe$nu pracu a pri-
jemny pobyt v NDR a informoval, Zze na XVI. MMO bolo
pozvané tiez Taliansko, ktoré aj prislubilo ucast, ale v po-
slednej chvili sa ospravedInilo. Clenov jury v kratkom pre-
jave pozdravil tiez prorektor Hochschule fiir Architektur
und Bauwesen prof. dr. Fritsch. V pracovnej Casti 1. zasad-
nutia podal prof. dr. Engel kratke vysvetlenie k programu
XVI. MMO, predstavil svojich spolupracovnikov z NDR —
¢lenov komisie pre ulohy, prekladatelov a dalSich a preci-
tal text telegramu, ktory ucastnikom XVI. MMO poslal
I. S. Petrakov (ZSSR) — ugastnik vietkych MMO od IV.
po XV. a spoluautor uspe$nej publikacie o MMO, znamej
aj u nas.

Clenovia komisie pre Glohy (prof. dr. G. Geise, prof. dr.
U. Pirl a doc. dr. L. Stammler) vybrali z cca 50 navrhnutych
Giloh doslych do organizatormi stanoveného terminu (15. 4.)
dva varianty po 6 uloh, ktorych texty s rieSeniami dostali
veduci delegacii vo Stvrtok (4. 7.) popoludni. Pri vybere
vychadzali z toho, aby kazdy variant obsahoval ulohy z roz-
nych oblasti matematiky, ktoré by boli pé6vodné a pokial
mozno rdéznej obtaznosti. Do prvého variantu zaradili po-
merne jednoduchy hlavolam (USA), zaujimavi ulohu na
odhad nekone¢ného siétu (PL), netradiénu ulohu o mnoho-
¢lenoch s celotiselnymi koeficientami (S), velmi pekna do-
kazovu dlohu na odhad minima istej konefnej mnoziny
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realnych &isel (SU), obtazne formulovatelna ulohu na dékaz
existencie zhodnych trojuholnikov v istom nekonefnom
systéme trojuholnikov se spolo¢nou opisanou kruznicou
(GB) a ulohu zo 3kolskej tedrie &isel vyuZivajicu urité
prvky kombinatoriky (R). Druhy variant obsahoval doka-
zovu ulohu zo Skolskej teorie Cisel tradiéného charakteru
(PL), Glohu na najdenie mnoZiny hodndt istej homogénne;j
funkcie $tyroch realnych premennych (NL), dokaz identity
zaloZeny na pouziti trigonometrickych funkcii (C), pomerne
jednoduchu ulohu z klasickej planimetrie (SF), zaujimava
a nie velmi naro¢nu tlohu na pokrytie (BG) a koneéne velmi
peknt, ale zna¢ne naro¢nu ulohu kombinatorického cha-
rakteru (SU).

Zakladom pre diskusiu mal byt prvy navrhnuty variant.
Uz v uvode diskusie upozornil v§ak veduci polskej delegacie
prof. Mgkowski na to, ze do neho zaradena polska uloha
bola medzi¢asom publikovana v Gardnerovej knihe, ktorej
preklad vysiel v ZSSR. Na sobotiajsom zasadnuti jury (6. 7.)
precital veduci madarskej delegacie prof. Hodi text Glohy
z madarskej olympiady, ktora bola v podstate zovseobec-
nenim sovietskej ulohy z prvého variantu. Vzhladom na po-
ziadavku pdvodnosti bolo preto nutné polskl a sovietskt
ulohu z prvého variantu vynechat. Kedze viaceri veduci
delegacii namietali proti zaradeniu britskej ulohy, ktora sa
im zdala prili§ obfazna a naro¢na na hodnotenie rieSeni
a vadsina ¢lenov jury sa napokon vyslovila za jej nahradenie
finskou ulohou z druhého variantu, bol po doplneni tohto
vyberu bulharskou a holandskou lohou z druhého variantu
na zaver sobotného predpoludnajSieho zasadnutia jury jed-
nomyselne prijaty niz$ie uvedeny komplex sutaznych uloh.
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Formulacii textov uloh v rokovacich jazykoch (nemcina,
rustina, angliCtina, francuzitina), ktora patri uz tradi¢ne
k najnaro¢nej$im povinnostiam jury, boli venované dve za-
sadnutia jury: v sobotu 6. 7. popoludni a v nedelu 7. 7.
predpoludnim. Pri nej bol podstatne zmeneny najmé po-
vodny text americkej Glohy. Na zaver nedelné¢ho predpo-
ludnajsieho zasadnutia schvalila jury jednomyselne navrh
veduceho Ceskoslovenskej delegacie na rozdelenie Gloh pre
oba sitazné dni ako aj maximalne pocty bodov za uplné
rieSenie jednotlivych uloh. Na rieSenie kazdej trojice tloh
boli stanovené 4 hodiny ¢istého Casu.

S histériou a pamidtihodnostami Weimaru sa ¢lenovia
jury zoznamili v piatok 5. 7. popoludni poc¢as prednasky do-
plnenej premietanim diapozitivov v Goetheho mizeu a pocas
prechadzok po meste vo volnom case. V piatok 5. 7. veCer
podavala pre €lenov jury a organizatorov XVI. MMO ve-
¢eru Mathematische Gesellschaft der DDR. Prehovoril na
nej predseda spolocnosti prof. dr. Engel a za zahrani¢nych
hosti veduci sov. delegacie doc. Skvorcov.

Nedelnajsieho zasadnutia jury sa zGc€astnili uz aj zastup-
covia veducich delegacii, ktori mali svoje druzstva priviest
do Erfurtu najneskorsie v sobotu 6. 7. Ziaci boli ubytovani
v modernom internate Padagogische Hochschule Dr. Theo-
dor Neubauer v Erfurte, zatial ¢o zastupcovia veducich dele-
gacii sa ubytovali spolo¢ne se svojimi vedicimi vo Weimare.
O ziakov jednotlivych druzstev sa po cely ¢as pobytu v NDR
starali okrem tlmo¢nikov aj nemecki sprievodcovia — Cle-
novia FDIJ.

Na vedtcich delegacii a ich zastupcov ¢akala v nedelu
popoludni naro¢na tloha prekladu textov lloh do mater¢iny
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Ziakov a ich priprava na rozmnozenie. Po prvy raz na MMO
bola pri rozmnozeni textov tloh pouzita moderna technika
(xerox).

Slavnostné otvorenie XVI. MMO sa uskutocnilo v pon-
delok 8. 7. rano v aule Pddagogische Hochschule Dr. Theo-
dor Neubauer v Erfurte. Prezident jury prof. Engel na iom
v kratkom prejave privital nam. min. §kolstva NDR Wernera
Engsta a dalsich Cestnych hosti, vedtcich delegacii zu¢ast-
nenych krajin a najmi ucastnikov sutaze, ktorym zaZelal
vela Gspechov pri rieSeni sutaznych uloh.

V dvoch $tvorhodinovych klauzarach ¢akali na nich na-
sledujuce ulohy:

PRVY DEN SUTAZE — 8. JULA 1974

1. Traja hraci 4, B a C hraja hru, pri ktorej pouzivaju tri
hracie karty. Na kazdej z tychto kariet je napisané celé ¢islo:
na prvej p, na druhej g, na tretej r, priComplati 0 < p < g <r.
Pri kazdom kole hry sa karty zamieSaja a kazdy hra¢ do-
stane jednu z nich. Potom kartu vrati a dostane za fiu tolko
guli¢iek, kolko udava na nej napisané Cislo.

Hra trvala N kol, N = 2. Na konci hry mal hra¢ 4 cel-
kom 20 guli¢iek, hra¢ B 10 a hra¢ C 9 guliciek.

Ak viete, ze v poslednom kole hra¢ B dostal r guliCiek,
urcite, ktory z hracov dostal v prvom kole g guliCiek.
(USA, 5 bodov)

2. Oznaéme velkosti vnttornych uhlov trojuholnika ABC
pri vrcholoch A4, B, C v uvedenom poradi a, f3, y.

Dokazte, ze nutnou a postacujicou podmienkou pre to,
aby na usetke AB existoval bod D tak, e dizka Gsecky CD
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je geometrickym priemerom dizek AD a BD je splnenie
nerovnosti
sinosin B < sin?4y.

(Finsko, 6 bodov)

3. Dokazte, ze pre ziadne prirodzené &islo n nie je Cislo

Z": 2n + 1 o3
K=o \2k + 1
deliteIné &islom 5. (Rumunsko, 8 bodov)

DRUHY DEN SUTAZE — 9. JULA 1974

4. Rozdelme Sachovnicu pozostavajicu z 8 x 8 polina p
neprekryvajicich sa pravouhlych rovnobeznikov. Uvazujme
o vietkych takychto rozdeleniach Sachovnice, pre ktoré
platia nasledujice podmienky:

a) Kazdy z pravouhlych rovnobeznikov pozostava z ce-
lych poli a obsahuje bielych poli prave tolko ako Ciernych.

b) Ak a; znamena pocet bielych poli na i-tom rovnobez-
niku, potom plati: a; < a, < ... < a,.

Najdite najvacsie Cislo p, pre ktoré je také rozdelenie
Sachovnice mozné. Pre toto p urcite vSetky postupnosti
a, a,,...,a, pre ktoré mozno také rozdelenie Sachovnice
realizovat. (Bulharsko, 6 bodov)

5. Urcite mnozinu hodndt, ktoré méze nadobudat sudet

S a . b n c " d
“a+b+d a+b+c b+c+d a+c+d
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ked a, b, c,d su Tubovolné kladné realne &isla. (Holandsko,
7 bodov)

6. Nech P je mnohoclen s celoCiselnymi koeficientami,
ktory nie je identicky rovny konstante, a nech n(P) je pocet
vSetkych navzajem roznych celych &isel k, pre ktoré plati:
[P()]* = 1.

Dokazte, Ze

n(P) — deg(P) < 2,

kde deg (P) znamena stupeti mnoho¢lena P. (Svédsko, 8 bo-
dov)

V zatvorke za textom ulohy je uvedené, ktora krajina
ulohu navrhla a maximalny pocet bodov, ktory bolo mozné
ziskat za uplné rieSenie ulohy. Tieto udaje v8ak Ziakom pri
sutazi oznamené neboli. Pocas sutaze boli Ziaci rozdeleni
do 8 ucebni, v kazdej z nich bol najviac jeden prislusnik
kazdého druzstva. Po oba sGtazné dni najneskor$ie pol
hodiny po obdrZani textov mohli Ziaci predkladat pisomné
otazky na pripadné nejasnosti v textoch. Na tieto otazky
po predchadzajicom prerokovani v jury pisomne odpove-
dali veduci delegacii.

Veduci delegacii a ich zastupcovia sa mohli po otvoreni
sutaze 8. 7. pocas kratkej autokarovej exkurzie aspon Cias-
to¢ne zoznamit s dejiskom XVI. MMO, dvestotisicovym
krajskym mestom Erfurtom, miestom tradi¢nych medzina-
rodnych vystav kvetov. Po nej sa v hoteli Erfurter Hof
zucastnili na obede, ktory pri prilezitosti XVI. MMO po-
daval predseda rady kraja Erfurt s. Gothe. Po navratu do
Weimaru uz na nich v Hochschule fiir Architektur und
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Bauwesen, kde mala kazda delegacia k dispozicii jednu
ucebnu, ¢akali rieSenia prvych troch uloh, aby zacali s ich
korektarami a hodnotenim. Tejto praci, ku ktorej sa v uto-
rok 9. 7. pridruzili korektiry a hodnotenie rieSeni dalSe;
trojice uloh ako aj koordinacia hodnoteni, sa venovali az
do Stvrtku 11. 7. veCer. Pocas korektir a koordinacie sa
jury zi$la na jednom spolo¢nom zasadnuti s koordinatormi
(9. 7. veger), na ktorom sa ujasnili niektoré kritéria hodno-
tenia rieSeni.

Uz pri svojom prichode do Weimaru dostali veduci dele-
gacii presny Casovy plan koordinacie jednotlivych tloh, ktory
sa dosledne dodrziaval. RieSenia kazdej ilohy koordinovala
trojica matematikov NDR (1 — dr. Bartschovd, dr. Rehm,
Schiemann; 2 — doc. dr. Schrider, dr. Sommerfeld, dr. Noac-
kovda; 3 — dr. Liiders, dr. Harnau, dr. Riedewald; 4 —
dr. Drews, Germer, dr. Kummer; 5 — dr. Seifert, prof. dr.
Wintgen, dr. Kiichler; 6 — dr. Zacharias, doc. dr. Rosenbaum,
dr. Schwarz), medzi ktorymi boli aj dvaja Uspe$ni G&astnici
predchadzajucich MMO. Riesenia Ziakov druzstva NDR —
ako je to uz v pripade druZstva poriadajucej krajiny tra-
dicné — koordinovali veduci delegacii tych krajin, ktoré
navrhli ulohy.

Pri koordinacii hodnoteni sa nevyskytli Ziadné vaznejsie
nedorozumenia, takze jury mala pri svojom zavere¢nom
zasadnuti, ktoré sa konalo v piatok 12. 7. predpoludnim,
ulahéenti ulohu. Najskor jednomyselne stihlasila, aby sa
v pripade jedného rumunského ziaka, ktory mal v Case
sufaze uz viac nez 20 rokov, urobila vynimka a aby bol
ponechany v sutazi, ked vedenie rumunskej delegacie ubez-

233



pecilo, Ze je ziakom strednej $koly. Potom hlavni koordina-
tori jednotlivych uloh stru¢ne zhodnotili dosiahnuté vy-
sledky. Stanovenie hranic dosiahnutych bodov pre udelenie
cien ulahcilo tentoraz ustanovenie organizaéného poriadku,
podla ktorého nemal poéet odmenenych v zasade prekrocit
polovicu vsetkych Gcastnikov a pocty prvych, druhych a tre-
tich cien mali byt, pokial moZno, v pomere 1:2:3. Vy-
chadzajuc z tohto ustanovenia rozhodla jury o hraniciach
cien takto: I. cena od 40 do 38 bodov, II. cena od 37 do 30
bodov a III. cena od 29 do 23 bodov. Znamenalo to, Ze
10 ziakov dostane 1., 24 1I. a 37 IIL cenu, ¢o je spolu 71
odmenenych zo 140 Gcastnikov XVI. MMO.

Napokon jury prerokovala 4 navrhy na udelenie diplomov
za originalne a zvlat elegantné rieSenia. Jeden z nich (jed-
nému z madarskych Ziakov za rieSenie 2. ulohy) zamietla
a ostatné tri (jednému Ziakovi z druZzstva Svédska za riese-
nie 5. tlohy a po jednom Ziakovi z druZstiev USA a Ma-
darska za rieenie 6. ulohy) schvalila.

V zaveretnom slove podakoval prezident jury prof. dr.
Engel za konstruktivnu spolupracu vietkym ¢lenom jury
a informoval, Ze zatial nie je dorieSena otazka usporiadatela
XVII. MMO. Podla vyjadrenia veducich bulharskej a mon-
golskej delegacie sa moze konat v ich krajinach, v Mon-
golsku v8ak az od 15. 7. 1975, pretoze Mongolska Tudova
republika slavi 11. 7. svoj $tatny sviatok.

V zavere zasadnutia sa prihlasil o slovo veduci rakuske;j
delegacie prof. Miihlgassner. V mene zahrani¢nych delegacii
podakoval usporiadatefom za vybornu organiziciu olym-
piady a za velmi dobré podmienky, ktoré NDR vytvorila
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jej ucastnikom. Potom z poverenia ministerstva Skolstva
svojej krajiny oznamil, Ze Rakusko je ochotné usporiadat
XVIII. MMO v roku 1976. Pozval vSetky krajiny za¢astnené
na XVI. MMO, aby sa na nej zucastnili a poziadal veducich
delegacii, aby ho informovali o stanovisku svojich krajin
k tomuto pozvaniu.

Ziaci od svojho prichodu do Erfurtu (6. 7.) do otvorenia
sutaze sa mali moznost zoznamit s pamatihodnostami mesta.
Navstivili o. 1. aj svetoznamu medzinarodnu vystavu kvetov,
ktora sa v tomto starobylom centre Durinska kaZzdoro¢ne
kona. Popoludnie prvého dna sutaze stravili na $portovis-
kach $tudentského domova, v ktorom boli ubytovani a po
druhej klauztre pre nich usporiadatelia zorganizovali mla-
deznicku zabavu, na ktoru okrem vybornej hudby zabezpe-
¢ili aj dostato¢ny pocet dievcat z erfurtskych strednych skol.
Medzi Géastnikmi XVI. MMO boli totiz len 2 diev¢ata:
Sarah Maria Duyos z Kuby a nasa Alena Vencovska.

Kym sa veduci delegacii a ich zastupcovia vo Weimare
plne zamestnavali korekturami, hodnotenim a koordinaciou
rieSeni, absolvovali Ziaci dve celodenné autokarové exkurzie
do okolia Erfurtu. V stredu 10. 7. navstivili zname stredisko
zimnych $portov Oberhof v Durinskom lese a dejisko ne-
davnych majstrovstiev sveta v $portovej strelbe v Suhle.
Vo stvrtok 11. 7. si mali moZnost pozriet Eisenach a hrad
Wartburg. Vo §tvrtok veer sa v internate po prvy raz od
sutaze stretli so svojimi vedicimi, aby sa dozvedeli niektoré
podrobnosti o programe dalSiecho pobytu v NDR a hlavne
uspokojili svoju zvedavost na vysledky, ktoré pri rieSeni
tloh dosiahli. Vela sa hovorilo tieZ o smutne znamej historii
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Buchenwaldu, ktory sa chystali ucastnici XVI. MMO na-
vitivit nasledujiceho diia popoludni.

Pocas zavere¢ného zasadnutia jury si ziaci prehliadli Wei-
mar, kde navstivili muzea v domoch Goetheho a Schillera
i dalSie pamatihodnosti. Popoludni 12. 7. sa uskuto¢nila
spolo¢na exkurzia vSetkych ucastnikov XVI. MMO na ne-
daleky Ettersberg a do muzea na mieste niekdajSieho kon-
centracn¢ho tabora Buchenwald, v ktorom faSistické jed-
notky SS pocas 2. svetovej vojny povrazdili 56 000 [udi,
prislu$nikov takmer vSetkych eur6pskych narodov. Po pre-
hliadke muzea polozili jednotlivé delegacie kytice kvetov
k pylénu svojho naroda na Ceste narodov v Narodnom
pamitniku v Buchenwalde a poklonili sa pamiatke tych,
ktori zahynuli v boji proti faSizmu pre lepSiu budicnost
dnes$nej mladej generacie a celého Tudstva.

V sobotu 13. 7. rano sa ucastnici XVI. MMO rozluéili
s Durinskom a rychlikom odcestovali do Berlina, kde sa
Ziaci ubytovali vo vysokoskolskom internate Humboldtovej
univerzity a veduci delegacii so svojimi zastupcami v hoteli
Berolina v strede mesta. Kratko po prichode do Berlina
Cakala v pristave v Treptovskom parku na uc€astnikov
XVI. MMO lod Fridrich Wolf zo znamej ,,Weisse Flotte®,
na ktorej podnikli vyhliadkovi plavbu po Spréve a prilah-
lych jazerach. Pozitok z plavby trvajucej celé popoludnie
kazilo dazdivé pocasie, tak typické v juli 1974 nielen pre
Berlin a NDR.

V nedelu 14. 7. 1974 navstivili G¢astnici MMO nedaleké
viac nez stotisicové krajské mesto Potsdam, kde si prezreli
niekdajsi kralovsky letohradok Sanssousi s rozlahlym par-
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kom a historické miesto konania Postupimskej konferencie
Cecilienhof.

Po pondeliiajsom volnom predpoludni (15. 7.) nasledovalo
popoludni zavereéné slavnostné zhromazdenie v Kongre-
sovej hale na Alexandrovom namesti. V jeho uvode za-
znelo Largo a Allegro z Hiandlovho Concerto grosso, op. 6.
Po otvaracom preslove predsedu organiza¢ného vyboru
XVI. MMO s. Titzeho prehovorili prezident jury prof. dr.
Engel a sekretar min. $kolstva NDR s. Werner Lorenz, ktori
po dozneni 1. vety Beethovenovej Jenskej symfonie odo-
vzdali diplomy odmenenym u¢astnikom XVI. MMO. V za-
stupeni sutaziacich ziakov podakovala potom organizato-
rom olympiady za vytvorenie velmi dobrych podmienok
pre sutaz i bohaty spolo¢ensky program ¢lenka Cs. druzstva
Alena Vencovskd. V mene zahrani¢nych €lenov jury preho-
voril veduci bulharskej delegacie dr. Cukanov, ktory taktiez
vyzdvihol velmi dobru organizaciu olympiady a v zavere
pozval delegacie vSetkych zucCastnenych krajin na XVIL
MMO, o mieste konania ktorej sa rozhodne medzi Bulhar-
skom a Mongolskom pri vzajemnom rokovani na urovni
ministrov $kolstva. Kuriozitou zavere¢né slavnosti bolo to,
ze na nej uCinkoval ako klavirista Wolfgang Burmeister,
uspesny ucastnik niekolkych predchadzajicich MMO, ktory
vysokosgkolské §tidium matematiky absolvoval za tri roky
a teraz pracuje ako ucitel matematiky na Technische Uni-
versitdt v Drazdanoch.

V pondelok (15. 7.) vecer sa opit v Kongresovej hale ko-
nala zavere¢na spolo¢na vecera, na ktorej prehovoril pre-
zident jury prof. dr. Engel. Pred fiou, resp. poc¢as nej, dostali
vietci ucastnici olympiady spomienkové daréeky od jej or-
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ganizatorov. Cely vecer sa niesol v radostnom a priatelskom
ovzdu$i. Mladé matematické nadeje si vymiefiali adresy
a prisluby dalich vzajomnych kontaktov.

Na rozdiel od predchadzajacich MMO sa slavnostnou
spolocnou vec€erou oficialny program XVI. MMO neskon-
¢il. Na utorok 16. 7. dopoludnia naplanovali nemecki hos-
titelia eSte navstevu berlinskej televiznej veze, aby GCastni-
kom olympiady umoznili pohlad na hlavné mesto NDR
z vys8ky 203 m a po nej autokarovi prehliadku Berlina.
Pocas nej navstivili o. i. pamétnik padlych Cervenoarmejcov
v Treptovskom parku a zoznamili sa s dal§imi pamétihod-
nostami hlavného mesta hostitelskej krajiny.

Poslednym oficialnym podujatim v ramci olympiady bol
koktail, ktory v utorok popoludni usporiadal v restaura-
cii hotela Johannishof namestnik ministra $kolstva NDR
s. Werner Engst. Spolu s prezidentom jury prof. dr. Engelom
zotrval pocas neho v kratkom srde¢nom rozhovore s ve-
denim kazdej delegacie.

V utorok 16. 7. popoludni zacali postupne odchadzat
jednotlivé zahrani¢né delegacie do svojich domovov. Dele-
gaciu CSSR odvazala Vindobona z berlinskej stanice Ost-
bahnhof v stredu predpoludnim. Jej ¢lenovia odchadzali
zo susedného socialistického nemeckého Statu bohatsi
o mnohé dojmy a pekné zazitky a ti, ktori maji eSte moznost,
plni predsavzati urobit vietko pre to, aby ich budica cesta
na MMO bola Gspe$ne;jsia.

XVI. MMO sa zapiSe do historie ako jedna z najlepsie
organiza¢ne pripravenych po odbornej i spoloCenskej stran-
ke. Znaénu pozornost jej venovala i doméaca tla¢ a ostatné
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masovokomunikacné prostriedky. VSetci organizatori na
ele s prezidentom jury prof. dr. Engelom a predsedom org.
vyboru s. Titzem sa vyznacovali bezprikladnou pozornostou
a starostlivostou o to, aby vSetko klapalo presne podla
vopred pripravené¢ho planu. VSetci U€astnici olympiady sa
na kazdom kroku presvedCovali o velkej pozornosti, ktort
venuje NDR rozvoju Skolstva, vedy a techniky.

2. VYSLEDKY SUTAZE

NajdolezitejSou a zaroven najtazou Glohou medzinarod-
nej jury MMO je kazdoro¢ne vyber sitaznych uloh. S rastom
poctu zucastnenych krajin narasta jej narocnost hlavne preto,
Ze sa zmensuje prienik mnozin tych partii matematiky, ktoré
sa vyu€uju na strednych Skolach v zi€astnenych krajinach.
V navrhoch uloh, ktoré zaslali jednotlivé krajiny pre XVI.
MMO bolo naviac malo vhodnych tloh z geometrie. Po vy-
nechani peknych a zaujimavych uloh, ktoré¢ sa vSak v pri-
pravenom navrhu ukazali ako neoriginalne, sa napokon
zrodil nie celkom vyvazeny vyber, ktory pozostaval z 2 do-
slovne Tahkych tloh, z 1 pomerne nenaro¢nej Glohy klasic-
kého typu a z 3 uloh, ktoré sa vieobecne povazovali za na-
rocné. Chybali ulohy stredne naro¢né, ako to ukazali aj
ucastnikmi dosiahnuté vysledky. Nasledujica tabulka uka-
zuje, kolko zo 140 ucastnikov olympiady ziskalo ten-ktory
pocet bodov za rieSenie jednotlivych uloh:

239



Poterbodoy Uloha | Uloha | Uloha | Uloha | Uloha | Uloha

1 2 3 4 5 6
8 - - 35 - - 35
7 — - 5 - 27 8
6 - 64 1 90 8 3
5 113 7 1 15 15 5
4 9 18 2 11 13 1
3 6 4 9 10 9 2
2 6 5 7 10 12 7
1 1 14 18 - 22 28
0 5 28 62 4 34 51

Ak vyjadrime pomer udelenych bodov za rieSenie jednotli-
vych uloh k celkovému po¢tu moznych bodov, dostaneme
nasledujuce &isla vyjadrujice relativnu Gspesnost ucastnikov
XVI. MMO pri rieSeni tloh: 1. 90,3 %, 2. 62,7 %, 3. 35,1 %,
4, 84,4, 5. 44,6%, 6. 38,4%. S jednotlivymi tlohami si
najlepsie poradili tieto druZstva: 1. bez straty bodu riesili
CS, DDR, H, PL, SU, USA, VN a YU; 2. VN stratilo 1 bod,
SU 2 body; 3. Rumunsko ziskalo 50 bodov zo 64 moznych;
4. Svédsko a Juhoslavia ziskali po 47 bodov zo 48 moZnych;
5. ZSSR ziskalo 44 bodov z 56 moznych a 6. USA ziskalo
58 bodov zo 64 moznych.
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Celkové vysledky jednotlivych druzstiev ukazuje nasle-
dujuca tabulka:

Krajina e DAp> | Soget N:‘::‘Q an:)?lg.y por. |Pozn.
L | 1 | 1r | spotu| ™ [2°99Y] radie [na XV. MMO
A 1|14] 6 | — |212] 6 |144-3.
BG |—|1|4]| 5 | — [ 171] 11. | 96—12.—13.
C == = =1 6| 17. | 42—16 7%
cs | —|=|2]| 2| - | 18] 122 |149-7.
DDR | —|5|2] 7 | - |236| 4 |188-3.
F 1|13 s | - |194] 8 |153-6
GB |—|1|3] 4| - [18| 9 |164-5.
H Ll3]3) 7| 1|27 3 |215-2
M |—|-|-| =| -1 60| 18 | 65-15.
NL |—|—-|1| 1t | = | 12| 15 | 96-12.—13.
PL | —|—-|2]| 2 | - | 138] 14 |174-4
R 1| 3] s | -] 199] 7 |141-9.
s 1| = 2| 1| 187] 10| 99-11
SE | —|=[1| 1| = || 16 | 86-14
sU |2 Ls 21 7| = [256] 1. |254-1.
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USA |- |53 8 1 243 2. | na MMO po 1.raz

len 5 ziakov
VN 11112 4 - 146 13. na MMO po 1. raz
YU 2112 5 — 216 5. | 137-10.

Velkym prinosom sa ukazali byt druzstva krajin, ktoré
sa MMO zG¢astnili po prvy raz. Druzstvo USA sa vklinilo
medzi uz tradiCne najlepSie druzstva ZSSR, Madarska
a NDR a bolo jedinym druzstvom, ktorého vsetci ¢lenovia
ziskali cenu. Vysledky, ktoré dosiahlo nekompletné druzstvo
VDR, boli pre vsetkych ne€akanym prekvapenim. V po-
rovnani s minulym rokom sa zna¢ne zlepsili najma druzstva
Juhoslavie, Raktska, Svédska, Bulharska a &iastoéne i druz-
stvo Rumunska. Franctzske druZstvo potvrdilo, ze jeho
vlanajsi vysledok nebol nahodny. Necakane slabé vysledky
dosiahlo druzstvo Polska a, zial, aj CSSR. Vysledky ostat-
nych druzstiev su v zhode s doteraj§imi zvyklostami s vy-
nimkou snad len Velkej Britanie, ktorej druzstvo nekleslo
pri svojich doterajsich $tartoch na MMO v neoficialnom
poradi pod $iestu prie¢ku. Celkove mozno povedat, Zze do-
siahnuté vysledky st vyrovnanejsie nez na niekolkych pred-
chadzajicich MMO a aj napriek trom pomerne naroénym
uloham sa naslo aZ 6 ziakov, ktori ziskali plny pocet 40 bo-
dov, a to po jednom z druzstiev Rakuska, Franctuzska, Ma-
darska, Rumunska, Svédska a ZSSR.

Pri rokovani jury sa podarilo vytvorit vdaka velmi dobré-
mu vedeniu zo strany jej prezidenta prof. dr. Engela i jeho
zastupcu prof. dr. Bauscha konStruktivnu pracovnd atmo-
sféru, na ktoru mala zrejme vplyv aj ta skuto¢nost, Ze ¢leno-
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‘via jury boli va¢Sinou stari znami z predchadzajucich MMO, ak to
ukazuje nasledujuci prehlad:

Krajina Veduci delegacie — ¢len jury Jeho zastupca
A Thomas Miihlgassner Wolfgang Ratzinger
Gymnazium Eisenstadt Pidagogische Akademie Linz
BG Dr. Viadimir Cukanov Dimo Serafimov Angelov
Akadémia vied Sofia Min. $kolstva Sofia
C Dr. Luis j. Davidson Felix Recio
Min. $kolstva Havana Univerzita Havana
cs Doc. Dr. Jozef Moravcik, gsc. Dr. Vlastimil Machdcek
VSD Zilina Ped. fakulta UK Praha
DDR Prof. Dr. Gustav Burosch Dr. Hans-Jiirgen Sprengel
Univerzita Rostock Pidag. Hochschule Potsdam
F Prof. Georges Glaeser Denis Gerll
IREM Strasbourg Lycée Louis-le-Grand Paris
GB Robert Cranston Lyness Dr. David Monk
Min. $kolstva Londyn Univerzita Edinburgh
H Endre Hédi Doc. Dr. Istvan Reiman, CSc.
Ped. indtitut Budapest Techn. univerzita Budape$t
M Prof. UrSincerengin SanZmjatav Sagdaraca Gombyn
Univerzita Ulanbator Min. $kolstva Ulanbator




Doc. Ary van Tooren

Dr. Jan van de Craats

AL Univerzita Leiden Univerzita Leiden
PL mgr. Andrzej Makowski Dr. Maciej Brynski
Univerzita VarSava Univerzita VarSava
R Dr. Ion Cuculescu Constantin Ottescu
Univerzita Bukurest Liceul 21 Bukurest
S Doc. Dr. Ake H. Samuelson Stig Westlund
Univerzita G6teborg Stredna $kola Halmstad
SF Matti Lehtinen Jarmo Nystrom
Univerzita Helsinki Stredna skola Pohjois-Tapiolan
SU Doc. Valentin A. Skvorcov Soria 1. Mojsejeva
MGU Moskva Min. $kolstva Moskva
USA Prof. Dr. Samuel L. Greitzer Cecil C. Rousseau
Rutgers University New Brunswick | Memphis State University
VN Le Hai Chan Prof. Phan Duc Chinh
Min. $kolstva Hanoi Univerzita Hanoi
YU Dr. Viadimir Mici¢ Zoran Kadelburg

Univerzita Belehrad

Matem. gymnazium Belehrad

244




3. K CESKOSLOVENSKEJ UCASTI
NA XVI. MMO

Druzstvo CSSR pre XVI. MMO vybralo predsednictvo
UV MO na zaver tyzdenného sustredenia 10 Ziakov, ktoré
sa konalo v Prahe od 17. do 22. 6. 1974. Ucastnici sustredenia
boli vybrani na zaklade vysledkov III. a II. kola XXIII. ro¢-
nika MO a pripadnej predchadzajucej G¢asti na MMO.
Z ucasti na sustredeni sa ospravedlnili dvaja, do ktorych sa
vkladali najvi&Sie nadeje: Jaromir Simsa, ktory ziskal uz
na XIV. i XV. MMO tretiu cenu (pre u&ast na sustredeni
maturantov odchadzajicich na jeseit studovat do zahrani-
&ia) a Pavel Ferst, ktory na XV. MMO ziskal dokonca
II. cenu. Za nich bolo nutné povolat nahradnikov, medzi
nimi i Alenu Vencousku, ktora sa napokon v Erfurte ukazala
byt najlepSou ¢lenkou nasho druzstva. Na zaklade poznat-
kov zo sustredenia ochudobneného o skusenych reprezen-
tantov bolo do NDR vyslanych tychto 8 Ziakov (v tabulke
st zaroveti uvedené vysledky, ktoré dosiahli na XVI. MMO):
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Por.| Priezvisko Trieda a $kola Pocet bodov ziskanych za ulohu
¢islo| ameno 112|3]4|5]| 6 |Spolu

1. | Balanda 3.b gymn.
Lubomir Cesky T&sin 514|016 |1[0] 16

2. | Kindlmann | 4.a gymn.
Pavel Ceské Bud&jovice | 5| 6 {3 [ 6 2] 1| 23

3. | Navratil l.a gymn.

Jiri Olomouc-Hejéin | 5| 6 | 0|2 5| 0] 18
4. | Siran 4.b gymn.

Jozef Bratislava,Novoh| 5 | 6 | 1 | 6 [ 4| 0| 22
S. | Trlifaj 4.d gymn.

Jan Pha 3, Sladkovsk.| 5| 6 | 0| 6 | 0| 1 18

6. | Valasek 3.d gymn.
Michael Pha2,W.Piecka | 5| 1|16 0] 1 14

7. | Vencovska | 4.tr. gymn.
Alena Pha I, Stépanska | 5 | 4| 1 [ 6| 5| 8| 29

8. | VoldFich 3. tr. gymn.
Josef Vimperk S16|10|6|0]| 1| 18

Spolu 40 (39 | 6 (44 |17 |12 | 158

Ako vidno, nasi Ziaci si velmi dobre poradili s 1. Glohou
a s vynimkou vitaza XXIIL ro¢nika MO a najmladsieho
Clena &s. druzstva J. Navrdtila aj so 4. ulohou. Za velmi
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dobry mozno povazovat aj vysledok v 2. tlohe, ktort ne-
rieSil s Gspechom len M. Valdsek. Katastrofalne su vSak
vysledky dosiahnuté vo vietkych troch tzv. tazkych ulohach.
Vynimku tvori len jedina Zena v &s. druzstve A. Vencovskad,
ktora velmi vtipne riesila 6. Glohu (i ked s niektorymi drob-
nymi nepresnostami) a pomerne Gspesne aj 5. tlohu. Len to,
Ze v 2. ulohe nedokazala postacujicu podmienku, spdsobilo,
Ze jej o vlasok usla I1. cena. Ku jej cti sluzi fakt, Ze maturovala
v triede s humanitnim zamerenim a pokial ide o matematiku,
mozno ju povazovat do zna¢nej miery za samouka. Ukazala,
¢o dokaze vytrvalost a pevna vola, v Com moze opravdu
slazit prikladom. Uspokojivy vysledok v S. ulohe dosiahli
eSte J. Navrdtil a J. Sirdii, ktorému usla IIL cena len o jediny
bod. P. Kindelmannovi, jedinému z naSich Ziakov, ktory sa
zucastiioval MMO po druhy raz, umoznili zopakovat vla-
najsi uspech a ziskat opit III. cenu pokusy o vyuzitie bino-
mickej vety pri rieSeni 3. ulohy.

Po spolocenskej stranke reprezentovali nasi ziaci velmi
dobre. Tvorili stmeleny kolektiv s velmi slu¥nym vystupo-
vanim. Neutspechy v sutazi ich viditelne mrzeli a treba po
pravde povedat, Ze i pocas exkurzii sa zaoberali matematikou
a rieSenim uloh. Po prvej klauzire nesli na ve€eru dovtedy,
kym sa im nepodarilo najst rieSenie 3. ulohy (je uvedené
niiéie), ¢o medzi drobni¢kami zo XVI. MMO zaznamenal
aj Junge Welt. Ulohy, s ktorymi si pri klauzarach vi&sina
z nich neporadila, boli netradi¢né a pre nasich stredoskola-
kov nezvyklé.

Ak chceme v budicnosti dosahovat na MMO lepsie vy-
sledky, bude treba po cely rok sa venovat priprave druZstva.
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Sirdi vyber by mal byt znamy u v septembri a s nim by bolo
treba pracovat pravidelne, sustavne a cielavedome po cely
§kolsky rok. Takto to robia dnes uz prakticky vo vSetkych
krajinach, ktoré skonéili na XVI. MMO v neoficialnom
poradi pred nami. Seminare poriadané v Prahe pre vybra-
nych ziakov prazskych §koél a tyzdenné sustredenie kratko
pred odchodom na MMO k dobrej priprave rozhodne ne-
postacuju. Cas, prostriedky a energia venované systematic-
kej priprave talentov by urcite neboli samoucelné.
Urcitym prisflubom do budicnosti si 4 gymnazia so $pe-
cialnymi matematickymi triedami (po 2 v CSR a SSR), ktoré
sa od 1.9. 1974 otvaraju z iniciativy UV MO a predovietkym
jeho predsedu doc. Vysina, CSc. Ani od nich vS§ak nemozno
oCakavat zazraky. UZ aj preto nie, ze pri najlepsej voli
nebudi moct samotné podchytit vietky matematické talenty.

4. RIESENIA SUTAZNYCH ULOH

RIESENIE 1. ULOHY

KedZe z Cisel p,q,r sa v kazdom kole kazdé vyskytuje
prave raz, pre celkovy pocet rozdanych guli¢iek zrejme plati:

Np+q+r=20+10+9=39=3.13. (1)

Vzhladom na to, Ze N = 2 a pre navzajom rézne prirodzené
&isla p, g, r urdite plati: p + g + r 2 6, vyplyva z (1):

N=3, p+q+r=13.
KedZe hra¢ B v trefom kole ziskal r guli¢iek a za celi hru
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len 10 guli¢iek (menej nez 13), musel v prvom i druhom kole
ziskat po p guli¢iek. Hra¢ 4 mohol v trefom kole ziskat naj-
viac ¢ guliCiek a kedZe jeho celkovy zisk bol 20 guliCiek
(viac nez 13), musel v prvom i druhom kole ziskat po r gu-
liciek. Z toho vyplyva, ze g guli¢iek v prvom kole ziskal
hrac¢ C.
Na zaklade vyssie vykonanej ivahy mdzeme naviac urcit
i Ciselné hodnoty p, q,r, pretoze plati: 2p + r = 10 (zisk
hrage B) a bud 2r + p = 20, 3¢ =9, alebo 2r + g = 20,
2q+p=9. V prvom pripade dostavame g =3, p +r =10,
r—p=10 &ize ¢=3, r=10, p=0, ¢o podmienkam uwlohy
nevyhovuje. V druhom pripade r=10—-2p <8, ¢ =
=2.(10—-r)24, p=9—29 <1, z toho hned mame p =1,
.r =8, q = 4. Zisk guliiek jednotlivymi hra¢mi vo vsetkych
3 kolach udava teda nasledujuca tabulka:

Kolo
_ 1. 2. % 3
A 8 8 4 20 i
B 1 8 10
C 4 4 1 9

Zaver. V prvom kole ziskal g guli¢iek hra¢ C.

RIESENIE 2. ULOHY

Obr. 89. Nech vo vnutri usecky AB existuje bod D tak,
Ze plati:
CD?> = DA.DB. (1)
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Obr. 89

A B

Oznacme €« ACD = y,, ¥ BCD = y,. Plati zrejme y, + 7, =17.
Pre trojuholniky ADC, BDC zo sinusovej vety vyplyva:

sinog = ——siny,,
AD 71

in CD .

sin ff = —siny,.
BD V2

Priamo z (1) a (2) dostaneme

2

sinasin § = <D BD sin y; siny, = sin y, siny, =
= 3{cos (y1 — y2) — cos (v1 + 72)]
Cize
sinasin f = 3{cos & — cos y), (3)

kde 0 < |y, — 72| = 6 < 9. Zrejme vzdy cosé <1 a z (3)
mame
sinasin B < (1 — cosy) = sin® 4y, (4)

¢o sme mali dokazaf.
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Nech obratene plati (4), t. j.
cosy < 2sinasinf +cosy =1,

pretoze sinasin f > 0. Vzhladom na to, Ze funkcia cos x
je v intervale <0; ©) spojita, existuje aspoii jedna hodnota
8 €<0; y) tak, ze plati:

2sinasinff + cosy = cosd. (5)

Rozdelme uhol y na uhly y,, y, tak, aby platilo |y1 - y2| =0,
t.j. bud y, — y, = ¢ alebo y, — y; = 0. V prvom pripade

n=3r+9), r=3xHr-9),
pri¢om 3y <y, <7, 0 <y, £4y. V druhom pripade
n=3r—=9), r=3:r+9),

pricom 0 <y; <3y, 3y £ y2 <.
Ak oznaCime D prieseCnik usecky AB so spolo¢nym ra-
menom uhlov y,,y,, potom z (2) a (5) dostavame
CD*>  sinasinff
AD.BD siny,siny,

¢im sme dokazali, Ze vo vnutri useCky AB existuje bod D
s pozadovanou vlastnostou.

RIESENIE 3. ULOHY

Ozna¢me pri danom prirodzenom n dany sucet A4,. Zrejme
plati:
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2n + 1 23 "o 2n+ 1
— 2—3/2 3/2\2k+1
Z <2k + 1) ,,Zo <2k + 1>(2 ) ’

¥

Podla binomickej vety plati

(292 4 q)pn+s =2'§1 <2n + 1)(23/2)m
m

m=0
s 2n+1 3/2\2k+1 - 2n+1 3
+ 2 /2\2k =
;<2k+1)2 ) 2o\ o )
=234, + B,,
kde

je pri kazdom prirodzenom n zrejme celé &islo.

Analogicky pouzitim binomickej vety dostaneme
(232 — 1)+ = 2%24, — B,. (1)
Vynasobenim rovnosti (1) a rovnosti
(23/2 + 1)2n+1 = 2324 + B,

dostaneme
2342 - B2 = (23 — 1)2"+1 . (2)

Pouzitim kongruencii mod 5 sa rovnost (2) redukuje na rov-
nost
347 — B} =2(—1)"  (mod5).
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Kedze 0°=0 (mod 5), 1’=4*=1 (mod 5), 2=32=—-1
(mod 5), nebude pre Ziadne n By = +2 (mod 5), o zname-
na, ze 342 0 (mod5) a teda A, % 0 (mod 5) plati pri
kazdom prirodzenom n, ¢o sme mali dokazat.

Iné rieSenie: Zrejme plati:

n (2n+ 1 no2n + 1
4 = 5+ 3)F k 5).
" Z<2k+1>(+) Z<2k+1>3(m°d)

k=0 k=0
OznaCme
5 _i <2n+ 1>3k_(\/3 =+ 1)2n+1 1 (\/3 _ 1)2n+1 B
"Se\2k+ 1) 23 a

(V3 + 1)@ +23F + (3= 1) (4 — 23
23 '

Kedze &isla 4 + 2./3, 4 — 2,/3 vyhovuju rovnici

x> —8x+4=0,
plati zrejme rekurentny vztah
Su+z2 = 85,41 — 48, (3)
pre kazdé celé &islo n = 0. Z (3) hned dostaneme
Sp+2 =8, — 25,41 (mod5). (4)
Dosadenim sa Tahko presvedéime, Ze plati:
So=1(mod5), S;=1 (mod5). (5)
Z (5) a (4) postupne dostaneme
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S, =1-21=4 (mod)H),

Sy =4-23=3 (mod5),

’

Sio=1-22=2 (mod>5),

S; =1—-24=3 (mod5),
Ss; =3—-23=2 (mod5),

S1152_2.2E3 m0d5,

)
)
S¢ =3—22=4 (mod 5),
)
)
)

( (

( (

( S, =2-24=4 (mod5),
Sg =4—-24=1 (mod5 (

( (

( (

)
)
)
S =4-21=2 (mod ),
)
)

S,=2-23=1(mod5), S;3=3-21=1 (mod5),

(6)

Zo (6) a (5) vzhladom na (4) vyplyva, Ze pre vietky k = 0

plati
Sy2+x = S (mod 5).

Kedze S, # 0 (mod 5) pre k = 0,1,...,11, znamena to za-
rovefi, z¢ S, =0 (mod5) pre vietky k=0 &ize A4, %0
(mod 5) pre kazdé prirodzené &islo n, €o sme mali dokazat.

Pozn.: Tymto sposobom riesil 3. Glohu najmladsi Clen
Cs. druzstva J. Navradtil, Zial, az po sutazi.

RIESENIE 4. ULOHY

Predovsetkym si treba uvedomit, ze

M-

a; = 32. (1)

i=1

Z ostrej monotonnosti Cisel a; vyplyva dalej, Zze musi byt
a; =i, i=1,2,...,p, z coho priamo mame
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P+ 1)

)4
Zai
i=1

Y

p
2i=
i=1
Z (1) a (2) dostavame nerovnost

p+1)
2

Il/\

¢ize p(p+ 1) < 64,

ktorej vyhovuju len tie prirodzené Cisla p, pre ktoré plati:
psT.

Pokusime sa overif existenciu rozkladu poZzadovanych vlast-
7

nosti pre najvicsie z nich, t. j. p = 7. Kedze Y i =28, je
i=1
rozklad ¢isla 32 na 7 r6znych s€itancov s najvicsim moznym

s¢itancom

142+3+4+5+6+11. (3)

Z neho postupnym zmen$ovanim najviacsich scitancov
a zvacSovanim vhodnych mensich dostaneme vsetky také
rozklady ¢isla 32 na 7 s€itancov, ktoré vyhovuji pozadova-
nym podmienkam:
1+2+3+4+5+7+ 10, (4)
1+243+4+548+ 9, (5)
1+24+34+4+6+7+ 9, (6)
1+2+3+54+6+7+ 8. (7)

Rozklad Sachovnice na 7 rovnobeznikov s poétom bielych
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poli podla (3) neexistuje, pretoZe rovnobeznik s 22 poliami
by musel mat rozmery 1 x 22, resp.2 x 11, ¢o na Sachovnici
s 8 x 8 poliami nie je mozné. Rozklady Sachovnice na rov-
nobezniky s poétom bielych poli podla (4)—(7) st na obr.
90—94.

Zaver. Najvacsim Cislom p, pre ktoré je mozné rozdelenie
Sachovnice pozadovanych vlastnosti, je teda ¢islo 7 a danym
podmienkdm vyhovuju nasledujice 7-Clenné postupnosti:
1,2,3,4,5,7,10, 1,2,3,4,5,8,9, 1,2,3,4,6,7,9, 1,2,3,5,6,
7,8. V obrazkoch 90—93 su jednotlivé rovnobezniky ozna-
C¢ené tym Clenom prisluSnej postupnosti, ktory sa rovna
poctu bielych poli v nich obsiahnutych.

RIESENIE 5. ULOHY

Pre kazda Stvoricu kladnych realnych Ccisel a,b,c,d
zrejme plati

Obr. 90 Obr. 91
T T T T LA T 1 T 1
- . = 4
%z
a5
B i 5 a, -
a| 9 i i
a 4 (16
| s 4 s _
a,
e a. a. 8 - a a E
a, 2 3 2 3
| il I Nl 1 1 1 4




T T T T T T T
5 i o i
- -4 - 4 05 -5
. as a, a,
’ 6 . - a
7
a4
B - i
L a a, | .9 a i
2 3 2
a|1 Il i L | I q1
Obr. 92 Obr. 93
= - + b +
a+b+c+d a+b+c+d
+ = + d <
a+b+c+d a+b+c+d
a " b .
<
a+b+d a+b+c
+ < + d S <
b+c+d a+c+d
a b c d

-2
“at+batbteracra

Tym sme ukazali, Ze vSetky hodnoty suctu S pre lubovolné
Stvorice a, b, ¢, d kladnych realnych &isel musia leZat v in-
tervale (1; 2).

Pokiisme sa eSte ukazat, Ze sucet S kazdé &islo x e(1; 2)
skuto¢ne pre nejaku Stvoricu q, b, ¢, d nadobuda. Oznaéme
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S(a, b, c,d) hodnotu daného sutu pre $tvoricu a,b,c,d.
Lanko sa vidi, Ze S(ka, kb, ke, kd) = S(a, b, c,d) pre kazdé
kladné realne Cislo k. Staci preto uvazovat len o takych
Stvoriciach a,b,c,d, pre ktoré plati a+b+c+d = 1.
OznaCme a + ¢ =u, b +d = v, kde u,v st také kladné
realne konstanty, pre ktoré plati u + v = 1. Pre také Stvorice
a, b, ¢, d kladnych realnych ¢&isel je

a c b d

+ t——t——=
a+v c¢c+v b+4+u d+u
_ 2ac + uv . 2bd + wv _
Tac+uv + 02 bd 4+ uv + v

S(a, b, ¢, d) =

__2ac+u—uz+2bd+v—vz
C ac+1-—u bd+1—v

Ak a, ¢ su [ubovoIné kladné realne Cisla, pre ktoré a + ¢ = u,

) ) a+c\* u? )
kde u je pevné, potom 0 < ac < > =7 Analogicky

b+ d\* v?
pre b,d, pre ktoré¢ b+d =10 je 0 < bd <|— =v—.
2 2 4

2ac+u—u
ac+1—u

ticou funkciou ac, pretoze S(ac) =

. 2bd + v — v?
a analogicky S,(bd) = ey
-

cou funkciou bd. Z toho vyplyva, 7Ze

Zlomok = S'(ac) je pri pevnom ue(0, 1) ras-

2-—u—-u

0
(ac + 1 —u)? g

pri pevnom v je rasti-

<S. < 2u <5 20
u < —, v < —
'=2-u 2= 2
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a teda
2v 4 — 4uo

+ = .
2—u 2-—v 2 + uv

=u+v<S=

N 4 —duv | . .
Kedze zlomok Si(uv) =-——— je spojitou klesajucou

funkciou uv: 2+w

12 4 — 4w
<0 a =2

Sh(uv) = — ——— 1
s(w) (2 + w)? wo0 2+

nadobuda siget S vietky hodnoty z intervalu (1, 2).

RIESENIE 6. ULOHY

Ak ma celociselné korene len jedna z rovnic
Plx)= 1, (1)
P(x) = —1, (2)

potom zrejme je n(P) < deg (P) a dana nerovnost je splnena.
Nech pre mnohoclen P sicasne existuju celociselné korene
rovnice (1) i rovnice (2). Nech k, m s Tubovolné celé &isla,
pre ktoré plati P(k) =1, P(m) = —1. Potom P(k) — P(m) = 2.
Kedze k—m deli cel¢ &islo P(k) — P(m), musi byt bud
[k — m| =1, alebo |k — m| = 2. To vSak znamena, Ze pre
lubovolny nekons$tantny mnohoclen P, pre ktory maju obe
rovnice (1), (2) celodiselné riesenie, je n(P) < 5. Z toho vy-
plyva, Zze dana nerovnost je splnena pre kazdy mnohoclen P,
pre ktory deg(P) = 3. KedZe pre mnoho€len 2. stupiia je
n(P) £ 4 a pre mnoho¢len 1. stupiia je n(P) < 2, je dana
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nerovnost splnena pre kazdy nekonsStantny mnohoclen P,
_ o sme mali dokazat.

Pozn.: Uvedené rieSenie vzniklo upravou rieSenia naj-
uspesnejsej €s. Gastnicky XVI. MMO A. Vencovskej.
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