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V. Reseni soutéznich uloh lil. kola kategorie A

A-TII-—-1
Je dana postupnost kladnych &isel ay, a,,as,... s touto
vlastnostou: Pre kazdé n = 2 plati

Apt1-Ay—1 gar% (1)
OznaCme
b, = (a;a, ... a,)'". (2)

Potom plati pre kazdé n = 2:

bn+1'bn—l gbf; (3)
dokazte.

RIESENIE
Tvrdenie dokaZzeme metédou matematickej indukcie.
1. Pre n = 2 z (1) dostaneme
as.a, = a. (4)
KedZe Cisla a;,i = 1,2,3 st vSetky kladné, dostaneme vy-

nasobenim nerovnosti (4) &islom a,: aya,a; = a3, z &oho
po odmocneni mame
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(aya,a3)'* = a, . (5)

Ak nerovnost (5) vynasobime &islom a, a pouzijeme (2)
pre n = 1,2, 3, dostaneme

bl b3 b2 s
¢im sme dokéazali platnost (3) pre n = 2.

2. Nech teraz (3) plati pre nejaké prirodzené &islo k = 2,

t.j.
k+1 1/(k+1) /k—1 1/(k—1) k 1/k
<Ha,~> .<Hai> g(ﬂﬁ) . (6)
i=1 i=1 i=1

Z nerovnosti (6) po umocneni na k(k — 1) (k + 1) vzhladom
na to, Ze na oboch stranach su kladné &isla, dostaneme

k+1 k(k—1) /k—1 k(k+1) k k2-1
2
i=1 i=1 i=1

Z nerovnosti (7) jednoduchou tpravou dostaneme

k—1 2k2 k=1 K22

i=1 i=1

—_
~J
~

-1 2k2-2
z &oho po vydeleni &islom <na,-> a vynasobeni

2-k2+k

ai vyplyva
k 2
(H“) a2 ®)
i=1
Ak nerovnost (8) vynasobime &islom a’Hk, dostaneme
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i=1

k 2
(1) at a2 (oo™
z &oho vyplyva, ak pouzijeme (1) pre n = k + 1:

k 2
<'l_l1al> aﬁi;" ak+2 =( +1)2k2+2k- (9)
i=

\/

Nerovnost (9) mozno upravit na tvar

£ ) . (k+1)2—(k+1) > (k+1)2+(k+1)-2
Han '(ak+2) =(ak+1) ,

i=1

k 2(k+1)2—
z ¢oho po vynasobeni ¢islom (Hai> a jednodu-
chej tprave mame =1

k 2(k+1)2
k+1)2—(k+1
(n‘h) -(ak+1'ak+2)( FrEED >

i=1

k ASRGE=S 20k+1)2-2
2| [Ja [+ 1)

i=1

k k2 + 3k
Z toho po vydeleni &islom (I—[ai) a jednoduchej
Gprave dostaneme =1

k+2 k(k+1) k (k+1)(k+2) k+1 2k(k+2)
i=1 i=1 i=1

Z poslednej nerovnosti po umocneni na 1/k(k + 1)(k + 2)
vzhladom na (2) dostavame

bisz . by 2 biyy .
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Tym sme dokazali, Ze (3) plati pre n = k + 1.
Vzhladom na 1. a 2. plati nerovnost (3) pre kazdé pri-
rodzené Cislo n ako sme mali dokazat.
Riesil Jozef Siran,
4.b tr. gymnazia Jura Hronca, Bratislava

A—III-2 :
Je dany trojuholnik ABC. Pre kazdy bod X trojuholni-
ka ABC ozna¢me m(X ) najmensiu zo vzdialenosti XA, XB,

XC. Zostrojte vietky body X trojuholnika ABC, pre ktoré
je m(X) maximalna.

RIESENIE

Najskor dokazeme pomocnu vetu: Pre kazdy bod X £ C
trojuholnika ABC plati: AX + BX < AC + BC.

Oznaéme X prieseCnik polpriamky 4X s Gseckou BC
v pripade, ked X je vnutorny bod trojuholnika ABC (pozri
obr. 82). Zrejme plati: AX, < AC + CX,. Z toho priamo

c

X,

Obr.82 A B
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Obr. 83

vyplyva: AX, + BX, < AC + CX, + BX, = AC + BC.
KedZ7e BX < XX, + BXy, je AX + BX < AX + XX, +
+ BX, = AX, + BX,. Z nerovnosti AX + BX < AX, +
+ BX, a AX, + BX, < AC + BC priamo vyplyva sprav-
nost dokazovanej nerovnosti v pripade, ked X je vnutornym
bodom trojuholnika ABC. Pre body X leZiace na obvode
trojuholnika ABC je uvedena nerovnost zrejme splnena.

1. Nech trojuholnik ABC je ostrouhly. Ozna¢me O stred
jeho opisanej kruznice (pozri obr. 83). Nech pre bod X %0
leziaci napr. v trojuholniku AOC plati AX = r a sGcasne
CX =r. Potom aj AX + CX = 2r = AO + CO, ¢o je
v spore s tvrdenim pomocnej vety. Musi preto platit bud
AX < r alebo CX < r. Pre bod O vsak plati AO = BO =
= CO = r. Je teda m(0) maximalne.

2. Nech trojuholnik ABC je tupouhly s tupym uhlom
pri vrchole C (pozri obr. 84). Oznaime b, viSiu zo stran
a, b trojuholnika ABC. Oznaéme M priesecnik osi strany by
so stranou c¢. Pre tupouhly trojuholnik zrejme plati
AM = MC < MB. Je teda m(M) = AM = MC =d. Na
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zaklade pomocnej vety dokaZeme nepriamo, Zze pre [ubo-
volny bod X (X % M) trojuholnika AMC plati CX <d
alebo AX < d.

Nech a, je mensia zo stran a, b trojuholnika ABC. Oznac-
me N priese¢nik osi strany a, so stranou c. Zrejme plati
dy < by

a) Ak je ao < by, je zrejme tiez CN < CM =d abod N
lezi preto vo vnutri kruznice opisanej okolo bodu C s polo-
merom CM =d. Pre body X trojuholnika MNC rdzne
od bodu C je teda CX < d. Na zaklade pomocnej vety
vys§ie pouzitym postupom lahko dokazeme, Ze pre body X
trojuholnika BNC plati bud BX < d alebo CX < d. Ma-
ximalna je teda vzdialenost m(M).

b) Ak plati ay = by, = a = b, je trojuholnik ABC rovno-
ramenny. V tomto pripade je CM = CN. Analogicky ako
v predchadzajucom pripade Tahko dokazeme, Ze funkcia
m(X) nadobuda maximum v dvoch bodoch: M a N.

3. Ak trojuholnik ABC je pravouhly s pravym uhlom




pri vrchole C, bude m(X) maximalne zrejme pre stred stra-
ny AB, ktory bude stredom opisanej kruznice trojuholnika
ABC.

Zaver: Ak ABC je ostrouhly alebo pravouhly trojuhol-
nik, je hladany bod prave jeden — stred opisanej kruZnice.

Ak trojuncliik ABC je tupouhly nerovnoramenny, je
hladanym bodom bod M, ktorého konstrukcia je popisana
v Casti 2a.

V pripade rovnoramenného tupouhlého trojuholnika st
hladané body dva, M a N — ich konStrukcia je popisana
v Casti 2b. Riesil Jan Krajcik,

3.b gymnazia Jura Hronca, Bratislava

A-I1I1-3

Nech pre kazdé prirodzené ¢islo m, ktoré je v dekadickom
zapise asponl dvojciferné a ma Cislice navzajom rézne, zna-
mena f(m) sidet vietkych prirodzenych &isel roznych od m,
ktoré z &isla m dostaneme zmenou poradia jeho &islic (na-
priklad f(302) = 320 + 023 + 032 + 230 + 203 = 808).

Najdite vSetky prirodzené €isla x, pre ktoré plati

/

f(x) = 138 012. (1)

RESENI

Nejprve ukazeme, Ze ¢islo x splitujici rovnici (1) musi byt
Ctyfciferné. Pro dvojciferné Cislo x = 10x; + x,, x; * X,
mame f(x) = 10x, + x;, coZ nevyhovuje vztahu (1). Pro
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trojciferné &islo x s riiznymi &islicemi Ize f(x) vyjadfit jako
soucet péti prirozenych c¢isel menSich nez 999. Je tedy
f(x) <999.5 = 4995 < 138 012. Kdyby ¢islo x bylo péti-
ciferné nebo mélo jesté vétsi polet (navzajem riznych) &islic,
mohli bychom je vyjadfit jako soucet aspont 119 scitanct
(5! — 1 = 119), z nichz kazdy by byl aspoit 01234. Mé&li
bychom f(x) = 01234.119 = 146 846 > 138 012.

Zbyva probrat Ctyfciferna Cisla x s navzajem riznymi
&islicemi, jeZ vyhovuji vztahu (1). Tuto East feSeni provedeme
zpusobem, ktery pouzil Ivo Semrdd, zak 4.b tfidy gymnazia
v Opave.

Polozme x = 1000x; + 100x, + 10x; + x,. Je vidét, ze
f(x)+x=6(x1+X2+X3+X4).1111, (2)
nebot mezi vSemi permutacemi riznych isel xy, x,, X3, X4
je pravé (4 — 1)! = 6 takovych, které maji na témZ misté
totéz Eislo.
Po dosazeni do (2) dostavame

138012 + x = 6 666(x; + X, + X3 + X4),
tj.
4692 + x

=20 . 3
X1+ Xy + X3 + X4 + 6666 (3)

Cislo x je &tyiciferné, a proto ¢itatel na pravé strané rovni-
ce (3) je mensi nez 15 000, takZe tento zlomek je roven bud 1
nebo 2. V prvnim ptipadé

X' =6666 —4692 = 1974,

td
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v druhém piipadé
x"=2.6666— 4692 =18640.

Rovnici (3) vyhovuje pouze &islo 1 974. Cislo 8 640 rovnici (3)
nevyhovuje, a proto neni feSenim dané ulohy.
Pro &islo 1974 podle rovnosti (2) dostavame, ze

f(1974) = 6.21. 1111 — 1974 = 138012

Cislo 1974 je tedy jedinym feSenim dané ulohy.

A-II1-4
Nech .# je mnozina vSetkych polynomickych funkcii f
stupnia najviac 3
flx) =ax® + bx* + cx + d, (1)
pre ktoré plati
Vxed—1,1); x| <1.
Dokazte, ze existuje kladné Cislo k tak, ze
Vfe #, |a|§k. )
Urcte najmensie kladné &islo k tejto vlastnosti.
RESENI
Pro kazdou funkci fe . plati:
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W =la+brerd st ()
(=1 =|-a+b-c+d <1, 4)
SO =ha+dbrderd st 9
(-3 =|-%a+2b—3c+d 1. (6)

Dale budeme pouzivat véty: Necht x, y, z, v jsou libo-
volna realna ¢isla. Jestlize |x| < z a zaroven |y| < v, pak
x+y<z+w

Z nerovnosti (3) a (4) plyne podle zminéné véty:

2.Ja+ ¢ 22,
tj.
la +c 1. (7)

Z nerovnosti (5) a (6) plyne:

neboli
|—4a — [ 2. (8)

Z nerovnosti (7) a (8) opét podle zminéné véty dostavame

la — 44| <3,
t.
la| < 4.
Tim je dokazana existence &isla k, které ma vlastnost (2).

215



Tuto vlastnost ma kazdé Cislo

k=4.

Nyni ukazeme, Ze nejmensi kladné Cislo k poZadované
vlastnosti je k = 4. Je tfteba dokazat, Ze mnoZina .# obsa-
huje aspofi jednu polynomickou funkei (1), jejiz koeficient
a=4.

UvaZujme mnohoclen

g(x) = 4x> — 3x.
Potom
g'(x) = 12x* - 3.

Mnohotlen g(x) tedy miZe mit lokalni extrém v bodech
Xy =% X, = —%
Plati
g'(x) = 24x,

takze g"(3) = 12> 0 a g'(—3) = —12 < 0. V bod¢ x, =
ma mnoho¢len g(x) lokalni minimum, v bod& x, = —
lokalni maximum.

W= D=

Dale plati

Mnohoélen g(x) nabyva v intervalu {—1, 1) nejmensi hod-
noty —1 v bodech + a —1, nejvétsi hodnoty 1 v bodech
—% a 1. Tedy pro kazdé xe (-1 1) je |g(x)| £ L, .

ge ..
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Tim je dokazano, 7e k = 4 je nejmensi Cislo k, jez ma
vlastnost (2). o )

Resil JiFi Navratil,
zak l.a gymnazia v Olomouci-Hej¢iné

A-III-5

Je dana kruznice a do ni je vepsan Sestiahelnik ABCDEF
takovy, Ze

AB = BC, CD = DE, EF = FA. (1)

Dokazte, ze obsah trojuhelnika ACE neni vétsi neZ obsah
trojuhelnika BDF. Kdy plati rovnost?

RESENI

PRVNI ZPUSOB. Bez ujmy na obecnosti Ize predpokla-
dat, ze
AB £ CD £ EF. (2)

Trojuhelnik ACE otoéme kolem stfedu S kruZnice k tak,
aby 4 — B (viz obr. 85); otoCeny trojuhelnik oznaime
A'C'E'. Pak CE \ A'E’, nebot vzdalenost otoCenych vrcholi

EE' = AA' = AB;
podle zadani
AB =BC = A'C,
takze
A'C = EE'.
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Obr. 85

Protoze tyto shodné usecky jsou v jedné poloroving vytaté
piimkou CE, je A’CEE’ rovnoramenny lichobéznik.

Piimka SD je tedy osou tétiv CE i A'E’. Je patrno, Ze pro
obsahy trojuhelnikt ACE, A'C'E’, A'DE’ plati

PACE = PA'C’E’ = PA’DE’- (3)

Trojahelniky A'C'E’ a A'DE’ maji totiz spoleCnou stranu
A'E’" a vySka pfislusna k této stran¢ je v AA'C'E’ mensi
nebo rovna vysce na tuto stranu v AA'DE’.

Nyni sestrojme bod E” soumérné sdruzeny s bodem E’
dle osy usecky A'D. Nad tétivou DE’ jsou dvé tétivy E'E
a ED. Nyni jsou opét nad tétivou A'E” dvé& tétivy, piiCemz
AA' = EE'. Ze shodnosti vyplyva, ze i AE” = DE. Podle (1)
a (2) dostavame AE” < AF. Protoze viak z piedpokladu (2)
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vyplyva, ze EE' = AB < EF, lze vzhledem k tomu, Ze body
E', E" a F lezi v téze poloroviné uréené pfimkou AE, vyslo-
vit zavér, ze v piipad¢ E' = E" je F = E' = E", v pii-
padé E' =+ E” lezi bod F na oblouku kruZznice & urfeném
body E”, E' a neobsahujicim bod 4. V tomto pfipad¢ je
E'E' | A'D.

Vyska A\ A'DE’ na stranu A'D je tedy mensi nebo rovna
vySce AA'DF na stranu A'D. Tedy pro obsahy trojuhelnika
A'DE', A'DF a BDF plati

Pype = Pypr = Pppr - (4)
Z nerovnosti (3) a (4) vyplyva, ze
PACE é PBDF : (5)

Z postupu je patrno, Ze rovnost v (5) nastane, pravé kdyz
bude »
C=D a E =F,

tedy pijde-li o pravidelny Sestiuhelnik.

Resil J. osef Pavel,
zak 1.a tfidy gymnéazia v Rychnové nad Knéznou

DRUHY ZPUSOB. Bez ujmy na obecnosti miizeme
predpokladat, ze dana kruznice ma polomér 1. Stied dané
kruznice (obr. 86) oznalime S. Dale zavedeme oznaceni
uhla:

X ASB = ¥BSC = «a, ¥xCSD = ¥xDSE =,
XESF = ¥FSA =7y.
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Obr. 86

Ziejmée plati

200 + 2 + 2y = 2m,

neboli
a+p+y=m.

Z toho plyne, Ze Ghly o, B,y lezi v intervalu (0, 7).
Nyni vyjadiime obsahy trojuhelnikit ACE a BDF pomoci
o B, y:
Pyce = 3(sin 2o + sin 28 + sin 2y) =
= 3[sin (« + B)cos(ax — B) + sin(B + y)cos (B — 7) +
+ sin (y + a)cos (y — «)],
Pgpr = 3[sin (¢ + ) + sin (B + 7) + sin(y + «)].

Tyto rovnosti plati pro kazdou polohu bodu S vzhledem
k trojuhelnikim ACE a BDF.
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Mame dokazat nerovnost:
sin (¢ + B)cos (@ — B) + sin (B + y)cos (B — 7) +
+ sin(y + a)cos(y — )] <
< 3fsin(x + ) +sin(f + y) +sin(y + a)]. (1)
Tuto nerovnost prepiSeme do tvaru:
sin (« + B).[1 — cos (x — B)] +

+sin(B+y).[1—cos(B— )]+
+sin(y + «).[1 —cos(y — )] 2 0. (2)

Protoze o, f,7€(0,m) a a + f + y = m, plati
sin(¢ + f) >0, sin(B+7y) >0, sin(y+a)>0.

Vyrazy v lomenych zavorkach na levé stran& nerovnosti (2)
jsou ziejmé nezaporné; to znamena, Ze nerovnost (2) a tedy
také (1) je vzdy splnéna.

Rovnost v (2) a v (1) mizZe nastat tehdy a jen tehdy, kdyz
plati

cos(x — ) =cos(B—y)=cos(y —a)=1.

Protoze vsak o, 8,y € (0, n), nastane rovnost pravé kdyz

UAH

«=f=7y=

]

tj. kdyz Sestiuhelnik ABCDEF je pravidelny.

Resil Jiri Navrdtil,
zak l.a tfidy gymnazia v Olomouci-Hej¢iné

221



A—-III-6

V rovin€ ¢ je dan jednotkovy étverec 2. OznaCme 2y
¢tverec, ktery vznikne otocCenim Ctverce 2 kolem bodu X
roviny ¢ o pravy uhel v kladném smyslu. Uréete mnozinu
vSech takovych bodii X roviny g, pro které je obsah sjedno-
ceni 2 U 2y roven nejvyse 1,5.

RESENI
Podminka vyslovena v textu tlohy je ekvivalentni s pod-

~minkou, Ze obsah 2 n 2y je aspon 0,5; pro obsahy plati
totiz — jak znamo — vztah

T+ 3y, =2n2,+20 2.

Klicem k feSeni je vé€ta: Nechf v roviné g lezi ctverce
2 a 2, které nejsou totozné. Pak v roving g existuje takovy
bod X, ze Ctverec 2’ je obrazem Ctverce 2 v otoCeni kolem
bodu X o pravy uhel v kladném smyslu, pravé kdyz existuje
rovnobézné posunuti, které prevadi ctverec 2 ve Ctverec 2.
Tuto vétu si jisté ¢tenaf sam snadno dokaze.

Zvolme soustavu soufadnic tak, aby pocatek byl stfed
Ctverce 2, strany obou Ctverci 2 a 2y rovnobézné s osami
soufadnic. VySetfujme stiedy [&, n] &tverch 2y nejprve
v prvnim kvadrantu. Stied [é, n] uréité nalezi Ctverci 2,
nebot jinak by bylo 2 2y < 0,5 proti ptredpokladu. Je

tedy
(1)

0

I\
NI

S

I\
(S

, 0

I\
=
I\
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Prinik 2 n 24 je pravothelnik o stranach 1 — ¢, 1 — y;
je-li p jeho obsah, plati

-9 -m=p G=sp=s). (2)

Vztahy (1), (2) jsou analytickym vyjadfenim oblouku rovno-
osé hyperboly, ktera ma stted v bod& [1, 1], za asymptoty
ma piimky ¢ = 1, n = 1, vrchol [1 — \/p, 1 — \/p] a osy
soufadnic protina v bodech [0, 1 — p], [1 — p, 0]. Protoze
e p=%je Jp23J2 1 —/p=1—4%,/2 Probiha-li
&islo p interval <3, 1), pak oblouky hyperbol o analytickém
vyjadfeni (1), (2) vyplni obrazec @, vySrafovany na obr. 87.
Z podminek (1), (2) a vySe uvedené véty vyplyva, Ze obra-
zec (), je mnozinou stfedl vSech Ctverci 2y, jejichz stiedy
lezi v 1. kvadrantu. .

Stied My Ctverce 2y vznikne ze sttedu M Ctverce 2 oto-

lIA

’ |
_______________ T[ﬁ]
0O, |
3]  [34] :
l
25 |
M, } X
m-oa 3ol |
a— |
Obr. 87 :
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/ N Obr. 88
AN

¢enim kolem bodu X o0 90° v kladném smyslu. Proto vznikne
bod X zbodu My otofenim kolem stfedu M o 45° v kladném
smyslu a zmen3enim vzdalenosti MMy v pomé&ru ,/2: 1.
Otoceny a zmenseny sektor k sektoru ¢, je naznaCen na
obr. Srafovanim.

Ostatni kvadranty se doplni pomoci symetrii. Mnozinou
vSech bodl X, které maji vlastnost uvedenou v textu ulohy,
je obrazec €, jehoz obvod je na obr. 88 vytazen tlusté.
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