23. ro¢nik matematické olympiady

IV. SoutéZni ulohy II. kola

In: Jan Vysin (editor); Petr Fabinger (editor); Jifi Mida (editor);
Jozef Morav¢ik (editor); FrantiSek Zitek (editor): 23. ro¢nik
matematické olympiddy. (Czech). Praha: Statni pedagogické
nakladatelstvi, 1976. pp. 163-205.

Terms of use:
Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/404649

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences
provides access to digitized documents strictly for personal use.
Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
L signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/404649
http://dml.cz

IV. Soutézni alohy Il. kola

RESENI ULOH KATEGORIE A
II. KOLA

A-II—1a

Je dan libovolny trojihelnik ABC. Pro libovolny bod X
roviny ABC ozname d(X) nejvétsi ze vzdalenosti AX, BX,
CX. Najdéte takovy bod X, pro n&jz je d(X,) minimalni.

RESENI

PRVNI ZPUSOB. Dokéazeme nejprve tuto pomocnou
vétu:

Je-li A;A,A; ostrouhly trojuhelnik a S jeho vniténi bod,
pak S je jediny bod priniku kruht #°, N A", N A 5, kde
kruh 2°; ma stied A; a polomér 4,S,i=1,2,3.

Ditkaz. Vnitini bod X trojihelniku lze charakterizovat
napf. tim, Ze kazda oteviend polopfimka z X vychazejici
protne hranici trojuhelniku.

Piedpokladejme, ze bod X # S je bodem priuniku
H | NA , N A 5. Protoze S je hraniénim bodem kruhu 4",
a X dalS$im bodem kruhu ¢, je thel 4,SX ostry. Svira
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tedy poloptimka SX ostry uhel s polopfimkou SA4; a ob-
dobné s polopfimkou SA4, i SA3;.

Oznatme ¢* uzavienou polorovinu obsahujici bod X
takovou, Ze jeji hranice prochazi bodem S a je kolma k SX.
Podle pfedchoziho lezi viechny tii vrcholy A4; v ¢*, tedy
cely trojuhelnik 4,4,A45 lezi v ¢ . Proto nemiiZe mit otevie-
na polopfimka opa¢na k polopfimce SX spoleény bod
s hranici trojuhelnika A,A4,45, coz odporuje charakterizaci
vnitfniho bodu uvedené na zacatku dukazu.

Nyni pfejdeme k vlastnimu feSeni ulohy. Budeme rozli-
Sovat dva pfipady:

A. Trojuhelnik ABC je ostrouhly.
Ukazeme, ze pak o stfedu X, kruznice opsané trojuhel-
niku ABC plati, Ze d(X,) < d(X) pro kazdy bod X # X,:

Jak znamo, v piipadé ostrothlého trojuhelnika je X,
vnitini bod tohoto trojihelnika. Je-li nyni bod X ruzny
od X,, pak X neni podle uvedené pomocné véty obsazen
v alespoti jednom z tfi kruht o stiedech 4, B a C a stejnych
polomérech d(X ). Tedy d(X) je vétsi nez d(X ).

V tomto piipadé je tedy jediny bod X, s minimalnim
d(X,), a to stfed kruznice danému trojuhelniku opsané.

B. Trojuhelnik ABC neni ostrouhly. Ukazeme, ze stied
X, nejdelsi strany trojuhelnika ma vlastnost, Ze d(X o) < d(X)
pro kazdy bod X # X,. Mizeme pfedpokladat, Ze oznaceni
je zvoleno tak, Ze AB je nejdelsi strana, takze X, je stied
Gsecky AB a d(X,) = 34B. Je-li X + X,, je ziejmé

dX)z XA, d(X)= XB,
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tedy takeé
d(X) = {XA + XB) 2 4B = d(X,).

Pfitom d(X) se nemiZe rovnat d(X,), nebof pak by
d(X) = XA, d(X) = XB, a také

XA+ XB = AB,

tj. bod X by splynul s X,.

V tomto ptipadé je tedy stfed nejdelsi strany trojuhelnika
jedinym bodem X, pro ktery je d(X,) minimalni.

Uloha je roztesena.

DRUHY ZPUSOB. Cislo d(X) je zfejmé polomér nej-
mensiho kruhu se stfedem X, ktery obsahuje cely trojuhel-
nik ABC. Nejmensi kruh viibec obsahujici cely trojuhelnik
ABC ma proto stfed X, pro ktery je d(X,) minimalni.

Z nazoru je patrné, ze takovy nejmensi kruh existuje
‘(dokazat to ptesahuje moznosti tohoto fedeni). Oznadme A~
tento kruh, X, jeho stfed a K hrani¢ni kruznici kruhu 2.
Kruznice K ziejm¢ prochazi alesponi jednim z vrchola
A, B, C, napt. bodem A. Kdyby neprochazela ani B, ani C,
pak malou zménou bodu X, do nového bodu X; na usecce
XA bychom dosahli toho, Ze d(X,) = AX, < AX, =d(X,),
coz odporuje minimalnosti d(X,). Tedy K prochazi alespofi
dvéma z vrcholi A4, B, C,napi. A a B. Pak X leZi na ose
strany AB. OznaCme S stied usecky AB. Je-li X, + S a ne-
prochazi-li K bodem C, lze d(X,) op&t zm&nit malym po-
sunutim X, na usecce X,S.

Jsou tedy dvé moznosti:
Bud'je X, = S, takZe K je Thaletova kruznice s primérem
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AB, a pak £ ACB = 90°, anebo je X, + S, a kruZnice K
je opsana kruznice trojihelniku ABC. V tomto piipadé
je ABC ostrouhly trojihelnik, nebot jinak lze opét d(X,)
zmensit.

Zavér. Je-li ABC ostrouhly trojuhelnik, je bod X, stied
kruznice opsané trojuhelniku ABC. Je-li ABC pravouhly
nebo tupotuhly, pak X, je stied nejdelsi strany trojuhelnika
ABC.

A-JI-1b

Dokazte, ze pro libovolna realna isla a, b, x, y plati

|asin x + bsiny| < \/a® + b® — 2abcos(x + y).

Kdy nastane rovnost?

RESENI

PoloZzme A =asinx + bsiny, B =acosx — bcosy;
bude potom

A* + B* =a® + b*> — 2abcos(x + ).
Ponévadz ziejmé B* = 0, je A> < A% + B?, a tedy také
|4 = /A4* + B,

coz je pravé dokazovana nerovnost.
Rovnost zde nastane, pravé kdyz je B = 0, tzn. kdyz

acosx =bcosy.
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A—1II—-2a

Dokazte, ze pre vSetky prirodzené n plati

N DN |
27T 2+ 14

RESENI

Ziejmé plati pro kazdé ptirozené Cislo k:

1 1 1 1
Qk+ 1P 42+ 4k+1 akk+1) 4k 4k+4

a tedy

LIS SR
T en -1 (2n+ 1)

327 52

<1 1+1 1+ " 1 1+1 1
4 8 8 12 7 4n—4 4n 4n dn+ 4

Snadnou upravou dostaneme

1 N 1 . 1 <1 1 <1
30582 7 (2n+1P 4 4n+4 &
coz jsme méli dokazat.
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A-11-2b

Je dan Ctyistén ABCD, jehoz hrany 4B, BC, CD jsou po
dvou navzijem kolmé. Vyjadiete pomoci délek a, b, ¢ hran
AB, BC,CD polomér r kulové plochy vepsané &tyfsténu
ABCD.

RESENT

Stied S kulové plochy Ctyfsténu vepsané je vnitini bod
Ctyisténu. Proto je objem Ctyfsténu ABCD roven soutu
objemi Ctyt Ctyisténd SABC, SABD, SACD a SBCD, které
maji stejnou vysku z vrcholu S, rovnou poloméru r vepsané
kulové plochy. O objemech plati (obr. 69):

Viscp = sabce, nebot CD je vyska &tyisténu ke sténé ABC,
ktera je pravouhly trojuhelnik, dale
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1
Vsasc = srab,

Vsacp = #7¢+/ a’ + b?,

1
Vseep = stbe,

Vsasp = &ra ¥ b* + 2,

nebot hrana AB je kolma ke dvéma ptimkam BC, CD roviny
BCD, tedy i k pfimce BD, a trojuhelnik ABD je proto pravo-
uhly.

Celkem dostavame

Labe = Yrab + tre \/a* + b* + trbe + Era /b + ¢,

odkud

a konecné

abc
——

_a(b+,/b2 + )+ (b + /& + b7

A—I1—3a

V téze roving lezi kruznice ky, ky, ..., k, (n = 1).

a) Najdéte vzorec pro nejvétsi mozny polet a, oblasti,
na které tyto kruznice rozdéli rovinu. Popiste konstrukci n
kruznic, které rozdé€li rovinu na tento pocet a, oblasti. Jaky
ma odvozeny vysledek vyznam pro Vennovy diagramy?

b) Budiz n = 4; popiSeme symbolem (1010) kazdou
z oblasti, ktera lezi uvnitt ki, k3 a vné k,, k,, symbolem
(0100) kazdou z oblasti, ktera lezi uvniti k, a vn& ky, ks, kq
a obdobné dale. Ukazte, ze je mozné zvolit kruznice tak, ze
déli rovinu na a, oblasti a kazda z nich ma jiny popis.
Narysujte obrazek.
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RESENI
a) Pro a, plati rekurentni vzorec
4y =a,_; +2(n—1). (1)

Nebot zvolime-li n-tou kruZznici tak, aby protinala kazdou
z predchozich n — 1 kruznic ve dvou bodech, dostaneme
“na ni maximalni poget, tj. 2(n — 1) prasecikd. Tim vznikne
na k, 2(n — 1) obloukd, z nichz kazdy rozd&li nékterou
z piedchozich a,_, oblasti na dvé. Vzhledem k tomu, Ze je
a; = 2, je podle (1)

a,=2+21+2+..+n-1),
po upravé
a,=n*—n+2. (2)

Pro n = 4 je a, < 2", proto pro znazornéni vSech prinikt
n mnozin a jejich doplitkkd nemtizeme kreslit kruhové Ven-
novy diagramy. Pro n = 1,2, 3 jsou kruhové Vennovy
diagramy znamé obrazce; viz obr. 70.

Zbyva dokazat, ze pro kazdé n > 3 je maximalni pocet
oblasti a, dosazitelny pti vhodné volbé kruznic ky, k,, ..., k,,.

Obr. 70
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1001

1000 1100

1010 o1 1 1101

Obr. 71

Dokazeme indukci lemma: V roviné Ize sestrojit pro kazdé
n =2 n kruznic tak, Ze prinik vSech jejich vnitikii je ne-
prazdny a zZe kazdé dvé se protinaji ve dvou bodech.

Predpokladejme, ze véta plati pro n — 1. V priniku 2
vSech vnitikt kruznic ky, ..., k,_, zvolme bod A, vné vSech
kruznic zvolme bod B. Body A, B vedme takovou kruz-
nici k,, aby neprochazela zadnym z prisecikii kruznic
ki,...k,—1. Kruznice k, ziejmé protne kazdou z kruZnic
ky,...k,—1 ve dvou bodech a prunik jejiho vnitiku s mno-
Zinou £ je neprazdny. Protoze lemma plati pro n = 2, je
dokazano.

b) V roving sestrojme situaci podle obr. 71; kazdou
z oblasti, na néz rozdéli pfimky x,x, a kruznice x3, x4
rovinu, popi$me podle obdobné umluvy, jaka je v textu b) —
zavorky jsou vynechany.
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Na obr. 71 je 14 riznych popist ze 16 moznych; chybéji
jen 0110 a 1110.

Promitneme situaci z obr. 71 na kulovou plochu I' z né-
kterého jejiho bodu (stereograficky), dostaneme na kulové
plose I' 4 kruZnice x4, %5, %5, x4, které tam omezi 14 oblasti
s vesmés riznymi popisy. Promitneme-li do roviny kruznice
®', ®5, #3, %, z bodu kulové plochy I', ktery nelezi na zadné
z téchto kruznic, dostaneme kruznice ky, k,, k3, k4 Zadané
vlastnosti. Situace je na obr. 72.

A-II-3b

V roviné je dano 3n bodi A, A4,, As,.., A3, (02 1),
z nichz 7adné tfi nelezi v jedné pfimce. Potom je mozno
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sestrojit n trojuhelnikd, z nichz zddné dva nemaji spolecny
bod a takovych, Ze vSechny vrcholy téchto trojuhelnikii lezi
v bodech A;. Dokazte.

RESENI

Je-li n = 1, je tvrzeni zfejmé. Predpokladejme, Ze tvrzeni
je uz dokazano pro nékteré piirozené Cislo n a uvazujme
3n+ 3 body A,,A,,...,As,+3, z nichz zadné tfi nelezi
v jedné pfimce. Sestrojme nejmensi vypukly mnohouhelnik,
ktery obsahuje viechny body A4; (i = 1,2,...,3n + 3). Dejme
tomu, Ze tento vypukly mnohouhelnik, jemuz se téz fika
konvexni obal uvedené mnoziny bodl, ma k vrchold, jez
bez Gjmy obecnosti lze po fadé oznalit A,, 4,, As,..., A
Usetka A,A; je pro k > 3 uhlopfitkou mnohouhelnika,
pro k=3 je to jeho strana. VSimnéme si trojuhelnika
A,A,A; a rozliSuyme dva pfipady.

Pruni ptipad je ten, Ze uvniti trojuhelnika A, A, A5 nelezi
zadny bod A; (pro i=k+1,k+2,...,3n+ 3). Pak pfimka
A, A5 rozdéli rovinu na dvé poloroviny tak, Ze uvnitt jedné
lezi bod A,, uvnitf druhé je 3n bodi Ay, As,..., A5, 3.
Podle indukéniho predpokladu Ize ve druhé poloroving se-
strojit n trojuhelniki, jez spliuji pozadavky tlohy. Pfipo-
jime-li k nim jesté trojuhelnik A,4,A;, je tim sestrojen
n+ 1 trojuhelnik a druhy indukéni krok je hotov.

Ve druhém pFipadé ptipustme, Ze uvnitf trojuhelnika
A, A,Aj lezi nékteré body A; (pro i=k+1,k+2,...,3n+3).
Sestrojme uhly 4;4,A4, a vyberme z nich ten, ktery ma nej-
mensi velikost. Ozna¢me tento bod bez ujmy obecnosti 4, . ;.
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Bod A, ., je uren jednoznacn€, nebot zadné tii body A;
nelezi v jedné pfimce. Nyni ptimka 4,4, ., oddéli bod 4,
od zbyvajicich 3n bodi 4;. Podle indukéniho piedpokladu
sestrojime tedy v jedné poloroviné n trojuhelniki poza-
dovanych vlastnosti a pfipojime k nim jes$t¢ trojuhelnik
A;AA, 4. Tim je dikaz podan.
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RESENI ULOH KATEGORIE B
II. KOLA

B-II—-1a

V rovine je dana tGseCka AB a bod M, ktory na nej nelezi.
Nech p, g st TubovoIlné dve priamky tychto vlastnosti:

1. Aep, Beg;
2. ziadna z nich neobsahuje Gse¢ku AB ani bod M;
3.plg

Nech P, Q st v uvedenom poradi pity kolmic z bodu M
na priamky p, g. UrCite mnozinu taZisk vSetkych trojuhol-
nikov MPQ.
RESENI

Prusecik pfimek p a ¢ ozna¢me R. Ponévadz p L ¢, lezi
body R na Thaletové kruznici k s primérem AB (obr. 73).

Trojuhelnik PMQ je pravouhly s pravym thlem pfi vrcho-
lu M, obrazec MPRQ je obdélnik. Stiedy vsech takto vznik-
lych obdélniki lezi na kruznici h, stejnolehlé s k podle
sttedu M a koeficientu 3. Ponévadz t&zist€¢ T trojuhelnikt
MPQ lezi na Gsetce SM a plati MT = $MS = 4RM, plyne
odtud, Ze mnozinou t&€Zist vSech trojuhelnikt PMQ je kruz-
nice t, ktera je stejnolehla s kruznici k podle stfedu stejno-
lehlosti M a koeficientu stejnolehlosti k = 4.

Je-li T’ libovolny bod kruznice t, je tento bod t€zistém
trojuhelnika, ktery sestrojime takto:
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M

’ ,L’

A % B\

K bodu T’ sestrojime bod R’ na ptimce MT’, aby
MR’ = 3MT’; bod R’ lezi zfejm& na kruZznici k. Na piim-
kach AR’ a BR’ sestrojime paty P’,Q’ kolmic z bodu M
na tyto pfimky. Trojuhelnik MP'Q’ ma své tézisté¢ bod T'.

Je tudiZ kruznice t hledanou mnozinou bodu, t&€Zist vSech
trojuhelnik, které spliiuji podminky ulohy.

B-—II—-1b

Zistite, pre ktoré dvojice realnych &isel x, y z intervalu
{=2m,2n) je splnena nerovnost:

tg3(x + y) + cotg 3(x + y) = 2.
Vysledok znazornite graficky v pravouhlom suradnicovom
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systéme. Pre ktoré dvojice realnych cisel x,y z daného
intervalu plati rovnost?

RIESENIE

Dana nerovnost nie je definovana pre tie dvojice x, y,
prektoré je y = —x + km, kde k je celé Cislo, pretoze funkcia
tangens nie je definovana pre uhly, ktoré si neparnym na-
sobkom 37, teda v naSom pripade pre y = —x + (2k + 1) m,
kde k je celé &islo, a funkcia kotangens nie je definovana
pre uhly, ktoré st parnym nasobkom ¢&isla 3m, teda pre
y = —Xx + 2kn. Spojenim defini¢nych oborov jednotlivych
funkcii dostavame defini¢ny obor celej nerovnosti. Danému
intervalu {—2m,2n) Cisel x, y zodpovedaju tie k, pre ktoré
je |k[ < 4. Dant nerovnost mdzeme pisat aj v tvare:

sin }(x +y) cos¥x + y)

2.
cos3(x + y)  sin 3{x + y)

v

Po jednoduchej Gprave dostaneme

[sin¥(x + y) — cos 3(x + y)]?
sin 3(x + y).cos 3(x + y)

=0.

Dana nerovnost je teda splnena pre vsetky dvojice x,y,
pre ktoré je:

sin 3(x + y).cos{(x + y) > 0.
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Kedze je sin3(x + y).cos 3(x + y) = §sin(x + ), stadi zis-
tit, kedy je sin(x + y) > 0. Tak tomu je pre vietky dvojice
realnych &isel, pre ktoré plati:

2kn < x +y<2km+m.
Odtial je:
—x+2kn<y< —x+(2k+1)n.

Lahko sa presved¢ime, Ze danému intervalu vyhovuju tieto
Cisla k: —2, —1,0,1. Grafickym znazornenim nerovnosti
dostavame 4 pasy Stvorca (vySrafované), do ktorych spa-
daja‘dvojice Cisel x, y, pre ktoré je dana nerovnost splnena
(obr. 74).

Je zrejmé, Ze rovnost nastane vtedy, ak sinj(x + y) =
= cos 3(x + y). PouZitim vety o doplnkovych uhloch
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a vlastnosti periodicity funkcie sinus je: sin(x + y) =
= sin [2kn + 41 — 3(x + y)]. To znamena, 7e 3(x + y) =
= 2kn + 4n — 3(x + y). Odtial je y = —x + 2kn + 3m.
Pre dany S$tvorec je k: 1,0, —1, —2. Su to stredy pasov
(na grafe zvyraznené &iary). Ak dosadime do povodnej rov-
nice za y = —x + 2kn + in, dostaneme:

tg (kn + in) + cotg (kn + 4m) = 2,

¢o skutocne plati.

B—1I1—2a

Je dan &tyiboky jehlan V(ABCD) se &tvercovou podsta-
vou ABCD a na jeho hrané VC bod E; pomér délek VE: VC
necht je g, 0 < g < 1. Rovina ABE protne hranu VD
v bod¢ F. Urcete pomér objemu téles VABEF a AFDBEC,
na néz rovina ABE dany jehlan rozdéli.

RESENT

PRVNI ZPUSOB. Ozna¢me a délku strany &tverce ABCD
a v vy8ku jehlanu V(ABCD). Objem celého jehlanu je tedy
1.2
3av. ’

Pongvadz AB || CD, je také EF || AB, takZe také
VF : VD = q. Vzdalenost pfimky EF od (rovnob&zné) roviny
ABCD je pravé (1 — g)v. Kromé toho je také EF:CD =g,
a tedy EF = aq.

Nyni vypo¢teme objem télesa AFDBEC. Bodem F vede-
me rovinu rovnobéznou s rovinou BEC; ta protne useCku
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AB v bodé G a usecku CD v bodé H, ptitemz BG = CH =
= EF = aq. T¢leso BECGFH je tedy trojboky hranol;
jeho objem je 3aaq(1 — g) v = 3a*vg(1 — q). Téleso FAGHD
je Gtyiboky jehlan s objemem 3a(l — g)a(l — gq)v =
= 3a*u(1 — g)®. Objem celého t&lesa AFDBEC dostaneme
seCtenim

Saug(1 ) + 31 g = dau{1 ~ ) 3 + 21 ~g)] =
=4a’v(1 — q)(q + 2).

Odettenim od objemu 3a®v celého daného jehlanu V(ABCD)
ziskame objem jehlanu V(ABEF):

ta*v — §a®v(1 — q)(g + 2) =
=ta*v[2 — (1 — q)(q + 2)] = sa’vq(1 + q).

Hledany pomér objemt téles VABEF a AFDBEC je tedy

sa’vg(l +4q) gl +4q)

sl —q)(g+2) (1-q2+q

DRUHY ZPUSOB. Uvedme je§té struéng jiné feseni za-
loZzené na vyuZiti Cavalieriho principu, resp. na vypoctu
objemu télesa ,,rozfezanim na tenké hranolky*.

Ozna¢me opét v vySku daného jehlanu a a délku strany
&tverce ABCD. Jehlan protneme rovinou @ rovnobéznou
s podstavou; vzdalenost ¢ od V necht je hv, 0 < h < 1.
Rovina ¢ protne jehlan ve Ctverci o strané ah. Je-li h < g,
rovina ¢ neprotne téleso AFDBEC. Je-li h > g, protne ¢
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h—
téleso AFDBEC v obdélniku o stranach ah, a N q.
-4
Nyni nasleduje ono ,roziezani télesa AFDBEC na tenké
hranolky®, coZ neni nic jiného nezli vyjadfeni objemu télesa
AFDBEC integralem

1
h—
jaha quh.

q I —gq

Snadnym vypoctem zjistime vysledek
sa*v(l — q)(2 + q).

Dalsi postup je stejny jako v pivodnim feSeni.

B-—I1—-2b

Reste v oboru realnych &isel rovnici
x4+ (a+ 1)x +a=sign[x*+ (a + 1)x] (1)
0 neznamé x, pricemz a je realny parametr. Provedte diskusi.
RESENI
V dané rovnici se vyskytuje funkce signum, a proto je tieba

rozlisit tfi pfipady.

1. Jestlize
X2 +(@+1)x=0, (2)

pak rovnice (1) nabyva tvaru

Y +@+1)x+a=0. (3)



Soustava rovnic (2) a (3) mdZe mit zfejmé& feSeni jen tehdy,
je-li
a=0.

V tomto ptipad¢€ feSeni existuje. Kofeny jsou 0 a —1.

2. Jestlize
x>+ (a+1)x >0, (4)

pak rovnice (1) nabyva tvaru
x*+@+1)x+(@—-1)=0. (5)

Soustava tvofena nerovnici (4) a rovnici (5) je zfejm& ekvi-
valentni s rovnici (5) doplnénou podminkou

a—1<0. (6)
Rovnice (5) ma feSeni v oboru realnych &isel, pravé kdyz
D=(a+1?—-4a-1)20,

coz pro kazdé a spliiujici podminku (6) plati. (Dokonce pro
kazdé &islo a plati D = 0, nebof D = (a — 1)* + 4.) Tedy
pro a < 1 ma rovnice (1) kofeny

X1, =3—(@a+1)+Jla—17+4].

3. Jestlize
x*+(@+1)x<0, (7)

pak rovnice (1) nabyva tvaru
x>+ @+ 1)x+(@+1)=0. (8)
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Soustava tvotena nerovnici (7) a rovnici (8) je ekvivalentni
s rovnici (8) doplnénou podminkou

a+1>0. 9)
Rovnice (8) ma feseni v oboru realnych ¢&isel, pravé kdyz
D=(a+1?—-4a+1)20,
t.
(@a+1)(a=3)=0,
coz vzhledem k tomu, Ze plati (9), nastane, pravé kdyz
a—320. (10)

Podminky (9) a (10) jsou spln&ny, pravé kdyz plati nerov-
nost (10). Pro a = 3 ma rovnice (1) kofeny

x12=3-(@+ 1)+ /la+1)(a-3)].

Vsechny moZnosti pro feseni rovnice (1) v oboru realnych
¢isel jsou zachyceny v nasledujici tabulce:

Parametr a Kofeny
(—o0,1) Xy, =3[—(a+ 1)+ (a—1)?+4]
{1,0) neexistuji
0 x;=0,x,=—1
(0,3) neexistuji
3 Xy, = —2
(3, ) x12=3[—(a+1) £ /la+1)(a-3)]
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B—1II—3a

Je dana kruZnice k a pfirozené Cislo n. Zjistéte nejvétsi
a nejmensi pocet Casti, na které lze vnitfek kruznice k roz-
délit n tétivami.

RESENI

Nejvétsi pocet dilti vznikne, kdyz se kazdé dve tétivy bu-
dou protinat uvnitt kruhu, nejmensi pocet ¢asti pak vznikne,
kdyz té€tivy nemaji uvnitt kruhu Zadny spole¢ny bod.

1. Ozna¢me q, nejmensi pocet Casti vnititku kruznice k,
které lze urcit n tétivami t,, t,, ..., t,. Ziejmé a; = 2,a, = 3
atd. (n + 1)-ni t&tivu musime vést tak, aby neprotla zadnou
z tétiv ty,1,,13,...,t, Ta pak rozdéli jedinou z existujicich
Casti na dvg, takze plati:

an+1 e a,, + 1 (1)
pro kazdé pfirozené n. Podle (1) urime snadno a, jako
funkci n:

anzan—1+l=an—2+1+1=an—2+2:
=a,,_(,,-1)+n—l=a1+n—1.
Avsak a, = 2, takze
a,=n+1. (2)

2. Oznacme b, nejvétsi pocet Casti vnititku kruznice k,
kterého lze dosahnout n tétivami ¢y, t,, ..., t,. Ztejmé by =2,
b, =4 atd. (n+ 1)-ni tétivu t,,; musime vést tak, aby
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protla kazdou z tétiv ty,f,,....t,. Je pak jimi rozdélena

na n + 1 GseCek. Kazda z nich rozdéluje nékterou z existu-

jicich ¢asti na dve, takze ptibylo n + 1 ¢asti. Plati tedy
byy1 =b,+n+1, (3)

pro kazdé n = 1.
Stejnym postupem jako v odst. 1 vypocteme b,,:

b,=b,_y +n

b,=b,_,+2n—1

by=by i1 +n—Dn—(1+2+3+..+(n-2)
by,=by+(n—1)n—3n-1)(n-2)
b,=2+3%n—-1)(n+2) (4)

Tento vztah mizeme jesté dale upravit na konecny tvar:

b,=3nn+1)+ 1. - (4)

B—-II—-3b

Necht .4 = {X,, X5, ..., X,} je mnozina bodii v prostoru
takova, ze X;X; <1 pro vSechna i,k = 1,2,...,n, pfiCemz
X X, = 1.

Dokazte:

a) Existuje kvadr, jehoz vSechny hrany maji délku nej-
vySe rovnou 1 a ktery obsahuje mnozinu ..

b) Kazdy kvadr, ktery obsahuje mnozinu .4 ma aspon
jednu hranu délky vétsi nez 0,57.
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RESENT
a) Mnozina .# ma nasledujici vlastnost: Zvolime-li libo-
volnou rovinu g, pak existuje rovinova vrstva s hraniénimi
rovinami rovnob&éznymi s rovinou ¢ a o vysce nejvyse 1,
ktera obsahuje mnozinu .

Diikaz. Necht g je libovolna rovina. V mnoZiné .#zvolme
libovolny bod, napt. X ;. Vedme bodem X, rovinu g, rov-
nob&Zznou s rovinou g. Rovina ¢, pak urCuje dva polo-
prostory. Body lezici v roviné o, povazujeme za body patfici
do kazdého z téchto poloprostord. Necht .#" a .#" jsou
po fadé mnoziny vSech bodi z mnoziny ., které lezi v jed-
nom a ve druhém z uvaZovanych poloprostori. MnoZiny
M'a M" jsou neprazdné, nebot X,e#' a X, e #".V kazdé
z mnozin /' a " nalezneme bod, ktery ma od roviny g,
maximalni vzdalenost. Necht v mnoziné¢ .#’ je takovym
bodem bod X; a v mnozin€ 4" bod X;»Nyni rozli§me dvé
moznosti.

«) Necht X €0, a X,€g,. Pak zfejm& 4 < g,. Tudiz
M lezi v rovinové vrstvé s hraniénimi rovinami g, a o', kde
0| ¢ a vzdalenost rovin ¢’ a g, je 1.

B) Necht X;¢ o, nebo X, ¢ ¢,. Pak roviny g; a g, které
jsou rovnobé€Zné s rovinou @ a prochazeji po fadé body
X; a X, ur€uji rovinovou vrstvu obsahujici vSechny body
mnoziny .4 Protoze X;X, <1, je vyS8ka rovinové vrstvy
urené rovinami @; a g, mensi nebo rovna 1.

Vyse uvedena vlastnost mnoziny .# je zcela dokazana.

Zvolme v prostoru tfi roviny 7, v, 4, které jsou po dvou
k sobé kolmé. Pak existuji rovinové vrstvy obsahujici mno-
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Zinu ., jez maji hrani¢ni roviny po fadé rovnobézné s ro-
vinami 7, v, u a jejichZ vysky jsou mensi nebo rovné 1. Pri-
nikem téchto tii rovinovych vrstev je kvadr, jehoz existenci
jsme méli dokazat.

b) Toto tvrzeni dokaZzeme nepfimo. Necht existuje kvadr
A, ktery obsahuje mnozZinu .4 a pfitom zadna jeho hrana
neni vétsi nez 0,57. Zvolme dva libovolné body U, V kva-
dru A". Zvolme ortonormalni soustavu soufadnic s pocat-
kem v jednom z vrchol kvadru . Kazda z os soutadnic
necht obsahuje jednu hranu kvadru 2. Necht

U = [uls Uz, u3] ) V= [vl, U3, 03] g

Pak pro kazdé i = 1,2,3 je
|u,. — v,~| <0,57.

Tudiz

3
Uy = \/Z(u,. —v)? £./3.057%,
i=1
tj.
UV <./3.03249 < 1.
Tedy v kvadru 24" nelezi body X, a X,, nebot X, X, =1.
Dospéli jsme tedy ke sporu s predpokladem, ze .4 < A.

Tim je tvrzeni b) dokazano.
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RESENI ULOH KATEGORIE C
II. KOLA

C—II—1a

V roviné je dana koneCna mnozina bodt, z nichz kazdé
dva maji vzdalenost nejvySe 1. Dokazte, Ze existuje jednot-
kovy Ctverec, ktery danou mnozinu obsahuje.

RESENI

1. Je-li dand mnozina bodi prazdna, pak ziejmé dokazo-
vané tvrzeni plati.

2. Necht je dana mnozina bodt neprazdna. Kazdym bo-
dem dané mnoziny vedeme pifimky libovolného sméru p
a sméru ¢ k nému kolmého. Krajni pfimky obou osnov
oznaCme py, p, 4 ¢y, q,. Yzdalenost pfimek py, p, i pfimek
qi,q, je nejvys 1. Tyto Ctyfi pfimky urCuji pravouhelnik
(ve zvlastnim pripad® useCku nebo bod) o stranach délky
d £ 1, takze ziejmé existuje jednotkovy Ctverec, ktery jej
obsahuje.

C-Ji—1b
Najdéte vSechny trojice pfirozenych Cisel a, b, ¢ takovych,
Ze zaroven plati:
(1) a* +b*> =%
(2) cislo ¢ je délitelné Cislem a i Cislem b.
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RESENI
Podle (2) existuji takova dv& pfirozena &isla m,n, Ze

¢c=ma a c = nb.
Dosadime-li do (1) dostaneme

il
g
z ¢ehoz vyplyva
1 1
w Tl

a tedy

Tato rovnice v§ak nemize platit, nebot by muselo (n* — 1)
byt délitelem n?, coZ je mozné jen pro n* = 2 a tedy pro
n = /2, coz neni piirozené &islo. Uloha tedy nemaé feSeni.

C—1I1-2a

Je dan pravidelny Sestithelnik ABCDEF se stfedem S.
Urcete mnozinu té€zist vSech rovnostrannych trojuhelnikt
XSY, kdyz bod X probiha obvod daného Sestitthelniku.

RESENI
Teziste A\ASB je bod M, tézisté ABSC je bod N. Jestlize
bod X probéhne usetku AB a Y useCku BC, pak tézisté

uvazovanych trojihelnik@i XSY vyplni asecku MN. Uhly
¥ XGS a ¥ XPS jsou pravé a ¢tyfuhelnik XGPS je tétiy'ovy
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S

B~Y_H C Obr. 75

a ponévadz ¥ XSP = 30°, je ¥ XGP = 150° (ozna&eni viz
obr. 75, 76). Odtud plyne, Ze stfedy stran XY leZi na usece
GH, ktera s useCkou AB svira uhel 30°.

Téziste¢ T trojuhelniku XYS pak odpovida bodu P ve
stejnolehlosti podle stfedu S a s koef. 2. Ponévadz body P
vypliiuji ase¢ku GH, vypliiuji body T useC¢ku MN, ktera je
stejnolehla k useéce GH v uvedené stejnolehlosti.

Je-li obracené T libovolny bod usecky MN, snadno se-

M

Obr. 76
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bodé¢ sestrojime useCku XY L SP s krajnimi body na ob-
vodeé Sestiahelniku. Dokazeme, ZzZe XY = XS = SY.

Z tétivového Ctyfuhelniku XGPS plyne, Ze < XSP =
= 180° — 150° = 30°, z tétivového C¢Ctyfuhelniku PSHY
plyne, 72 ¥ PHY = 30° = ¥ PSY (obvodové uhly nad tymz
obloukem kruZnice &tyFuhelniku opsané). Z vlastnosti (thlu
X XSP, jehoZ velikost je 30° pak plyne: SX =2.XP =
=2.PY a dale je XP = PY. Je tudiz trojuhelnik takto

¥ vt

sestrojeny rovnostranny a jeho t€zisté je bod T. Je-li velikost

2 a a
iseCky AB = a, je velikost usecky MN = -.—-./3 = —.
usecky a, je v ise¢ky 3 2\/ NE
Hledanou mnozinou vsech t€Zist trojuhelniki spliujicich
podminky ulohy je pravidelny Sestithelnik MNPQRU,

¥t

jehoZz vrcholy jsou t&zi§t€ rovnostrannych trojuhelnikt
SAB, SBC, SCD, SDE, SEF, SFA.

C-I1-2b

Urcete vSechny dvojice ptirozenych &isel 4, B s témito
vlastnostmi:

1. Obg jsou dvouciferna (v desitkové soustave), pfiemz
B vznikne z A vzajemnou zaménou cifer.

2. Cislo /A% — B? je ptirozené.

RESENI
Danou ulohu lze pievést na tuto alohu: Uréete takova
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gisla x,ye {1,2,..., 9}, Ze existuje ptirozené ¢islo a, pro ktere
plati
a® = (10x + y)* — (10y + x)*.

Po upravé dostavame
a® =99(x* — y?) =32 1l(x + y)(x — y). (1)
Odtud vyplyva, ze
X>y. (2)

Z rovnosti (1) dale plyne, Ze aspoti jedno z &isel x + y, x — y
je nasobkem ¢isla 11. ProtozZe je

x—y<9-1=8,

muzZe byt nasobkem 11 jediné Cislo x + y. Vzhledem k tomu,
ze
x+y=9+9=18,

dostavame pro hledana Cisla x, y rovnici
x+y=11. (3)
Pro nasi Glohu mohou mit ov§em smysl jen ta feseni (x, y)

rovnice (3), pro n& plati nerovnost (2) a x,ye{1,2,...,9}.
Takovymi feSenimi rovnice (3) jsou pouze dvojice

(9.2), (8,3), (7.4), (6,5). (4)
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Z rovnice (3) a rovnosti (1) plyne pro ¢isla x a y dalsi pod-
minka: Cislo x —y musi byt druhou mocninou n&jakého
pfirozeného &isla. Tuto podminku splituje z dvojic (4) jeding
dvojice (6, 5). Resenim ulohy mohou tedy byt jeding &isla
A =65 a B = 56. Skutetné

65% — 56 = 9.121 = 332,

Zavér: Uloha ma jediné feSeni 4 = 65, B = 56.

C—II-3a

Je dan rovnoramenny A\ ABC se zdkladnou AB. Sestrojte
body P, Q lezici po fadé na stranach AC, BC, pro které plati

CP =PQ = QB. (1)

Provedte diskusi vzhledem k velikosti tuhlu ¥ ACB.

RESENI
Nejprve zjistime, zda mtize platit P = C. V tomto pfipadé
by bylo CP = 0, takze z (1) by plynulo Q = B. Pak by vSak
bylo PQ = CB # 0, tj. viechny rovnosti (1) by neplatily.
Tedy P + C. Dale je tieba zjistit, zda je mozné, aby bylo
P = A. Pak z (1) a z toho, Ze AC = BC plyne, Ze musi byt
Q = C. Pak PQ = AC, takZe jedno feSeni je nalezeno:

P=4 a Q=C. 2)
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Obr. 77

A
Toto teSeni vzdy existuje. Hledejme feSeni, kdy bod P lezi
uvniti strany AC.

ROZBOR (viz obr. 77). Oznaéme y thel ¥ ACB. Podle
podminek ulohy je CP = PQ a tedy také

XPCQ = XPQC =y.
Dale je PQ = QB, a tedy
¥QPB = XQBP =7y,

protoze X PQC = y je vn&j§im uhlem rovnoramenného
A PQB se zakladnou PB.

Z rozboru vyplyva konstrukce. V polorovin¢ BCA sestro-
jime polopfimku BT takovou, ze ¥ CBT = }y. Prisecikem
poloptimky BT a vnittku usecky AC je pak bod P. Sestro-
jime kruznici k = (P; r = PC). Jeji spole¢ny bod s usetkou
CB, jenz je ruzny od bodu C, je bod Q.
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ZKOUSKA. Z konstrukce plyne, ¢ body P, Q lez
po fadé na stranach AC, BC. Body C, Q lezi na kruznici k
se stiedem P, a proto CP = PQ. Dale v trojuhelniku CPB
plati

XCPB = 180° — 7y — 4y = 180° — 3y, (3)

v trojihelniku CPQ je
XCPQ = 180° — 2y. (4)
Dosadime-li (3) a (4) do rovnosti

XQPB = ¥xCPB — <CPQ,
dostaneme
¥QPB =3y = <QBP.

QOdtud plyne PQ = QB.

Sestrojené body P a Q maji v§echny vlastnosti pozadované
textem ulohy.

DISKUSE. Uloha ma vzdy feseni (2). Dalsi feseni mize
existovat, existuje-1i spolec¢ny bod vnitiku usecky AC a polo-
pfimky BT. K tomu je nutné a staci, aby platilo

3y < 3(180° — 9).
tj.
y < 90°.
V tomto piipadé téz existuje i prisecik Q + C kruznice k
a poloprimky CB. Zbyva jesté zjistit, zda tento bod Q je
bodem usecky CB. Bod Q je dokonce vnitinim bodem usec-
ky CB, nebot ¥ PQC > X PBC.

195



ZAVER DISKUSE. V pfipadé, 7¢ ¥ ACB = y = 90°,
ma Gloha jediné feSeni — feSeni (2). V pfipadé, Z2e ¥ ACB =
=y < 90°, ma Gloha dvé feSeni — mimo FeSeni (2) jeste
dalsi feSeni, které lze sestrojit vyse uvedenou konstrukci.

C—1I-3b
ZAci jedné $koly se zhcastnili bilologické, fyzikalni a che-
mické olympiady. Ucastniki FO bylo dvakrat tolik jako
ucastniktt ChO a ucastniki ChO tfikrat tolik co Gcastni-
kt BO. Jen jedné z téchto olympiad se zacastnilo 12 zaku,
dvou olympiad 4 Zaci, ale FO a zarovein BO zadny; téch,
ktefi fesili jen BO, bylo pravé tolik jako téch, ktefi fesili
zaroven ChO a BO. Urcete, kolik zakt se zacastnilo kazdé
z uvedenych soutézi a kolik bylo vSech Gc€astnikt olympiad
dohromady.
RESENT
Pfi sestavovani podminek ulohy uzijeme mnoZzinového
diagramu, oznaceni viz na obr. 78. Plati tedy:

o

F Ch

Obr. 78
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X+z4+u=12 (1

)

y+t=4 (2)
x+y=2y+z+1) (3)
y+z+t=3u+1 (4)
u=t. (5)

Dosazenim za u podle (5) do zbyvajicich rovnic a upravou
dostaneme:

xX+z+1t=12
y+t= 4, zcehoz y=4—1t

XxX—y—2z2—-2t= 0

y+z-=5t= 0.

Dosadime za y:

X+ z+4+t= 12, z¢hoz x=12—t— 2
x—2z—t= 4
z—6t=—4.

Dosadime za x:

3z+2t= 8
z—6t=—4, zchoz z=6t—4,

takze
20t = 20,
tj.
t= 1.
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Zpétnym dosazenim dostaneme:
z=2, x=9, y =3, u=1.
Zkouskou ovéfime vypocet.

ODPOVED. FO se za&astnilo 12 7ak, ChO 6 zaki a BO
2 zaci; v8ech ucastnikt bylo 16.
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RESENI ULOH KATEGORIE Z
II. KOLA

Z-11-1

Petr a Milan jeli tramvaji do kina, které je v ulici na trati
tramvaje mezi stanicemi 4 a B. Pomér vzdalenosti vchodu
do kina od stanic 4 a B je 3:2. Petr vystoupil na stanici 4,
Milan na stanici B. Sli stejnou primé&rnou rychlosti a ke
vchodu kina pfisli oba v témze okamzZiku.

Vypocitejte, kolikrat byla primérna rychlost jejich chiize
mensi neZ primérna rychlost tramvaje mezi stanicemi 4 a B.

RESENI

Tramvaj ziejmé nejdiive pfijela do stanice 4. Jen tak je
mozné, aby chlapci pfisli v tyz okamzik ke vchodu kina.

Vzdalenost zastaivek A a B v kilometrech necht je Sa
(obr. 79). Pramérnou rychlost chiize chlapct v km/h oznag-
me v. Je-li primérna rychlost tramvaje x-krat vétsi nez pra-
mérna rychlost chiize chlapci, pak je jeji rychlost xv kmjh.

Doby cest chlapcii ke vchodu kina méfme od okamziku,
kdy tramvaj zastavila ve stanici 4. Pak plati

_A K 8

" b -« V-‘—_J
Obr. 79 3a 2a
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ly=—,
v
5a 2a
[B - + -
xv v
Odtud plyne
3a B 5a 2a

>

vooxv v
t.
5 .
3=—+2, takzZe x=25.
X

Snadno ovétime, Ze chlapci pfijdou ke vchodu kina v tyz
okamzik, ma-li tramvaj pétkrat vétsi pramérnou rychlost
nez chlapci.

Zavér. Chlapci sli pétkrat mensi prumérnou rychlosti,
nez byla primérna rychlost tramvaje mezi stanicemi 4 a B.

Z-1-2

Je dan pravy uhel s vrcholem V a jeho vnitfni bod M.
Bodem M je prolozena libovolna pfimka p tak, Ze ob¢ ra-
mena pravého uhlu protind v rtznych bodech 4 a B.
Oznadime-li S;, resp. S,, obsah trojuhelnika VAM, resp.
VBM, potom ¢islo
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je stejné pfi kazdé poloze piimky p uvedenych vlastnostiﬁ
dokazte.

RESEN{
Zavedeme toto oznaleni: a = BV, b = AV, x a y jsou

vyiky trojithelnika BMV (AMV) piislusné stran& BV (4V)
(viz obr. 80). Pak je

Sy =%b)’, S2=%ax
S=S8,+8,=13by+dax =3ab.
Dale plati:

1 1 2 2 2ax+by 2.285 2

S, S, by ax abxy T2S.xy xy

Ale souéin xy nezavisi na volbé pfimky p.

Obr. 80
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Z-11-3

Su dané celé Cisla a, b, ktorych aritmeticky priemer je
celé cislo delitelné troma. Dokazte, ze potom Cislo

a(3a* + b*)(a® — 2b3)

je nasobkom ¢isla 108.

RIESENIE

a+b

PodTa textu tulohy je = 3k, kde k je celé ¢islo. Potom

viak b = 6k — a, a teda
3a* + b* = 3a® + 36k*> — 12ka + a* =
= 4a® — 12ak + 36k = 4(a® — 3ak + 9?),
@ — 2b = & — 2216k° — 108k%a + 18ka® — o) =
= 3(a® — 12ka® + T2k%a — 144K%),
z ¢oho :
a(3a®> + b*)(a® — 2b%)° =
=4.3%(a*® — 3ak + 9k*)(a® — 12ka® + 72k*a — 144K%)?,

¢o je nasobkom 108, ako bolo treba dokazat.

Z-11-4

Je dan trojuhelnik 4ABC, v némz ma strana AB délku a.
Na poloptimce opaéné k poloptimce AB lezi bod D tak, Ze
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DA = na, kde n je dané ptirozené &islo. Nechf E je stied
strany BC a F prusecik ptimky DE se stranou AC. UrCete
obsah trojuhelnika CEF, jestlize obsah trojahelnika ABC
se rovna Cislu P. (Provedte vypocet nejdiive pro n = 1
a n = 2, potom pro libovolné n.)

RESENT
Oznalme H stied strany AC (obr. 81). Usetka HE je pak
stfedni pfickou AABC, jeZ je rovnobézna se stranou AB.
Bod H je tedy vnitini bod tGseCky CF. Obsah AECH je
ziejmé 4P. Pro obsah P’ trojihelnika CEF tedy plati

P =1P+0Q, (1)

kde Q je obsah AEFH. Uloha je tak pfevedena na Glohu
urcit obsah Q trojuhelnika EFH pomoci obsahu AABC.
Protoze vime, ¢ EH = }a, je tieba urdit vysku v’ trojihel-
nika EFH na stranu EH. Ozna¢me v vysku AABC na stra-
nu AB.

Obr. 81
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a) Necht DA = a. Podle véty uu je
AEFH ~ ADFA.

Bod F je tézist¢ém ADBC, a proto pro vysku v, trojihelnika
DF A na stranu DA plati
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Podle (1) je

b) Necht DA = 2a. V tomto piipad€ uZijeme podobnosti
trojihelniki EFH a DEG (véta uu), kde G je stfed strany AB.
Trojuhelnik DEG mé ziejmé na stranu DG vysku Jv. Plati
tedy

Tudiz

takze podle (1)
P' = %P + 3P = 5P.

¢) Necht DA = na, kde n je pfirozené &islo. Podobné
jako v &asti b) z podobnosti trojuhelnikit EFH a DEG plyne
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