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lll. Soutézni alohy . kola

KOMENTARE

K RESENI SOUTEZNICH ULOH KATEGORIE A
I. KOLA

A-1-1

Budte x4, x,, x5 tfi kladna ¢isla. Budte y,, y,, y3 tfi kladna
Cisla, ktera lezi mezi nejvéts§im a nejmensim z Cisel xy, x5, x3
a necht plati

Xy + X+ X35y +y2t+ s (1)

Dokazte, Ze pak je

X1X2X3 = Y1Y2)3» )
X1Xp + X3X3 + X3X1 = y1¥2 + V2V3 + Yays - (3)
KOMENTAR

Podminky (1), (2), (3) se tykaji tzv. elementarnich symetric-
kych funkci proménnych x;, resp. y;. Oznaéme:

51 =X; + X3 + X3, oy =Yy1+Yy2+Ys,
53 = X1X3 + X3X3 + X3Xy, 0y = Y1Y2 + Y2V3 + yays,
S3 = X1X2X3, 03 = V1)2)3 -
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Symetrie téchto funkci umoziiuje zvolit oznaceni tak, aby
platilo

Xy Sx;Sx3, Yy Sy Sys, (4)
takze z pfedpokladti ulohy

X = )1, V3 S Xx3. (5)

Volbu oznaceni mizeme povazovat za proni impuls pro fe-
Seni ulohy.

Druhym impulsem je zji§téni, Ze stai dokazat tvrzeni pro
pfipad, Ze v (1) nastane rovnost: snadno se ovéti, Ze vzdy
existuji kladna &isla yi, 5, y5 tak, Ze yi <y, < y5, dale

X1 V1, V3= X3,
a konecné

iy, i=123,
a pritom

Xy + X3+ X3=Y; + Y+ ;5.

Dokazeme-li nerovnosti (2) a (3) pro v, y5, s, pak (2) a (3)
plati tim spiSe pro y,, y,, ya-

TFetim impulsem, ktery uleh¢i feSeni, je zavedeni polyno-
mickych funkci

f1)) = (¢ = x1) (t — x2) (t — x3)

g(t) = (¢ = 1) (t = y2) (t = v3)-
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Po vynasobeni totiz dostaneme
ft) =13 — 5,2 + 55t — 53,
glt) = —a,t* + 03t — 03.

Dvojiho vyjadteni funkei f(t) a g(t) uZijeme pfi dosazeni
t=x; at=Xxj Je totiz

Jlx1) = flxs) = 0, (6a)

zatimco z (5) vyplyva
glxs) 20, (6b)
glx:) £ 0. (6¢)

Nyni je jiz v8e ptfipraveno k dikazu. Pfedpokladejme, Ze
v (1) nastane rovnost. Odecteme f{t) a g(¢): vysledna funkce
r(t) je linearni (nebo konstantni):

rt) = (s2 — ;) t — (s3 — 03). (6d)

Mame dokazat, ze

Dosadime-li do () jednak ¢ = x,, jednak t = x,, dostava-
me podle (6a) aZ (6c)

rx)) 20, rx;)<0
neboli
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Tyto nerovnosti davaji po odeéteni
(s2 = 2) (x5 — x;) £ 0.
Je-li x3 > x; (vzdycky je x5 = x,), dostavame
52 S0,
a z prvni z nerovnosti (7)
3 = 03,

jak jsme méli dokazat. Pfipad x; = x; v tomto studiu k cili
nevede, ale vratime-li se na zaatek uvahy, zjistime, Ze z (5)
a (4) pak vyplyva rovnost viech &isel x; a y;, takZe s, = 0,
a s3 = 0;. Redeni je tplné.

A-1-2

Jsou-li dana libovolna ¢tyfi riizna realna Cisla, 1ze oznacit
vzdy jedno z nich x a ostatni tfi pak y, z, w tak, aby platila
nerovnost

|x* = x*(y + z + w)| < |[x(yz + zw + wy) — yzw|; (8)

dokazte.
KOMENTAR

Snad nejpfirozenéjsi je diikaz nepfimy. Jsou-li dana &isla
ve vzestupném uspofadani

a<b<c<d, 9)
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|
pak zvolime-li kterékoli z nich za x, neplati nerovnost (8),
ale jeji negace; plati tedy zaroven (9) a nerovnosti

ala — b ¢ —d| 2 |abc + abd + acd — bcd|, (10a)
b’b —a—c —d| = |abc +7zbd + bed — acd|, (10b)
*le —a — b —d| 2 |abe + acd + bed — abd|, (10c)
d*ld —a — b — c| 2 |abd + acd + bed — abc|. (10d)

Ze systému nerovnosti (9) a (10) mame odvodit spor.
Protoze podle (9) je (b — a)(b — ¢)(b — d) > 0, je
b*(b —a — ¢ — d) + (abc + abd + bcd — acd) > 0.  (11)
Spojenim (10b) a (11) dostaneme
b—a—-c—-d>0. (12)
Obdobné je podle (9) (¢ <a)(c — b)(c — d) <0, a tedy
c*c —a—b —d)+ (abc + acd + bed — abd) < 0.  (13)
Spojenim (10c) a (13) dostaneme
c—a—-b—-d<0. (14)
Z (12) a (14) odvodime
b—c>a+d, b—-c>—(a+d),
t.
b—c>la+d=0.
Avsak nerovnost b — ¢ > 0 je ve sporu s (9).
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Obdobn¢ jako (12) a (14) lze odvodit z nerovnosti
(@a—b)la—c)la—d)<0a(d—a)(d—b)d-c)>0 ne-
rovnosti .

b+c+d-a>0 a d—a—-b—-c>0, (15

kterych vSak nelze vyuZit k odvozeni sporu.

Odvodi-li Fesitel viechny &tyfi nerovnosti (12), (14) a (15),
zalezi na jeho kombinac¢nich schopnostech, aby vyhledal ty
dvé z nich, které vedou ke sporu.

A-1-3

Je dana konetna mnozina &, oznaCme 4, .#, dve jej
Tubovolné neprazdne podmnoziny, s,,, di, nech si pocty
prvkov mnoZin 4 U M, (My O M)\ (M, N M) a pre-

d12 .

hlasme ¢&islo —= vzdialenostou mnozin .4, .#,. Dokazte,
S12

Ze pre tuto vzdialenost plati trojuholnikova nerovnost.

KOMENTAR

Tato tloha poskytuje niekolko prilezitosti k rozsireniu
znalosti Zziakov v mnoZinovej tématike. Cislo d,, je zrejme
polet prvkov tzv. symetrického rozdielu mnozin 4, 4,:
oznaéme ho .#,V .#,. Pomocou Vennovho diagramu
(obr. 31), kde 4, V .4, je vysrafovany, lahko odvodime:

AN M, = (¢”1\-/”2)U(~/”2\M”1) =
= {xedly U My; (xE M N x¢ M)V
\2 (X¢e/”l A xee/”z)}.
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Obr. 31

V potenénej mnozine 2% koneénej mnoziny &, ktora je
tieZ kone¢na*), zavedieme podla textu Glohy vzdialenost

d
Q(=/”1,'/”2)=‘E pre +0v i, +0

12
a ¢(0,0) = 0.
Zrejme je
v, M, eP?; Q(e/”l, -/”z) =0;
VM, My € PT; o( My, M) = oMy, My)
V,/ﬂl,,,ﬂzegbﬁ'; Q(v/”l,'/”z) =0 M = M,.

Ak dokazeme, ze pre vzdialenost ¢ plati eSte neostra troj-
iholnikova nerovnost, bude dokazané, Ze Struktura (227, o)
je metricky priestor a zobrazenie 2% x 2% - R, tj.
[, 4] — oM, #,) je metrika.

PretoZe rieSitelom su najbliZ§ie operacie N, U, vyjadrime
d,, pomocou p,,, S;,; z definicie operacie V vidno, ze

*) Potentnd mnoZina 2% je mnoZina vietkych podmnoZin zakladnej
mnoziny & v&itane mnoziny @. Ak ma & n prvkov, ma 2% 2" prvkov.
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di; = 512 — P12,

a teda
diy P12

L N

S12 S12

Teda mame dokazat, Ze pre vietky trojice 4, M,, My e P*
plati nerovnost

A=<1-?—‘3>+<1—@>—(1—-’3§1>go,
S12 523 S31

1

$12523831

¢ili
A =
. (512523531 — DP12523531 — P23512831 + P31512523) =

_ o

$12523531

v

0. (16)

Z (16) plynie, Ze 4 > 0 prave vtedy ak & = 0. Sistredime
sa na dokazanie nerovnosti 6 = 0.

Za predpokladu, Ze rieSitelia su zoznameni zo symetric-
kym rozdielom dvoch mnoZin a s pojmom metrického prie-
storu (to viak nie je nevyhnutelne nutné), mozu sa dopracovat
nerovnosti 4 = 0 samostatne. Pre zjednodusenie dalSieho
postupu snad e¥te doporucime, aby pouzili indukciu, tym
sa vyhnu zdihavym vypo&tom.

Indukcia méZe postupovat s rastucim poftom prvkov

96



Obr. 32 M, (M,uM,)

mnoziny 4, \ (4, U ), ktora je na obr. 32 hrubo ohra-
nic¢ena.

Predpokladajme, Ze pre mnoziny 4, .#,, #; plati ne-
rovnost 6 = 0 a nahradme mnoZinu .4, mnoZinou .4, tak,
e k mnoZine 4, \ (#, U .#;) pridame dal§i prvok. Cislo
¢’ prislu§né mnozinam .#,, .#,, .#, dostaneme tak, Ze Cisla
S12, 823, ... nahradime podla tabulky:

S12 523 S31 P2 P23 [}

s;2+ 1 S23 + 1 S31 P12 D23 P31

Dostane sa tak

0 =0 + 553531 + S12831 +
+ (s31 + P31523 + Pa1S1z + P31) — P12S31 — P2sSats
tj.
& Z 0 + 534(S33 — Pas) + 53u(s12 — P12) 2 0,
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pretoze S;3 — p3 20, 53, — pyp = 0. Na tieto odhady
mozu riesitelia prist sami, ak budu skumat vyjadrenie ¢’
pomocou 9.

Indukcia bude prevedena, ak plati 6 = 0 pre
M\ (M O M) = 0. Nerovnost 6 = 0 dokazeme pre pri-
pad 4, \ (4, U M) =@ indukciou pre rastici podet
prvkov mnoziny #; \ (.4, U 4#,). Ak sa prevedie induk&ny
krok, potom zalezi iba na tom, ¢i nerovnost 4 = 0 plati
v pripadé M\ (M U M) = M\ (M O M) = 0. Toto
v8ak dokazeme tretiou indukciou, a to pre rastuci pocet
prvkov mnoziny ., \ (.#, U .#;). Nakoniec teda musime
zistit, ¢i nerovnost 6 = 0 plati v pripade

My \(’”z u./l3) = M\ (M, Uv/”l) =
= -/”3\(eﬂ1 Ue/”z) ot @.
To je ale evidentné (pozri obr. 33), tu je s;, = S;3 = 533 = 5.
Oznacme p pocCet prvkov mnoziny 4 N M, N 4. Potom

z (16) plynie 6 = 2s*(p5, — p), a teda 6 =2 0. Tym je veta
z Glohy A —1—3 dokazana.

Obr. 33
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A=1-4

Zistite vietky realne « z intervalu (0, ), pre ktoré plati

sino (6 — sin’a) — 1 <!
sin 20t cos o =127
KOMENTAR

Uloha ptipomina staré &asy, kdy jadrem stiedoskolské
matematiky bylo feseni rovnic v§eho druhu a jejich soustav
ve vyumélkovanych ulohach, jejichz feseni vyzadovalo na-
ucenych trikd. I kdyz je uloha A—1—4 formulovana jako
nerovnost, vznikla z rovnice, v niz koeficienty jsou voleny
tak, aby vySly kofeny racionalni a aby se feSitel vyhnul
komplikacim — napf. rovnici 4. stupné, kterou by neumél
fesit. Ale snad neskodi, kdyz se v olympiadé vyskytne jedna
uhlazena uloha z dob verneovek.

Je samoziejmym napadem pouzit ,substituce” sin o = x;
tim se rovnice, ktera méla lehky goniometricky nadech, pre--
vede na ulohu algebraickou, zvlasté kdyz si vS§imneme vy-
hodné okolnosti, ze

sin 2 cos a = 2sin o cos® o0 = 2x(1 — x?).

Protoze je a€(0, i), je x€(0, 1); to ma za nasledek ne-
rovnost 2x(1 — x*) > 0, a tim uleh¢eni dalsiho postupu.

Danou nerovnici znasobime kladnym &islem 2x(1 — x?);
po upraveé vyjde

6x* — 7x* = 36x? + Tx + 6 2 0. (17)
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Zabyvejme se nejprve rovnici
6x* —7x> —=36x* + Tx + 6 =0; (18)

jeji feSeni nam umozni rozlozit polynom na levé strané
v soucin tzv. kofenovych Cinitelil.

Koeficienty pti x*, x° a x3, x jsou ¢&isla s tymiz absolutni-
mi hodnotami; rovnice (18) je tzv. poloreciprokd; vime, ze
jeji kofeny (Etyfi) jsou po dvou pfevricena &isla aZ na zna-
meni. PouZijeme znimé upravy (triku) a sdruZime &leny
takto:

(6x* + 6) + (—7x*> + 7x) — 36x* = 0. (19)

Rovnici (19) délime x* (tim neztracime Zadny kofen, nebof
rovnice (19) nema kofen x = 0); vyjde

1 1
6<x2+?>—7(x—;>—36=0.

Provedeme novou substituci
1

y=x- S ; (20)
z (20) dostaneme x?* + % = y? + 2. Po dosazeni a upravé
nabude rovnice (19) podoby:
6y> — Ty — 24 = 0.

Znamym zpsobem rozloZime levou stranu v soulin kofe-
novych ¢initeli; pak piejdeme k nerovnici
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(3y - 8)(2y +3) 2 0. (21)

Ptipominame, Ze tento postup je pfipustny, nebot jsme dfive
délili kladnym &islem x*; pomoci (20) se vratime k piivodni
neznimé x; po vynasobeni kladnym &slem x* dostaneme

(3x* —8x —3)(2x* +3x —2) 2 0.

RozloZime-li oba kvadratické trojcleny v kofenové Cinitele,
vyjde kone¢né

(x=3)0Bx+1)(x+2)@x-1)20. (22

Dva z &initeld (22) jsou tedy neziporni, dva nekladni nebo
jsou vSichni ¢tyfi nezaporni.

Pro zjednodus$eni prace se obratime ke geometrickému
znazornéni na Ciselné ose (obr. 34). Grafem nerovnic
x—320, x—3=0 jsou dvé polopfimky s poCatkem
v bodé 3; obdobné je tomu u ostatnich dvoj¢lent. Protoze
feseni mé4 padnout do intervalu (0, 1), jde o polopfimky

x+220, 3x+1=20, x—3=<0.

Ctvrta poloptimka musi byt podle pfedchoziho 2x — 1 <0.
Pro feseni tedy dostavame interval (0, 3), ktery je prinikem
intervali (0, 1) a (— o0, 3). MoZnd FeSeni jsou dana nerovni-
cemi

S i -t b Il l é

T 1 T T )4

2 -1 [0 [ 12 3

obr.3s -2 -3 % 3
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O<sina<i, t. 0<a<30°.

Obracenim postupu je tieba dokazat, Ze vSechna tato &isla
jsou skute¢né feSenim ulohy.

A-1-5

V roviné je dana piimka p a uvnitf jedné poloroviny uréené
touto primkou jsou dany dva rtizné body 4, B. Dale je dan
uhel velikosti a, kde 0° < o < 180°, a useCka velikosti d.
Uvnitf poloroviny opa¢né k poloroviné pA urcete vSechny
body C takové, ze ¥ ACB = o a Ze prunik tohoto uhlu
s pfimkou p je usecka délky d.

KOMENTAR

Snad by se mohla dat na uvazenou jina textace tlohy:
Je dan trojuhelnik ABC a piimka p jeho roviny, ktera
oddéluje body A4, C i body B, C; dale je dano kladné ¢islo d.
Sestrojte vSechny body X poloroviny pC, pro néz plati za-
roven:
(I) <xAXB = XACB;

(IT) usetka p N AAXB ma délku d.

Pokladejme tuto ulohu za podnét k tomu, abychom si
zopakovali celkem klasické schéma postupu feSeni kon-
strukéni Glohy a matematické ulohy vubec. Proni faze je
rozbor Cili analyza, v kterém se snazime odvodit nutné pod-
minky feSeni s hlavnim zamérem, abychom zachytili v§echna
feSeni; zdvérem rozboru je vysloveni hypotézy, tj. konstruk-
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¢niho predpisu, kterym se dostanou vsechna feSeni ulohy.
Druhou fazi je zkouska Cili kontrola; tou se zjisti, ktera
z moZnych teseni jsou skuteéné feSenimi ulohy. Vyskytuji-li
se v textu ulohy parametry, tj. jde-li 0 mnozinu uloh, prove-
deme jeji klasifikaci podle poctu feSeni; tato faze se tradicné
nazyva diskusi.

Obr. 35 ukazuje situaci v konstrukéni uloze A—1-5.
Uloha je polohova, ma tfi neznamé body, X, A’, B'; bod X
se sestroji jako pruasecik pfimek AA’, BB'. Polohova uloha
s dvéma neznadmymi body se fesi tak, Ze se jeden z téchto
bodii eliminuje. V naSem piipad€ pouzijeme k eliminaci bodu
B’ translace 7, ktera ma velikost d, smér (p) a smysl takovy,
ze ptevede B’ v A'. Translace 7 pievede bod B v bod D;
pritom je ziejm&€ < AA'D = X AXB = X ACB, ktery je dan.
Pro bod A’ mame tedy dvé podminky:

A€ep; XAA'D = XACB.

Bod A’ vyjde tedy jako prisecik pfimky p a oblouku a
sestrojen¢ho nad tétivou AD s obvodovym uhlem velikosti
o = ¥ ACB. K bodu A4’ pak snadno sestrojime bod B'. UZije
se inverzni translace k translaci, jez pfevadi bod B v bod D.
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Na tomto misté¢ bychom mohli ukongéit rozbor; doporu-
Cujeme vSak feSitelim, aby v rozboru, tj. ve vyhledavani
nutnych podminek, jes$té pokracovali, nebot tim si usnadni
zkousku a diskusi. Obecné;jsi pouceni zni: rozbor miZeme
ukoncit v podstaté kdekoli, ale tim zkomplikujeme zkousku.
Stru¢né: ¢im kratsi a snazsi je rozbor, tim delsi a kompliko-
vangjsi je zkouska.

Pokra¢ovanim rozboru zjistime tyto dvé dalsi nutné pod-

minky:
7

piimky AA’, BB’ musi byt riznobézné
(aby vznikl bod C);

poloptimky A’A4, B'B se nesméji protnout
(aby bod C nelezel v poloroving pA).

(23)

Je celkem ziejmé, ze bod C, ktery byl sestrojen popsanym
zpuisobem jako prisecik ptimek AA’, BB, je feSenim Glohy.

Stanovit podminky fesitelnosti je kol velmi kompliko-
vany; uloha ma totiz pét parametrii: napi. velikost uhlu,
ktery sviraji pfimky p, AB, vzdalenosti QA, OB (kde Q je
prusecik p, AB) a konecCné disla a, d. Proto diskusi omezte
na ureni maximalniho poctu feseni a na sestrojeni jednoho
pripadu, kdy tloha ma maximalni pocet feSeni.

I. Na obr. 36a je znazornéna situace, kdy AB || p. Trans-
lace 7 ma danu jen velikost (d) a smér (p); proto miZe mit
dvoji smysl. A tak dostaneme dva body D,, D,. Nad kazdou
z tétiv AD,, AD, lze sice sestrojit dva oblouky a s obvodo-
vym uhlem velikosti «, ale vZdy jen jeden lezi v polorovingé
ABp. Dostaneme tedy nejvySe &tyfi body A’, k nim &tyfi
body B’ a nejvyse &tyfi body C. (Lze viak dokazat, Ze jsou
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Obr. 36a

nejvySe dvé feSeni — viz obr. 36a; jsou to body Cj, C,.)
II. Na obr. 36b je znazornéna situace, kdy je AB k p; je
zvoleno AB 1 p a oznaCeni bodl A, B je takové, Ze plati

QA < QB (24)

Obr. 36b
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(Q je prusecik ptimek p, AB). Dostaneme opét dva body
D, D, a Ctyfi oblouky ay, a,, a3, a, nad tétivami AD,, AD,
sobvodovym uhlem velikosti . Kazdy z obloukt ay,a,,a3,a,
protne v tomto ptipadé pfimku p; dostaneme tedy osm
bodi A’, oznalenych A'; az A%, a k nim osm boda B,
az By, tj. osm dvojic A'B’. K feseni nevedou ty dvojice,
v nichz kazdy z bodu A4', B’ lezi na jiné polopfimce s po-
catkem Q a dale ty dvojice, pro které plati QB < QA’;
v obou pfipadech totiz neni splnéna druha podminka (23).
Zbyvaji tedy nejvyse Ctyfi feSeni; na obr. 36b jsou to feSeni
Cia: Cy3, Ca3, Cag

A—-1-6

Je dan Ctyistén ABCD. Je-li X libovolny bod prostoru,
ozna¢me d(X) soutet druhych mocnin viech &tyf vzdalenosti
bodu X od stén daného &tyfsténu. Dokazte, Ze minimum
funkce d(X) 1ze vyjadfit jako funkci vySek daného &tyfsténu.

Odvodte ptislusny vzorec.

KOMENTAR

I. Geometricky nazor muize fesitelim napovédét domnén-
ku, Ze funkce d(X) miiZe nabyt minima jen pro néktery bod X
v Ctyisténu ABCD. Pti dikazu této domnénky budeme hledat
ke kazdému bodu X vnéjsku Ctyfsténu ABCD bod Y ¢&tyi-
sténu ABCD tak, aby platilo d(Y) < d(X). Jestlize X nena-
lezi ¢tyfsténu ABCD, pak nenalezi aspoii jednomu z polo-
prostort ABCD, BCDA, CDAB, DABC; necht je napi.
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Obr. 37

X ¢ BCDA. Usetka AX ma pak s rovinou BCD spoleény
jediny bod Y. Ozna¢me po tad& uy, uy, uz, ug (t1, t2, 3, t)
vzdalenosti bodu X (Y) od rovin BCD, ACD, ABD, ABC.

Ziejmé je t; = 0, a proto

tly >ty (25)

Na obr. 37 je situace v roviné ¢ L ABC vedené pfimkou AX:
m je prusecnice rovin ¢, BCD, n je prusecnice rovin ¢, ABC.
Protoze Y lezi mezi body A4, X, je

Uy 2ty (26)

(bod X miZe lezet i na pfimce n). Spojime-li (25), (26) a dv&
dalsi obdobné nerovnosti, dostaneme

dX)=ui+ui+ul+ui2t+3+15+1t;=dY).
Tim je domnénka dokazéana.

II. Jako dalsi impuls by snad bylo vhodné seznamit se
s Lagrangeovymi identitami. Mizeme uvést tyto tfi tvary:

(@ + b?) (2 + B?) — (ax + bB)* = (aP — ba)* ;
(@* + b* + *)(«® + B> + 7%) — (ax + bR + ¢y)* =
= (ap — ba)* + (by — cB)* + (cx — ay)*;
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(@ +b*+c*+d*) (e + P2+ 9>+ 8% -
— (ax + b + ¢y + do)* =

= (ap — ba)* + (ay — ca)® + (ad — da)?* +

+ (by — cB)* + (b6 — dB)* + (c6 — dy)*.

Z t&chto tii specialnich pfipadd, které se jednoduSe oveéri

vypoctem, uhodnete jisté obecné znéni Lagrangeovy identity

(pro 2n proménnych):
(@+ad+..+a)oi+a3+...+a2)—

— (a10 + az0, + ... + a,0,) =

= > (a; — ajo)*.
=1, ni<j

Tato obecna formule se da dokazat napt. matematickou
indukci; pro n = 2,3 ma jednoduchy geometricky vyznam,
pokladame-li (ay, ay, ..., a,), (o5, %5, ..., ®,) za vektory dané
soufadnicemi.

IIL. Oznadime p,, p,, p3, ps Obsahy stén tetraedru ABCD,
vy, U,, U3, V4 k nim ptisluiné vysky, V objem tetraedru ABCD,
X libovolny jeho bod a uy, u,, us, u4 jeho vzdalenost od stén
tetraedru. Pak je

Pity + pauy + paus + paug = 3V. (27)
Podle Lagrangeovy identity je
(P} + p3 + p3 + pd) (Ul + u3 + u} + u3) —
— (p1uy + pauy + pauz + pauy)’ =
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= (p1tz = pat)* + (prts — paws)? + (prug — paus)® +
+ (paus — pata)® + (p2tts — patta)* + (P3a — patis)® .
(28)
Vypolteme-li z této rovnice d(X) = u} + uj + uj + ui,
vidime, Ze d(X) je minimalni pravé tehdy, jsou-li viechny
¢leny na pravé stran& rovnice (28) rovny nule. Pak je podle
(27) a (28)
9y?

- . 29
pi+p3+p3+0; (2)

d(X)

3V
Pouzijeme-li formule p; = —, dostaneme z (29)
v

1 1 1 1\7!
o=+ g+ h)

coz je zadany vzorec, ktery miiZzete na zakladé Lagrangeovy
identity odvodit samostatné,

Vhodnym tGvodem do tlohy A—1—6 je jeji rovinna va-
rianta.
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KOMENTARE

K RESENI SOUTEZNICH ULOH KATEGORIE B
1. KOLA

B-1-1

a) Dokazte, ze nasledujuca Gloha nie je riesitelna: Mame
zostrojit dve také neprazdne podmnoziny .7, 28 mnoziny £
vsetkych realnych Cisel, aby £ = o/ U 4, aby aspon jedna
z mnozin R \ o4, R\ A nebola prazdna a aby pre [ubo-
volné Cisla ae o/, a' € o/, be B, b’ € A platilo

a+des, (1)
a+be, )]
b+bes. (3)

b) Dokazte, ze ak vo formulacii ulohy a) nahradime mno-
zinu # mnozinou € vsetkych celych Cisel, potom existuje
prave jedna dvojica mnozin .o/, 4 s pozadovanymi vlast-
nostami. Najdite ju.

KOMENTAR

Text tejto Glohy, prave tak ako text ulohy B—1-3, je
dost dlhy a pomerne zloZity, je tu najlepsia prileZitost, aby
sa rieSitelia naudili pracovat s komplikovanej$imi textami.

Odporucame, aby zacali s ulohou b) a aby si ju vyslovili
uplne ,,inymi slovami* asi takto:

MnozZinu % vsetkych celych ¢isel mame rozdelit do dvoch
neprazdnych podmnozin o/, 4 tak, ze nic je .o/ = B = 6.
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Pritom sudet dvoch &isel z tej istej podmnoZiny (o7 alebo %)
ma patrit do o/; sucet dvoch cisel z r6znych podmnozin
(o4 a #8) ma patrit do 4.

V texte Ulohy sa neZiada, aby boli mnoziny o/, 4 dis-
junktné, tj. aby ,rozdelenie” € = ./ U # bol rozklad.

Druhé odporucanie riesitefom: ,Najdite jednu dvojicu
o/, 98 vyhovujicu danym podmienkam.” Bez velkej namahy
zistite, Ze podmienkam vyhovuje dvojica mnozin & (viet-
kych parnych &isel) a & (vietkych neparnych &isel). Naozaj
je

L =%, L *+EC, L +€

stcet dvoch parnych &isel je parne &islo, (1)
sucet parneho a neparneho &isla je neparne &islo, (2')

sucet dvoch neparnych &isel je parne &islo. (3)

Ak je pravdiva veta b), musi byt moZné dokazat, Ze
o N B =0, pretoze Gloha b) ma jediné riesenie o/ = &,
B =L Treti krok teda je: Dokazme nepriamo, Ze
o N B =, &ize rozdelenie na mnoZiny ./, % je rozklad
mnoziny 6.

Predpokladajme, Ze existuje celé Cislo p e .o/ N £ a zvol-
me [ubovolné &islo x € 6. Mo6zu nastat dva pripady: bud
x — pe«sf alebo x — pe A.

Ak je x — pess, je podla (1) a (2) xe.o/ N B, pretoze
x=p+(x-p)

Ak je x — pe A, je podla (2) a (3) xe .o/ N B, pretoze
x=p+(x~-p)
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Dokazali sme, ze € <A NRB, tj. €= =22,
E\ oA =6\ B =0,ato je spor s predpokladom.

Za §tvrté dokazeme, ze o = . Nech y je Tubovolné
parne &islo; pretoze y = 3y + 3y, je ye.o/ bud podla (1)
alebo podla (3) — ¢&islo 3y je totiz celé. Tym je dokazana
inklizia & < /. Miesto toho, aby sme dokazovali druhu
inklaziu of < & a z toho usudili, Ze plati rovnost & = &,
dokazeme nepriamo, Ze </ neobsahuje ziadne neparne Eislo.
Pripustme, Ze z, je neparne Cislo a Ze plati z, € .«/. Pre kazdé
neparne Cislo z plati

z=12zy+ Y, (4)

kde y je vhodné parne &islo. Z (4) plynie podla (1), Ze z € o,
tj, Lcod tj €=oA, o RB+0, o nemdze nastat, ako
sme dokazali. Tym je uloha b) rozrieSena.

Zostava tuloha a). Disjunktnost mnoZin o/, # sa dokaze
prave tak ako v Glohe b). Neexistencia takého rozkladu sa
dokaze tym istym ,trikom“, aky sme pouZili pri rieSeni
Glohy b). Nech r je Tubovolné realne &islo. Z rovnosti
r=4r + 3r plynie res/, ked jreof podla (1) aj ked
3re & podla (3). Teda je # < o/, a teda # = /. Je ale

(B+ONA=R)=>ANB+0,
o nie je mozné. Tym je rozrieSena i uloha a).

Uloha B—I—1 je dost tazka. Aj ked tvrdenia a), b) nie
su prili§ prekvapujica, ich dokaz ma svoju hodnotu a urcxte
stoji za to, aby sa uloha vyrieSila.
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B-1-2

Oznaéme pro prirozené Cislo n a pro realné Cislo x
n
flx) =3 sign(x —i).
i=0

Necht je p dané kladné Cislo. Najdéte vSechna pfirozena
&isla n takova, aby platilo

fdp) = 0.

(Poznamka. Funkce x> signx je definovana na mnozi-
né Z viech realnych &isel takto: Je-li x > 0, je signx = 1,
je-li x =0, je signx =0, je-li x <0, je signx = —1.)

KOMENTAR

Pro feSeni této ulohy by se mohl dat jediny pokyn:
sestrojovat kartézské grafy funkci. Funkce signum vnasi
do soutéze — jak uZ jsme se zminili v komentafi k pfi-
pravnym tloham — rozSifeni tematiky o schodovych funk-
cich.

Na obr. 38—40 jsou naértnuty funkce x > sign x,

x> sign x x> s{q'n (x-1) x'—l sign(x-2)
[ — 17 O [+ o
0 o 7 of 1 2
—-1I 7] B ==
Obr. 38 Obr. 39 Obr. 40
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x > sign (x — 1), x > sign (x — 2); pfitom jsme uZili tech-
niky:

® (plny krouzek)  — bod nalezi grafu;

O (prazdny krouzek) — bod nenalezi grafu.
S pomoci téchto obrazku lze snadno popsat graf funkce

x > sign (x — i), kde i je libovolné pfirozené &islo.
Na obr. 41 jsou grafy funkci fy, f; (fo je funkce sign x —

3t Ommm—
2+ Omem— @ 24 .
1T e 17 oo
o] 1 2 of 7+ 2 3
-19 ~1 Quemmao

_3 1
Obr. 41 |

viz obr. 38), tj. funkci xr>signx + sign(x — 1) a
x - sign x + sign (x — 1) + sign(x — 2). Tyto dva grafy
reprezentuji dva druhy funkeci f,: pro n liché ma tato funkce
nekone¢né mnoho nulovych bodu, pro n sudé¢ ma jediny
nulovy bod. Tuto druhou domnénku potvrzuje i funkce f;,
prvni domnénku potvrzuje graf funkce f; na obr. 42. Ma-
tematickou indukci pro suda a pro licha n se snadno dokaze
(s pomoci grafii), ze pro k = 0,1,2.3,... jsou nulové body
funkce fy;, 4+, viechna &isla otevieného intervalu (k, k + 1),
- funkce f,, ma jediny nulovy bod -- &islo k.
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4+ U
3T °
2 O
11 °
of + 2 3 4 |
- ° 5 9
Y ) 4
-3¢ 3
) 2
-4
1
Obr. 42 I

Obr. 43 0 17 2 3

Regeni ulohy je nejlépe znazornit opét grafem. Obr. 38
az 41 a prislu$na uvaha nas presvédCuji, Ze ty Casti graft
funkci fy, f1, f3, ..., které nalezeji ose x, jsou navzajem dis-
junktni a jejich sjednoceni je kladna poloosa x. Proto ke
kazdému p > 0 existuje jediné prirozené Cislo n takove,
ze f,(p) = 0; dostavame tedy funkci @:

¢: (p—n; f(p)=0).

Jeji graf je na obr. 43. Jeho popisem odpovime na otazku
ulohy.

Je-li p prirozené E&islo, je ¢(p) = 2p; neni-li p pfirozené
&islo, je o(p) = 2[p] + 1. Piitom [ | znagi funkci ,cela
cast z*.
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B-1-3

Funkce f splituje tyto podminky:

1. je definovana pravé pro vSechna realna ¢isla x = 0;

2. f(nx) = f(x) pro vSechna pfirozena na x = 0;

3. flx + 1) = f(x) pro vSechna x = 0;

4. 10) < 0;

5. pro kazdou dvojici &isel x =0, y 2 0 plati f(x) + f(y) =
2 flx +y)

a) Dokazte, e pak pro kazdou trojici pfirozenych &isel

k, 1, m plati ] ]
(k)2 +1(2)
m m

b) Ukazte na piikladg, Ze existuje funkce vyhovujici pod-
minkam (1) az (5), ktera neni identicky rovna nule v intervalu
<0, ).

KOMENTAR

Tato uloha je ukazkou problému, kdy nékolika funkénimi
rovnicemi ¢i nerovnicemi je ur€ena jista mnoZina (rodina)
funkci 2. V nasem pripadé mame dokazat, Ze kazda funkce
feZ ma jistou vlastnost (Giloha a)) a ze X\ (x—0) + 0
(aloha b)).

Doporucujeme vypustit nejprve podminky 3 az 5 a po-
uzit jen podminek 1, 2. Z podminky 2 dostaneme pro x = 1

Vne A f(n) = f(1) .*)

*) A, 2" znadi mnoZinu viech pfirozenych, resp. kladnych racional-
nich ¢isel.
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Oznatime f(1) = a a dosadime do podminky 2 n=m, -

1
x = —; vyjde
m
Yme N f( ) a.
1
Dale dosadime do podminky 2 n = I, x = —; vyjde
m’
(1 1
VimeN: f|— —
m m
neboli
Vxe2*: flx) =a. (5)

Dokazovana nerovnost z ulohy a) pak zni podle (5)

aza+a,
neboli
a<0. (6)

Kdybychom do textu tlohy k podminkam 1, 2 pfipojili (6)
misto podminek 3, 4, 5, platilo by tvrzeni z ulohy a). Zada-
nym piikladem funkce fe 2 je funkce Dirichletova §, de-
finovana takto:

. 0 Vx = 0 racionalni;
0! Xt o
1 Vx = 0 iracionalni.

Funkce ¢ spliiuje i podminky 3 az S z textu ulohy, jak se
snadno piesvédCime; pfi ovéfeni podminky 5 se proberou
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tfi pfipady: x,y racionalni, x,y iracionalni, x racionalni
a y iracionalni.

Vyjdéme pii dokazovani vlastnosti a) z podminek 3 az 5.
Podle podminky 3 je (pro x = 0) f(0) = f(1) = a. Podle
podminky 5 je (pro x =0, y = 1) 2a 2 a, tj. a 2 0. Spoji-
me-li tuto nerovnost s podminkou 4, dostaneme a = 0. Pak
ovSem plati evidentné dokazovany vztah

(e zw ()

a to dokonce se znakem rovnosti.

B-1—-4

Urcete mnozZinu vSech bodii v roving, jejichZz pravouhlé
soufadnice x, y maji tu vlastnost, Ze existuji cela Cisla m, n
takova, Ze plati

Ix—2m|+|y—2nl§1§

< |(x = 2m) + (v — 20)] + [(x = 2m) — (v = 20)]. (7)

KOMENTAR

Nejprve snad poradime feSitelim, aby si text ulohy
trochu pieformulovali: Zvolme bod se sudymi soufadnicemi .
[2m,2n] a sestrojme mnoZinu 4, viech bodi [x; y],
jejichz soufadnice splituji nerovnice (7).

Mame vysetfit sjednoceni viech mnoZzin £, ,, kdyz m, n
probihaji mnozinu vSech celych Cisel. Z této formulace je
patrno, Ze kliCem k feSeni ulohy je prozkouméani jedné
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mnoziny ,,,; ostatni z ni dostaneme pfemisténimi (jsou
s ni shodné). Za tuto vzorovou mnozinu zvolime Z, .
Nerovnice (7) pak zn&ji

X[+l =1,
|x+y|+]x—y|_2_1.

®)

Prvni nerovnice (8) ma jako graf mnoZinu .# viech bodi
v roviné, jejichZ ,,orto-vzdalenost” neboli ,,poStacka vzda-
lenost vzhledem k osam x, y od po&atku [0; 0] je rovna
nejvyse jedné. Tato mnoZina je — jak znamo — uzavieny
Stverec 2 s vrcholy [1; 0], [0; 1], [—1; 0], [0; —1].

To se dokaze napft. vySetfenim priniku hledané mnoziny
se vSemi kvadranty. Tak tieba pro tieti kvadrant plati
x £0, y <0 a prvni nerovnice (8) zni —x — y < 1. PHi-
slusny priinik je prinikem polorovin

xs0, y=0, x+yz2-1

a je to trojuhelnik vySrafovany na obr. 44.

1lo1]
\<+y 2-1

l [19] ]

01'1]

Obr. 44
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Snad by bylo vhodné pohovofit si pii této prileZitosti
o ,,postackeé” vzdalenosti, seznamit se s pojmem metrického
prostoru, ovétit, ze ,,postacka“ vzdalenost spliiuje axidmy
metrického prostoru, Ze jde tedy o model abstraktni struk-
tury. Zvlast je tfeba zddraznit, ze ,poStacka“ vzdalenost je
zavisla na urcité soustavé ortonormdlnich soufadnic, tj. pra-
vouhlych soufadnic se shodnymi jednotkovymi tseCkami
na obou osach.

Dale pokraCujeme ve vySetfovani mnozZiny &, ,, tj. grafu
soustavy nerovnic (8) Vime uz, ze £, < 2; nyni budeme
zkoumat graf druhé nerovnice (8). Jsou rizné moznosti.
Bud rozli§ime &tyfi pripady:

Lx+y=2z0Ax—-y=0;
IL x+y=0Ax—-—y=0;
. x+y=0Ax—y=0;

IV.x+y=0Ax—-—y=0;

nebo pouzijeme transformace soufadnic (otofeni o 45°
v kladném smyslu) a transformacnich rovnic

x+y —-x+y
= 5 f = . 9
SN I N ®)
Tak napt. v ptipad€ II. zni druha nerovnice (8) y = %
a hledany graf je prinik polorovin x +y =0, x — y 0,

y = 4, ktery je vyznaen na obr. 45.

Pfi druhém feSeni uzijeme opét ,postacké™ vzdalenosti,
ale vzhledem k osam x — y =0, x + y = 0. Dostaneme
uzavieny vnéjsek Ctverce
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x-y <0

0,0) [1.0]

x+y20

x+y=0\

Obr. 45

k+y+x—y21,

neboli podle (9)

=+l 2

J2

‘5—9

ktery je vyznalen na obr. 46 tlustym vytazenim hranice.
Na obr. 46 je viznafena mnoZina £, , Srafovanim; hranice

nalezi k této mnozZing.

F4-]
E1o

[_?"3

Obr. 46

o,
J

il
q
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(24

Obr. 47

Hledané sjednoceni |J#,, vytvoii jekysi ornament
m,n

v roving, ktery je zakreslen na obr. 47.

Uloha B—I—4 nevyzaduje vtip. ale poskytuje dobrou
prilezitost promluvit o ,,postacké* vzdilenosti, o metrickych
prostorech a o transformaci ortonormdlnich soutadnic.

B—-1-5

Je dany trojuholnik ABC; jeho strany maji dizky a, b, c.
Ur¢te bod trojuholnika, ktory ma minimilny sicet druhych
mocnin vzdialenosti od jeho vrcholov. Vyjadrite tento sucet
pomocou dizok stran trojuholnika.
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KOMENTAR

Aj cena tejto ulohy je skor v prilezitostiach k pouceniu,
ktoré poskytuje nez v jej vlastnom rieSeni; tu to je otazka
volby suradnic a jej vyhody a geometricka interpretacia
vysledku ziskaného vypoctom.

Zvolime ststavu ortonormalnych suradnic tak, aby vrcho-
ly trojuholnika mali siradnice A4 = [0; 0], B = [c; 0],
C = [xo; yo)- Ortonormalne suradnice volime preto, Ze
budeme pracovat so vzdialenostami. Vyhoda metody si-
radnic je v tom, Ze si nemusime v§imat, ¢i je A\ABC ostro-
uhly, pravouhly ¢ tupouhly, Ze nemusime zohladiovaf
polohu bodu M trojuholnika ABC vzhladom k vrcholom,
dokonca ani to, ¢i bod M roviny ABC patri k trojuholniku
ABC ¢i nie, vietky tieto situdcie sa odbavia jedinym vypoc-
tom.

Oznacime suradnice premenného bodu M = [x; y]; este
si uvedomime, Ze nekolinearnost bodov A4, B, C je ekviva-
lentna s podmienkou y, # 0. Vypocet budeme samozrejme
sprevadzat naértkom (obr. 48).

y
C= [x, ' Yo
b a
X
Obr. 48 AF[00] ¢ B=[c,0]

Funkcia premennych x, y, ktorej] minimum mame vyse-
trovat, je
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o =(x*+y%) + [(x = ¢ + ] + [(x — x0)* + (v = ¥0)*],
po uprave
o = 3x* + 3y® — 2xo + ¢)x — 2yoy + x5 + ya + ¢. (10)

KIacom k dalSej uprave je poziadavka, aby sa premenné
x,y vyskytovali iba v mnoho¢lenoch, ktoré su zakladmi
druhych mocnin; toto dosiahneme upravou (10):

SNENLET) SN

2 2
—(—{O—gﬁ-%+xé+yé+cz. (11)

Tato funkcia nadobudne minimum o, prave ak plati

x0+C
=0, —-—=0. 12
. y-3 (12)

Toto minimum je podla (11)

(xo +¢* 3
SR N (E

Geometricka interpretacia vysledkov (12), (13). Cisla
x = ¥(xo + ¢), ¥y =3y, su aritmetické priemery suradnic

vrcholov. AABC [x =30 + xo + ¢), y =30 + 0 + yo)];
preto je hladany bod M s minimalnym o taziskom AABC.

6o = X5+ y3 + ¢ —

Z rovnic x3 + y§ = b%, (xo — ¢)* + y& = a* vypotitame
2cxo = b? + ¢ — a®
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a dalej (xo + ¢)* = (xo — ¢)* + 4cxo =
=2b%* + 2¢* - a* — y}. (14)

Po dosadeni z (14) do (13) po Gprave dostaneme

0o = 3a* + b* + ).

B—-1-6

V rovine je dana kone¢na mnozina .# bodov, z ktorych
kazdé dva maju vzdialenost | < 1. Dokazte, ze existuje pra-
videlny osemuholnik A;4,... Ag s polomerom vpisanej
kruznice ¢ = % tak, Ze Sestuholnik, ktory je prienikom
polrovin

AgA A, N AjA, A3 N Ay A3Ay N A3 ALAs 0

N AyAsAg N AgA7Ag,
obsahuje vSetky body mnoziny ..

KOMENTAR

V suvislosti s rieSenim ulohy B—I—6 by bolo uzito¢né
zoznamit rieSitelov s elementarnymi geometrickymi pojma-
mi a vyslovit obecny problém, ktorého zvlastnym pripadom
je uloha B—I—6. Struény vyklad je v ¢lankoch L, IL, IIL

L Ak je .# konetnid mnoZina bodov (na priamke, v ro-
vine alebo v priestore), nazveme najvadsiu zo vzdialenosti
dvojic jej bodov priemerom mnoziny .#; teda

d = max XY.

X, Yedl
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Obr. 49

Podla tejto definicie ma jednobodova mnozina priemer 0,
priemer dvojbodovej mnoziny {A, B} je vzdialenost AB,
priemer trojbodovej mnoZiny {4, B, C} vrcholov trojuhol-
nika je diZka jeho najvi&ej strany atd.

Il. Ak je dana mnozina .# v rovine a ,vzorovy“ obra-
zec ¥” taky, Ze sa da zostrojif obrazec ¥, pre ktory plati
¥ >~ a V" oM, povieme, Ze obrazec ¥~ pokryva mno-
zinu .# a Ze obrazcom ¥~ se da pokryt mnozina ..

Pomocou tejto fraze sa niektoré situacie daju popisat
struénejsie. Tak napriklad obr. 49 sa da popisat vetou:
Jednotkovym S§tvorcom sa da pokryt trojuholnik o strane
dizky 1. Obrazec (Sestuholnik) x, o ktorom sa hovori v texte
tilohy B—1—6, je vysrafovany na obr. 50. Uloha B—1—-6
sa teda da formulovaf takto: Sestuholnikom x sa da pokryt
kazda kone¢na mnozina .# v rovine o priemere d < 1.

III. V prvej polovici XX. storocia vyslovil franctzsky
matematik Lebesgue (Citaj Lebeg) tzv. tabulkovy problém;
tabulkou nazyval Lebesgue rovinny obrazec, ktorym sa daju
pokryt vietky mnoziny bodov o priemere 1. Problém znie:

Ur¢it tabulku s minimalnym obsahom.
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Tento problém zatial nie je rozrieSeny. Su znime nie-
ktoré tabulky napr. tzv. Jungov kruh o polmere /3 (obsah
1,047...), jednotkovy Stvorec (obsah 1), pravidelny Sest-
uholnik o strane dizky 4./3 (obsah 0,866. . .). V poslednych
desatroCiach sa ziskali zmenSovanim pravidelného Sest-
uholnika dalSie tabulky. Minimalna tabulka doposial zo-
strojena ma obsah 0,844. . .. Pre obsah P minimalnej tabulky
mame i odhad zdola: je P > 0,825.

Po tomto vyklade mdZeme eSte raz znovu formulovat
ulohu B—I—6: mame overit, ze Sestuholnik z obr. 50 je
Lebesgueovou tabulkou.

IV. Doporucujeme Citatefom, aby najprv dokazali, ze
jednotkovy Stvorec je tabulkou. Zvolia priamku p a vSet-
kymi bodmi mnoziny ved rovnobezky s priamkou p. Vsetky
body mnoziny .# lezia v pase roviny, ktoré¢ho hranice st
priamky p; | p, p, | p. Vzdialenost priamok p;,p, sa na-
najvysie rovna 1 (ina¢ by body mnoziny .# leziace na priam-
kach py,p, mali vzdialenost vid¢siu nez 1). Ak zopakuji
tento postup pre priamku g L p, najdu pravouholnik (prie-
nik dvoch pasov roviny), ktorého strany maja dizku najvyse
rovnu 1. Tento pravouholnik sa d4 lahko zvacsit na jednot-
kovy Stvorec, ktory je tabulkou.

Teraz vpiseme do jednotkového Stvorca pravidelny osem-
uholnik (obr. 51). Ak vo vnitri jedného z vySrafovanych
trojuholnikov lezi bod X € .4 neméZe vo vnutri vySrafova-
ného trojuholnika naproti lezat ziadny bod Ye .4, pretoze
by potom bolo XY > 1. Preto sa da aspon jeden z vySrafo-
vanych trojuholnikov oddélit od $tvorca ABCD a zbyvajaci
patuholnik zostane tabulkou. Ak zopakujeme rovnaky po-
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S
D c D Z_ ¢ __
S
N L
./ s 1
7
X < / \ /7;—
A B A s B
V2
Obr. 51 Obr. 52

stup s trojuholnikmi pri vrcholoch B, D, zistime, Ze sa od
stvorca ABCD daju oddelit trojuholniky pri dvoch sused-
nych vrcholoch §tvorca a zbyvajuci Sestuholnik zostane
tabulkou.

Obsah tejto tabulky vypocitame pomocou obr. 52. Zrejme

je % + s+ % =1 (sje dizka strany pravideIného osem-
uholnika, vpisaného do jednotkového $tvorca), tj. s = /2 — 1.
Obsah jedného z oddelenych trojuholnikov je

1<\/2- 1>2=(¢2— 1P _3-242

2\ 2 4 4

Obsah tabulky teda je

~2.J2
1—2.3—-4—‘—/—= 1-(1,5-2) =/2-05=0914. ...
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KOMENTARE

K RESENI SOUTEZNICH ULOH KATEGORIE C
1. KOLA

C-I-1

Urcte vsetky Stvorciferné Cisla, z ktorych kazdé ma sa-
Casne nasledujuce vlastnosti:

a) je siétom druhych mocnin troch bezprostredne po sebe
nasledujtcich parnych prirodzenych ¢isel;

b) je delitelné &islom 28.

KOMENTAR

Hladané ¢islo ozna¢me N, potom existuje prirodzené ¢islo
n = 2 tak, ze

N =(2n—2)* + (2n)* + (2n + 2)?, (1)
Cize
N = 4(3n* + 2). (2)
Rovnica (1) dava najvyhodnejsi tvar vyjadrenia sutu
druhych mocnin troch bezprostredne po sebe nasledujtcich
parnych prirodzenych Cisel.
Podla predpokladu je N = 28N’; z (2) plynie potom
3n* +2="1N’,

urCte vSetky celé Cisla n, pre ktoré je prirodzené (islo
3n* + 2 nasobkom siedmich.
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Mnozina Cisel n, ktoré su rieSenim tejto ulohy, je zrejme
nekone¢na. Je vidiet, ze bude treba zistit, do ktorych zbyt-
kovych tried modulo 7 budu patrit hladané n; povedané
jazykom 8koly: aké zbytky pri deleni ¢islom 7 budu davat
prislusné cisla?

Odpoved na tato otazku sa najde experimentalne. Zo-
stavi sa tabulka:

n 0 1 2 3 4 5 6
Zbytkova trieda | n° O] 1[4 | 2]2]4]1
(Ty y
mod 7 ¢isla 32 0 3 5 6 6 5 3
3 +2| 2 5 0 1 1 0 5

Teda je bud n = 7k + 2 alebo n = Tk + 5, kde k je celé
Cislo. Ak je n = Tk + 2, je 3n* +2 = 3.49k* + 3.28k + 14,
tj. podla (2)

N = 28(21k* + 12k + 2). (3)

Ak je n=Tk+5, je 3%+ %=3.49> + 3.70k + 77,
tj. podla (2)
N = 28(21k? + 30k + 11). (4)

Vzorce (3) a (4) davaju vietky mozné rieSenia ulohy bez ob-
medzenia na Stvorciferné ¢isla. Naozaj, ked dosadime do (3)
alebo (4) Tubovolné celé &islo k, dostaneme nasobek &isla 28.
Iste nevadi, ak rozrieS§ime najprv tto trochu vSeobecnéjSiu
ulohu.
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Teraz uplatnime obmedzenie na Stvorciferné Cisla, tj. po-
ziadavku 1000 < N < 10000. Podla (3), (4) dostaneme
jednak sustavu nerovnosti

1 000 10000
— <21k + 12k + 2 , 5
g = + +2< % (5)

jednak ststavu nerovnosti

1 000 10000
PO 1k 4 30k 4+ 11 < —2 6
gy =2 F e < ©)

Sustavu (5) upravime na tvar

35 < 21k* + 12k + 2 < 358. (7)

Zostavime tabulku:

k ~5|—4|-3|-2|-1l0|1|[2]|3]4
(T2)

21k* + 12k + 2 467|290 155| 62 | 11| 2 | 35 |110|227| 386

Stipce —4, —3, —2 vyhovuja sice nerovnostiam (7), ale
vzorec n = 7k + 2 dava zaporné n. Dalej vyhovuja nerov-
nostiam (7) stipce 2, 3*); prisluiné hodnoty n st 16 a 23.

Sustavu (6) upravime na tvar

35 < 21k + 30k + 11 < 358. 8)

*) Pre kazdé k > 3 alebo k < —4 nie je splnena nerovnost (7) ani ne-
rovnost (8); to-vyplyva z priebehu kvadratickej funkcie.
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Zostavime opit tabulku:

k —5(—-4|-3|-2|—-1]{0 |1 |2 3|4

(T3)
21k% + 30k + 11 |386(227 {110 35| 2 | 11 | 62 [155(290|467

Stipce —4, —3 vyhovuju sice nerovnostiam (8), ale vzorec
n =Tk + 5 dava zaporné n. Dalej vyhovujii nerovnostiam (8)
stipce 1,2, 3; prislusné hodnoty n su 12, 19, 26.
Dostavame teda 5 rieSeni; su to Cisla 8 120, 4 340, 1 736,
3080 a 6 356. Vsetky tieto Cisla su delitelné ¢islom 28 a plati:
8 120 = 50% + 52 + 542,
4340 = 36 + 382 + 407,
1736 = 222 + 242 4 262,
3080 = 30% + 32% + 342,
6356 = 44% + 46% + 482,
Riesenie tlohy je ¢asove dost naro¢né; z ¢asti je deduktivne,
z Casti experimentdlne (opiera sa o zostavenie tabuliek

(Ty), (T), (Ts). Zakladnou myslienkou je najst zbytkové
triedy modulo 7, do ktorych patria hladané ¢isla n.

C-1-2

Jsou dany tii koneéné mnoziny 4, .#,, 4, pro néz plati
MMMy, = My My = My M, * (. Oznalme po Fade
D, S12, S23, S31 poCty prvkQ mnozin My N My N M,
My O My, My O My, MO M. Je-li kazdé 7 Cisel sy, 553, 531
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vetsi nez p, pak lze sestrojit trojuhelnik, jehoz strany maji
délky '

L N T 9)
S12 $23 S31
Dokazte.
KOMENTAR

Ackoli je myslenka diikazu zcela jednoducha, vyzaduje
vypocet trochu zamysleni. Je jasné, Ze je tieba dokazat, ze
Cisla (9) splituji trojuhelnikové nerovnosti; to je nutna i po-
staCujici podminka pro sestrojitelnost trojihelnika, jehoz
strany maji délky

le—i, y=1—i, z=1—L.
523 S31 S12

Dukaz lze provést v podstaté dvojim zpliisobem:
I. Dokazese,zeplati x + y >z, y+z>x,z + x > ).

1L Cisla x, ¥,z se uspotadaji, necht je napf. z = y = x;
pak stac¢i dokazat z < x + y.

Tato dvé& kritéria (postadujici podminky) pro sestrojitel-

M,

Obr. 53 1 n
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nost trojuhelnika ze tfi stran by si méli fesitelé pfi této pii-
lezitosti pfipomenout.

Zavedme oznaceni po¢tu prvki podle Vennova diagramu
na obr. 53; mnozina .#, je tu vyznalena tlustou &arou;
obdobné by se mohly vyznacit mnoziny .#,, .#;. Podle
obr. 53 plati

S12 =hy +ny +p, Sp3 =Ny +n3 +p,
S31=n3+n1+p.

Postup 1. Doporudujeme feSitelim, aby si pro formalni
zjednoduseni vypoc¢tu zavedli znaleni n; + n, = ¢,
n, +ny=a,ny+n =b Pakjea+p=n,+n;+p=
= $,3 > p, tj. a > 0 a obdobné b > 0, ¢ > 0. Dale je

S;12=C+p, S;3=a+p, ss1=b+p,
a b ¢

= —F z = .
# b+p c+p

x (10)

—3 a + p 5
Dokazme nyni nepfimo tieba nerovnost x + y > z. Pfed-
pokladejme, Ze plati x + y < z, tj. podle (10)
a b c
+ .
a+p b+p cH+p

A

Odtud dostaneme po Upravé
p*(a+ b —c) + 2pab + abc £ 0. (11)

Protoze a + b — ¢ = 2n3 2 0, 2pab > 0, abc > 0, dava (11)
spor.*)

*) Diikaz lze provést i bez zavedeni proménnych a, b, c.
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Postup I1. Zvolme oznaleni tak, Ze je n; = n, = nj. Pak
plati
zZy2x,
nebot
n
ny + n, . + n3

_n1+n2+p=n1+n3+p_

z

b

jak zjistime z nerovnosti
(ny + ny)(ny + ns + p) = (ny + n3)(ny + ny +p).
Obdobné dokazeme y = x.

Nyni sta¢i dokazat nerovnost x + y > z. Kdyby platilo
x + y < z, bylo by

n, + nj - ni + ny < ny + n;
n,+nys+p ny+n+p-n+n+p

(12)

Je-li ny + 0, dostaneme

ny + ny ny + ny ny
= > ,
ng+ny+p ng+n,+p ny+n,+p (13)
n2+n3 > n2+n3 . n,
ny,+ny+p n+ny+p ng+n,+p

Spojenim (12) a (13) vyjde

ny + n, ny + ny,
>

n+n,+p n +n,+p’
coz je spor. Je-li ny = 0, zni (12)
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ny n, ny + n,

+ < .
ng+p ny+p ng+n,+p

(14)

ProtoZe je sy3 > p, 523 > p, je ny > 0, n, > 0; z (14) pak
plyne
ny +n n n
1 2 > 1 + 2 ,
n1+n2+p n1+n2+p n1+n2+p

coZ je opét spor.

Uloha C—I—2 je pomérn& dosti obtizna, nebot Fesitelé
kategorie C nemaji zpravidla zb€hlost v praci s nerovnostmi.
Rozdil mezi postupem I. a II. je v tom, Ze v I. se zbavujeme
zlomkd, v II. s nimi pracujeme. Oba dikazy jsou nepfimé,
v obou musime vyuzit pfedpokladu s;, > p, 5,3 > p, 531 > p,
z néhoz plyne, ze nejvyse jedno z Cisel ny, n,, n3 mize byt
rovno nule (pfi postupu IL je to ns, které je nejmensi). Pi
postupu 1. nemusime $tépit nepiimy diikkaz na dva ptipady
jako pfi postupu II., kde rozeznavame piipady n; + 0
a ny = 0. Postup L je asi méné ,trikovy* nez postup IL.,
a proto pristupnéjsi.

V kazdém pripadé by si mél kazdy fesitel tlohu ,,ohmatat*
tim, Ze by si volil ¢iseln€ pocty prvki n,, n,, ns, napt. podle
obr. 54. Pfitom by zaroven hned jisté vyloucil moZnost
n, =ny = 0.

Obr. 54 v
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C-1-3

Cestovna kancelaria organizovala 4 typy tyzdennych re-
kreacii, z ktorych sa ziadne dve ¢asove neprekryvali; oznac-
me ich A4, B, C, D. Pracovnifka cestovnej kancelarie zistila:

Na rekreacie 4, B, C, D sa za radom hlasi 195, 203, 106,
329 o0s6b, pritom sa nikto nehlasi na prave tri z tychto
rekreacii. Na prave dve rekreacie sa hlasi 267 Tudi, a to na
rekreacie 4 a B 64 [udi, na rekreacie 4 a C 58 [udi, na re-
kreacie B a C 32 oso0b, na rekreacie C a D 14 0sdb a na
rekreacie B a D 51 osob. Na vsetky $tyri rekreacie sa pri-
hlasili dvaja Tudia.

Moze pracovnicka z tychto udajov zistit:

a) kolko Tudi sa prihlasilo na prave jednu z tychto re-
kreacii;

b) kolko Tudi sa celkom prihlasilo na organizované re-
kreacie?

KOMENTAR

Uloha C —I— 3 prave tak ako uloha C —I—2 ma tematiku
z tzv. modernizovanej $kolskej matematiky. Ked na jednej
strane uloha C—1—2 vedie vlastne na algebraick(, tlohu
(manipulacia s nerovnostami), uloha C—I—3 na druhe;j
strane podstatne vyuziva Vennove diagramy a tym obchadza
rieSenie sustavou linearnych rovnic, ktoré by bolo zbyto¢ne
zdihavé a Ginavné.

Ugastnici prihlaseni na jednotlivé rekreacie tvoria Styri
mnoziny .o/, A, 6,2 (oznatime ich suhlasne s rekreaciami)
a poradime riesitelom, aby si pripravili zakladni schému
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(Vennov diagram pre ich prieniky a zjednotenia napriklad
v tomto tvare (obr. 55). Ozna&enie jednotlivych oblasti &isla-
mi v dvojkovej ststave je vyvhodné a lahko zrozumitelné:

/
A B

1000 {4100 \ 0100

1010 | 1110 | 0110 | 5010 \C

1011 1 o111 | 0011

D
1001 | 1101 | oto1| 0001

Obr. 55

napr. oblast 1011 vyznacena na obr. 55 hrubou hranicou je
prienik o "B N E N2, kde £’ je mnozina doplitkkova
k 4. Udaje o poéte prvkov jednotlivych oblasti zapiSeme
podla textu do nasledujucej tabulky:

(Ta)

1000{0100{0010{0001 11001010 {1001|0110{0101|{0011|0111{1011|1101|1110{1111

64| S8 321 51 14 0 0 0 0 2

267

Podla textu je sticet Cisel v stipcoch 1100, 1010, 1001, 0110,
0101 a 0011 rovny 267, sucty vietkych &isel v stipcoch, ktoré
maju na prvom (druhom, trefom, §tvrtom) mieste jednotku,
su za radom 195, 203, 106, 329. Aj tieto zdznamy by mali
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rieitelia previest, lebo v nich je vlastne matematizacia situa-
cie danej v slovnej ulohe.

Prvym impulzom je pokyn nahradit v schéme z obr. 55
dyadické oznacenia poli ¢islami, ktoré znamenaji pocty ich
prvkov. Potom vyjde ako vysledok obr. 56. Ulohou je do-
plnit vSetky prazdne polia na obr. 56; potom budeme moct
zodpovedat vSetky mozné otazky, teda i otazky ulohy.

Poslednym impulzom méze byt pokyn, v akom poradi
sa maji polia vypliovat. M6Ze to byt napr. (podla obr. 55):

a) 0100 (2 ma 203 prvkov);
b) 1001 (vid horeni tabulku (T,));
¢) 1000 (o ma 195 prvkov);
d) 0010 (¢ ma 106 prvkov);
e) 0001 (2 ma 329 prvkov).

Takto vyplneny diagram je na obr. 57. Odpoved na obe
otazky znie: Na prave jednu rekreaciu sa prihlasilo 291 osob,
vietkych prihlasenych os6b bolo 560. Je to suéet &isel v po-
liach 1000, 0100, 0010, 0001 a sucet vsetkych Cisel vSetkych
poli.

64 - 23 (64 54
C
58| 0 | 32 58| 0 |32 |0
ol21]o0 0] 2| 0 |14
0| 51 48 | 0 | 51 |214
D
Obr. 56 Obr. 57
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Postup, ktory v predchadzajucom odporucame, sa mozno
zda byt zbytocne rozvlekly, myslime si ale, Ze je didakticky
velmi vhodny. To by sa najlepsie ukazalo, keby sme riesili
ulohu pre 7—8 mnozin; potom by bolo ale lepSie nahradit
schémy na obr. 55, 56, 57 tabulkami obdobnymi k (T,).

Cc—1-4

Je dany trojuholnik, ktorého Ziadna strana nema dizku
vacsiu nez 1. Dokazte, Ze ho mozno umiestnit do kruhu
o polomeru % ,/3.

KOMENTAR

Tato dokazova uloha patri k ulohdm o tzv. ukladaniu (La-
gerung), ktorymi sa zaobera diskrétna geometria, geometria
konvexnych utvarov i kombinatoricka geometria. Ide tu
zrejme o odhad polomeru prislu$ného kruhu.

Nepatrné experimentovanie da hypotézu, ze dokaz je
velmi jednoduchy pre tupouhly a pravouhly trojuholnik.
Jeho najdlhsia strana — oznaéme ju AB — ma dizku AB< 1
a protilahly uhol je <ACB = 90°. Vnutraj$ok kruhu ¢
zostrojeného nad priemerom AB je mnozina vSetkych bo-
dov X v rovine daného trojuholnika, pre ktoré plati

90° < xAXB = 180°,

teda je Ce A . Teraz stadi zostrojit kruh 4 o polomere
1/3 sustredny s A" Pretoze je 3./3 > % 2= 34B, je
ANABC ¢ A < A",
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Zostava vySetrit ostrouhly trojuholnik. Najva&si z jeho
uhlov ma vzdy velkost >60°; ak by bolo a < 60° A f <
< 60° A y <60° bolo by o+ f+ y < 180° a to nie je
mozné. Zvolme oznacenie tak, aby bolo « = 60° a oviem
zaroven a < 1. PouZijeme znamy vzorec

a=2rsina, (15)

kde r je polomer kruznice opisanej danému trojuholniku
ABC. Vzorec (15) vyplyva z pravouhlého trojuholnika BMS,
kde M je stred strany BC, S je stred kruZnice k opisanej
trojuholniku ABC (obr. 58). Zo vzorca (15) vyplyva

a 1 _\/3'

BT
2

2sin o

lIA

pretoze 90° > o = 60°, tj. 1 > sin«
Kruh so stredom S a polomero
trojuholnik ABC.
Hranicu §./3 pre polomer kruhu nemozno dalej znizit,

233
m 3./3 obsahuje teda

Obr. 58
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pretoze medzi vySetrované trojuholniky patri aj rovnostran-
ny trojuholnik o stran& dizky 1. Najmensi kruh, ktory tento
trojuholnik obsahuje, je kruh obmedzeny kruznicou opisa-
nou a ta ma polomer 3.7./3 = §./3.

Zamyslime sa e$te nad predchadzajucim dokazom. Za-
kladnou myslienkou bolo pouzitie kruznice opisanej troj-
uholniku a jeho nejvacsieho uhla. Na prvom mieste teda
mal byt pripad ostrouhlého trojuholnika ABC. Ak je vSak
trojuholnik ABC pravouhly alebo tupouhly, neda sa uve-
deny postup s opisanou kruZnicou pouzit a musi sa previest
uvaha, s ktorou sme zacali.

Ponuka sa eSte moznost pouZzif najmensi uhol trojuhol-
nika ABC, aby sme nemuseli §tépit dokaz na dva pripady.
Najprv nepriamo ukazeme, Zze najmensi uhol ma velkost
<60° a potom vyuzijeme obr. 59, kde oznacenie je zvolené
tak, aby y bol najmensi uhol.

PretoZe je AC £ 1, BC £ 1, lezi (vysrafovany) trojuholnik
ABC vo vyseCi CPQ, kde CP = CQ =1, £xPCQ = 60°.
Teraz staci ukazat, ze tato vyseC lezi v kruhu obmedzenom
kruznicou opisanou rovnostrannému trojuholniku CPQ;
tato kruznica ma polomer 3./3.

Obr. 59
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V tychto zdovodneniach, kde ide vlastne o konvexitu,
bude asi v rieSeni vZdy nieco intuitivne. Myslime, Ze sa s tym
mozeme uspokojit, pretoze dolezitejsia je myslienka dokazu.

C—-1-5

Dany je rovnostranny trojuholnik ABC a lubovolny jeho
vnutorny bod M. Pity kolmic zostrojené bodom M na strany
AB, BC, CA oznacte postupne P, Q, R.

Obr. 60 = )
A P vy B
a) Dokazte, ze sucet PB + QC + RA je rovny polovic-
nému obvodu trojuholnika ABC.

b) Plati vlastnost uvedena v odseku a) i pre body M le-
ziace na obvode trojuholnika ABC?

KOMENTAR

Reseni. Situace je na obr. 60. Pravdépodobné kazdy fe-
Sitel zacne pocitat s pouzitim Pythagorovy veéty na Sest
pravouhlych trojuhelniki, které vidi na obr. 60. Jakysi vtip
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je snad jedin€ ve vhodnych tpravach. Oznacime-li a délku

strany trojuhelnika ABC, dale x, y,z a x4, y;, z; délky use-

¢ek podle obr. 60, dostaneme rovnice:
x24+xi=(a—y?+i,
V4+yi=(a-zP+, (16)
22 +z1 =(a — x)* + xi.

Rozvedeme-li druhé mocniny dvojclent a seCteme-li vSechny

tfi rovnice (16), dostaneme

X+y+z=3a.

Tento postup zastava v platnosti i tehdy, kdyz nékteré
z pravouhlych trojuhelnikti degeneruji v tisecku nebo bod,
tj. kdyz bod M lezi na hranici AABC. (Napi. kdyz je
M=A4,jex=0,y=a,z=13a)

Tim jsme odpovédéli na ob¢€ otazky tlohy.

Uloha C—1-S5 poskytuje piilezitost zabyvat se podrob-
néji situaci z obr. 60. Pomoci obsahi AABM, ABCM,
ACAM odvodime pro &isla xy, yy,z; vztah

Xy + Y1+ 2 = 3a./3; (17)
v = 3a./3 je délka vysky AABC, vzorec (17) se da odvodit
také pomoci obr. 61.
Zde je
MQ = MN + NQ, MN = MP = iMT,
NQ=TU =TQ',
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Obr. 61

Cl

a tedy
MR + MQ + MP = MR + $MT + TQ' + MP =
=MR +MT+ TQ =RQ =v.

Kazdému bodu AABC je prifadéna jedina trojice nezapor-
nych &isel [xy, yy, z |, ktera splje (17) — obracené kazdé
takové trojici je pfifadén jediny bod M trojuhelniku ABC.
Tim jsou zavedeny tzv. trilinedrni soufadnice bodu M =
=[x, ¥y, 2, ], které oviem nejsou nezavislé a z nichz kazda
se pohybuje v intervalu <0, v). Tyto soufadnice lze rozsifit
na celou rovinu, pfipustime-li za né€ i €isla zaporna a cisla
Vetsi nez v.

Druha poznamka: Zkoumejme, zda a jak se da uloha
C—1-5 rozsifit na libovolny ostrouhly trojuhelnik. Rov-
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nice (16) se zméni tak, Ze se v nich misto a budou vyskytovat
po tad¢ délky stran a, b, c¢. Vysledna rovnice pak bude

bx + cy + az = ¥a* + b* + ¢?).

Tato rovnice by mohla byt vychodiskem pro zavedeni dal-
Sich soufadnic.

C-1-6

V roviné jsou dany dva rtzné body A4, D. Dale je dano
Cislo r takové, ze r > 3AD. Urdete geometrické misto prii-
seCiku uhlopricek vSech rovnoramennych lichob&znikt
s ramenem AD a s polomérem opsané kruznice r.

KOMENTAR

Jde o dost fadni konstrukéni ulohu s tematikou ,,obvodovy
Gthel“. Nad tétivou AD sestrojime kruZnici k = (S, r); body
A, D ji rozdéli na dva neshodné oblouky, zbyvajici vrcholy
B, C kazdého z hledanych lichobéznik lezi na vét§im z téch-
to obloukt; oznaéme jej o,. Na obr. 62 je nacrtnut jeden
z rovnoramennych lichobéznikit ABCD: Na zakladé vlast-

Obr. 62




Obr. 63

nosti obvodovych thli je £« ACD = ¥ ABD = w, vzhledem
k symetrii je ¥ ACD = <BDC =w, XxABD = ¥xCAB=w.

Pro trojuhelnik ADP tedy plati
y=180° —a — f = 2w,

nebot je (¢ + w) + (8 + w) = 180° (AB || CD). Bod P tedy
nalezi tomu oblouku o) kruZnice k' sestrojené nad tétivou
AD a urCenému obvodovym uhlem 2w, ktery lezi v polo-
_rovin& ADo; (obr. 63).

Kazdy bod P # A,D oblouku o} je prusefikem uhlo-
pric¢ek nékter¢ho lichobézniku ABCD vepsaného kruznici k;
tento lichob&znik se sestroji podle obr. 63. Vyjimku déla jen
stted M oblouku 0}, kdy pfislusny lichob&éznik ptejde v. pra-
vouhelnik 4B,C,D (viz obr. 63).

Hledana mnozZina pruse¢ika P (geometrické misto) je tedy
oblouk 0 bez boda 4, D, M.
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Uloha C—1—6 snad nepotiebuje pokyny k feseni, jediné
snad pokyn: ,,v§imni si uhlu < APD"“. OvSem i tento pokyn
je zbytecny, sestroji-li fesitelé — jak se slusi — nékolik
lichobézniki ABCD a bodd P a z nazoru odhadnou, ze
hledané geometrické misto je oblouk kruznice; pak je cel-
kem jasné, ze se tvrzeni bude dokazovat pomoci obvodového
uhlu. :
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KOMENTARE

K RESENI SOUTEZNICH ULOH KATEGORIE Z
1. KOLA

Z-1-1

a) Ak dosadime za n celé ¢isla do zlomkov

18n+ 13 5Sn+7 24n+ 13
1ln+ 8 12n+ 17 39n + 21°

dostaneme vzdy zlomok v zadkladnom tvare. Dokazte!

b) Plati to isté pre zlomky
2n4+7 291+ 31 79n + 25 5
19n + 15" 32n+ 41" 24n+ 7

KOMENTAR

Tato uloha je jednoduché a originalna aplikacia elemen-
tarnej Ciselnej tedrie na aritmetiku racionalnych &isel. Cast
a) aj Cast b) obsahuje po troch tlohach toho istého druhu,
ktorych presna matematicka formulacia znie:

A) pre vietky ne € plati D(18n + i3, 11n + 8) = 1;
resp.

B) pre vietky ne® su &isla 18n + 13, 11n + 8 nestdelné.

Pritom € oznaGuje mnozinu vietkych celych &isel, D(x, y)
je najvacsi spolocny delitel Cisel x, y.

Ak zostavime formulaciu A), mame uZ prvy impulz k rie-
Seniu vSetkych Siestich diel¢ich uloh.

149



Druhy impulz moze byf tento: Ak mame dokazat, ze
Vne® je D(18n + 13, 11n + 8) = 1, budeme skumat viet-
kych spolo¢nych delitelov &isel 18n + 13, 1ln + 8, a to
pre kazdé cislo n. Uvedené tvrdenie plati prave vtedy, ak
sa ukaze, ze kazdy spolo¢ny delitel je bud 1 alebo —1.

Nech teda je 6 spolo¢ny delitel Cisel 18n + 13, 11n + 8;
potom plati

18n + 13 = ba, 1ln + 8 = 6b, (1)
kde a, b su &isla z €. Z rovnic (1) vylagime n

11(18n + 13) — 18(11n + 8) = §(11a — 18b),
t. j.
143 — 144 = §(11a — 18b),
t. j.
o(11a — 18b) = —1. 2)

Predchadzajici vypocet je analyza lohy.

Teraz je treba vyuZit rovnicu (2). pretoze 11a — 18he®,
plynie z (2), ze 6 = +1, 11la — 18b = +1. Dokazali sme
teda: Vne € plati: Ak je 6 spolo¢ny delitel Cisel 18n + 13,
I1n + 8, je 6 = +1, tzn. obe Cisla su nestidelné a zlomok
M je v zakladnom tvare.
11n + 8

Podobne sa riesia dalSie dve ulohy v oddeleni af.

Analyza pri rieSeni Gloh oddelenia b) bude rovnaka. Napr.
prvy zlomok da sustavu

12n + 7 = da,

abe%. (3)
19n + 15 = 6b .
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Po vyluéeni n dostaneme

7.19 -12.15= 5(19a — 12b),
t. zn.
—47 = 6(19a — 12b).

Pretoze 47 je prvodislo, moZe byt 6 = +1, 6 = +47
a odtial plynie 19a — 12b = F47, 19a — 12b = F1. Sku-
majme teda, pre ktoré a, be € plati

19a — 12b = +1. ‘ . (4a)

Vypocet urobme skusmo: Napiseme postupnosti nasob-
kov ¢isel 12,19 a vykladame nasobky, ktoré sa liSia o 1.

Dostaneme:

12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, 120, ...
19, 38, 57, 76,95, 114, 133, ... .

Teda je
19.5-12.8=—1. (4b)

Po porovnani (4a), (4b) zvolime a = 5, b = 8 a z ktorejkolvek
rovnice (3) vypocitame n = 19. Pre n = 19 naozaj je

12.19+7 235 47.5 5

19.11+15 376 47.8 8’

12n + 7
t. J. zlomok —
197 + 15

Tym sme nashi protipriklad: nasli sme aspon jedno n
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12n + 7

(n = 19), pre ktoré nie je zlomok T zakladnom
tvare. Pre iné n oviem moze byt tento zlomok v zakladnom
12.1+7 19

tvare; napriklad pre n =1 dostaneme —— =—
19.1+15 34

a to je zlomok v zdkladnom tvare. Upozornime na rozdiel
struktury rieSenia Gloh skupin a) a b):
skupina a) skupina b)

Musime dokazaf, ze pre Musime najst aspon jedno
vetky ne € su Ccitatel a ne %, pre ktoré je Citatel
menovatel zlomku nesadel- zlomku stdelny s menova-
né Cisla telom.

Obdobne sa riesia druhé dve ulohy skupiny b).

Predchadzajice rieSenia su ,,prili§ algebraické™ pre riesi-
telov kategorie Z. Ukazeme iné primitivnejsie rieSenia, ktoré
maju v podstate ta ista logickt Struktiru. RozrieSime tretie
ulohy z oboch skupin.

Predpokladajme, ze ¢isla 24n + 13, 39n + 21 maju pre
niektoré n istého spolo¢ného delitela. Potom tento delitel
maju dvojice

39n + 21, 24n + 13

24n + 13, 15n+8 =(39n + 21) — (24n + 13),
15148,  9n+5 =(4n+13)— (151 + 8),
O + 5, 6n+3 =(15n+ 8) — (9n +5),
6n + 3, 3n+2 =(9n+5)—(6n+3),

3n + 2, = (6n + 3) — 2(3n + 2).
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Posledné dve &isla ale maju pre kazdé n len spolo¢nych
delitelov +1. Preto su ¢isla 39n + 21, 23n + 13 pre kazdé n
nesudelné.

Predpokladajme, ze Cisla 79n + 25, 24n + 7 maju pre
niektoré n istého spolo¢ného delitela. Potom tohto delitela
maju dvojice:

79n + 25, 24n + 7,

24n + 7, Tn+ 4 = (79n + 25) — 3(24n + 7),
n + 4, 3n—5=24n+7) - 3(7n + 4),
3n -5, n+14=(Tn+4)—203n-5),
n+ 14, —47 = (3n — 5) — 3(n + 14).

Posledna dve ¢isla ale maji tiez spolo¢ného delitela 47,
napr. pre n = 33. Skutocne plati:

79.334+25 2632 56.47 56
24.334+7 799  17.47 17

Nasli sme teda aspon jedno n, pre ktoré¢ nie je zlomok

79n + 25

———— v zakladnom tvare.
24n + 7

Z-1-2

Jsou dana kladna ¢isla a, b, ¢, d, pro ktera plati

a+b+c+d=1.
153



Dokazte, ze pak plati

abc + abd + acd + bed < L,

A+ ++dd<1.

KOMENTAR

Zakladni myslenka pro tyto jednoduché odhady je vy-
hledat pfislusny vyraz v rozvedeni (a + b + ¢ + d)* a odtud
odvodit pfislusnou nerovnost. K tomu nepotiebujeme znat
vzorce pro umoctiovani polynomu; mocnina se nahradi
prosté souinem:

(@+b+c+dfa+b+c+dffa+b+c+d. (5

Zname algoritmus pro nasobeni dvou mnoho¢lenti ; vtom-
to ptipadé vsak roznasobeni nebudeme provadét. Ukazeme,
7e bychom tak dostali nepfehledny sled 64 (4°) ¢lenii, co?
samo o sob¢ je kombinatoricka uvaha.

Nyni pouZijeme ,triku“; pro uastniky MO je nesporné
ziskem, kdyz se s timto ,,trikem* seznami. Budeme urcovat,
kolikrat se ve vyslednych 64 ¢lenech vyskytne napf. soucin
abc. Nevahejme sestavit tabulku, v niz bude zachyceno,
z kterého z Ciniteld (a + b + ¢ + d) soucinu (5) je vybrano q,
z kterého b, z kterého c¢. Tabulka bude vypadat asi takto:
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Cinitelé
soucin “ b ¢
abc 1 2 3
acb 1 3 2
bac 2 1 3 (6)
bca 3 1 2
cab 2 3 1
cha 3 2 1

ProtoZe nasobeni je komutativni a asociativni, dostaneme
soutin abc s koeficientem 6. Sestaveni tabulky (6) byla jedno-
ducha kombinatoricka tivaha o permutacich Sesti prvku.

Stejnou uvahu jako pro soucin abc miizeme provést i pro
soudiny abd, acd, bed; vlastné jde jen o zaménu pismen.
V souginu (5) dostaneme po roznasobeni mimo ¢leny
6abc + 6abd + 6acd + 6bcd dalsi kladné Eleny (a, b, ¢ jsou
&isla kladnd); jejich soucet oznacime k. Je tedy

(a+ b+ c+d)?=6(abc + abd + acd + bed) + k,
tj. vzhledem k podmince a + b + ¢ +d = 1

6(abc + abd + acd + bed) =1 — k < 1
a odtud
abc + abd + acd + bed < t.

Obdobng, ale jednoduseji se ziska odhad a° + b + ¢ +
+d? < 1.
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Pro uvedeni do tlohy Z —I—2 muizeme pouzit obdobnych
odhadu, napr.

Ya,b,ce R ; a+b+c=2=ab+ bc+ ca<?2,
Ya,be R a+b=1=abla® +ab + b?) <}

apod. Pfitom £, #;§ znati mnozinu viech kladnych, ne-
zapornych realnych ¢isel. Tyto tlohy lze pochopitelné for-
mulovat ve stylu tradi¢ni matematiky, napf.: pro viechna
nezaporna cisla a, b, ¢ plati: je-li a + b + ¢ = 2, pak je
ab + bc + ca < 2.

Z-1-3

Pravouhly trojahelnik ABC ma odvésny AB =4, BC = 3.
Opiste mu Ctverec APQR tak, aby vrcholy B, C lezely po
fadé na stranach PQ, QR.

a) Popiste konstrukci.
b) Vypoctéte délku AP.

KOMENTAR

Je to uloha opsat Gtvar %, (étverec APQR) danému utva-
ru %, (pravouhlému trojuhelniku ABC), ktera navazuje na
ptipravnou ulohu ,vepsat pravidelny osmithelnik danému
&tverci“. Ulohy ,,vepsat® a ,opsat* jsou v euklidovské geo-
metrii ekvivalentni: aplikujeme-li totiz vhodné podobné zo-
brazeni, pfevedeme utvar %", vepsany danému utvaru %',
v dany uatvar %, a zaroven dany utvar %) v utvar U,
opsany danému utvaru %/,. Vysvétlime tuto myslenku pfi
feseni ulohy Z—1-3.
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Budeme se zabyvat ulohou: Vepiste do ¢tverce APQR
(ponechavame oznaceni z ulohy Z—1-3) pravouhly troj-
uhelnik ABC s pfeponou AC tak, aby pomér jeho odvésen
BC: AB bylo dané¢ &islo k < 1 a aby vrcholy B, C lezely
po tadé na stranach PQ, QR.

Proniimpuls: Pro sestrojeni trojuhelniku i pro vypocet dé-
lek jeho stran postaci, budeme-li znat napt. pomér AP : BP.

Druhy impuls: Pro urCeni tohoto poméru pouzijeme dvou
podobnych trojuhelniki (obr. 66)

AAPB ~ ABQC. (7)

Jejich podobnost je zarucena shodnosti jejich vniténich ahl.
Protoze je

) BC =k.AB,
je vzhledem k (7)
BQ =k.AP. (8)
Dale je podle (8)
BP _PQ-BQ  BQ . k.AP_
AP PQ PQ AP '
i.
BP
— =1=k. 9)
AP

Je-li napt. k = 2, je BP = AP, odtud snadno sestrojime
bod B, pak i C a zkouskou — obracenim postupu — se pie-
svéd¢ime o tom, zZe sestrojeny AABC spliiuje podminky
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ulohy. Vypocet délek jeho stran z délky AP a z Cisla k se
provede pouzitim Pythagorovy véty.

Mame-li naopak opsat pravouhlému trojuhelniku ABC
¢tverec APQR, jak 7ada uloha Z—1-3, vepiSeme libovol-
nému Ctverci A'P'Q'R’ pravouhly trojuhelnik A'B'C’ tak, aby
platilo BC' = A'B' =3 a vysledny obrazec zvét§ime (zmen-
sime) a pfemistime tak, abychom dostali feSeni dané ulohy.

Vypocet délky strany AP = x je jednoduchy; pomoci
Pythagorovy véty pro AAPB dostaneme

x2
24 (=) = AB*.
¥\

17
Protoze je AB =4, vyjde EXZ =16, tj. x=
16 /17
17
Kdybychom nechtéli pouzit podobného zobrazeni, vysli

16
J17°

, Ciselné x = 3,89.

4
bychom z daného AABC; vypocetli bychom BP = —— =

J17
4. /17 4.413 16,52
2y = = = 0,97 a bod P bychom sestro-
17 17 17

jili na Thaletové polokruznici nad primérem AB tak, aby
bylo BP = 0,97.

Oddéleni a) ulohy Z—1-3 je specialnim pfipadem znamé
ulohy, kterou lze fesit pomoci véty Thaletovy. Uloha zni:

V roviné jsou dany Ctyfi riizné body K, L, M,N. Mdame
Jimi vést dvé dvojice rovnobézek tak, aby tyto CtyFi piimky
omezily tverec (obr. 64).
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Obr. 64 Obr. 65

Ndstin FeSeni: Rovnobézné posunuti (M — K) pfevede
body M, N po fadé v body M’ = K, N’, ptimky p, g v pfim-
ky p', ¢, které spolu s pfimkami r, s omezi ¢tverec s jednim
vrcholem K. Z jeho prot&jsiho vrcholu X (obr. 65) je vidét
useCku LN’ pod thlem 90°, GiseCku KN’ pod thlem 45°
Odtud vychazi konstrukce. Obdobného postupu lze pouZzit
i pfi feseni oddéleni a) Glohy Z—1—3. Neznamy vrchol Q
obr. 66) sestrojime pomoci podminek XxBQC = 90°,

Qs R
B
Obr. 66 p b )
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¥ BQA = 45°. Obtiznéjsi a méné piehledna je tu zkouska
i konstrukce nez pfi diive uvedeném feSeni.

y A o

Je dany obdiznik ABCD, pre ktory plati AB = 2BC. Uréte
geometrické miesto takych bodov X obdiznika ABCD, ze
pre obsahy trojuholnikov plati

ANABX = ABCX < ANADX .

KOMENTAR

Predpoklad AB = 2BC nedava podstatné zjednodusenie
a preto ho pri rieSeni vynechame.

Situaciu chapeme mnozinove: ak oznacime .#; mnozinu
vietkych bodov X obdiznika (pravouholnika) ABCD, pre
ktoré je AABX = ABCX a .#, mnoZzinu vietkych bodov X
obdiznika ABCD, pre ktoré je ABCX < AADX, potom
hladané ,,geometrické miesto bodov* je prienik 4% N 4,.

Pri skumani obsahov trojuholnikov samozrejme vychad-
zame zo znamej formule o polovicnom sucine strany a k nej
prislusnej vysky. Tak zistime, Ze nielen priese¢ik M uhlo-
prie¢ok obdiznika ABCD, ale aj kazdy bod X uhloprietky
BD s vynimkou bodu B patria k mnoZine .#,. Pretoze troj-
uholniky ABX, BCX maju spolocnu stranu BX a vzdiale-
nosti vrcholov 4, C od priamky BD su rovnaké (obr. 67).
Zostava dokazat, ze ziadny bod Y obdiznika ABCD leziaci
mimo priamky BD k mnozine .#; nepatri. Tu pripominame
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Obr.67 A B

dve moznosti ako sa da dokazat rovnost mnozin .#; a u
(u je uhlopriecka BD bez bodu B). Nech uz to urobime
s mnozinovym aparatom alebo bez neho, dokazujeme vlastne
dve inkluzie

uc My a M cu.

Prvt inkluziu sme uz dokazali, miesto druhej dokazujeme
tvrdenie s fiou ekvivalentné: (ABCD \ u) N .#, = (. Ziadny
bod obdlznika ABCD leziaci mimo u nepatri k mnozine ..

Nech je Y e (ABCD \ u). Ak lezi bod Y napriklad vo vnu-
trajsku polroviny BDC (obr. 68), zostrojime priesecik Z
useCky BD a usecky AY a uvazime, ze priamky AX, BC

D Cc
~ .
\\\ --//f/‘
o ,/‘<_/___C
R <l AN
obr.68 A "B
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sa pretinaji v polrovine ABC, preto ma bod Y menSiu
vzdialenost od priamky BC nez bod Z. Teda je

ABCZ > ABCY

a dalej z tejto nerovnosti

NABY= NABZ + \BYZ > \NABZ = \BCZ > ABCY.
Teda je Y¢ ..

Ina¢ je mozno ur¢it mnozinu .4 takto: ak oznacime
v, U, vzdialenosti bodu X € .4, od priamok AB, BC, potom
plati 34B.v, = 3BC . v, t.].

v, BC

v. AB’

Mnozina vSetkych bodov roviny ABC, ktorych vzdiale-
nosti od priamok AB, BC st v pomere BC : AB, je priamka
BD bez bodu B. Teda je .#, = ABCD n (priamka BD\ {B}).

Mnozinu .4, moéze urcit Citatel samostatne; je vidiet,
e to je mnozina vietkych bodov obdiznika ABCD, ktoré
lezia vo vnutrajSku polroviny oB, kde o oznacuje spolo¢nt
os useciek AB, CD.

Prienik .4, n ., je tedy vnutrajSok usecky BM (M je
priese¢ik uhloprie¢ok AC, BD).
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