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Il. Pripravné ulohy l. kola

KOMENTARE

K RESENI PRIPRAVNYCH ULOH KATEGORIE A
I. KOLA

A-P-1

Necht o/ je kone¢na mnozina s k prvky, (k > 1), necht 22
je mnozina vSech kone¢nych posloupnosti prvki z 7.
Jsou-li o, B dv& posloupnosti z 2, a = {a;,a,,...,a,}, p =
= {by, b,, ..., b,}, fekneme, Ze o je usekem B, jestlize n <m
aag=>b proi=12..,n

Necht £ je kone€na ¢ast mnoziny £ s touto vlastnosti:
ke kazdé posloupnosti o€ 2, ktera neni usekem Zzadné
posloupnosti z &, 1ze v # nalézt pravé jednu posloupnost,
ktera je isekem posloupnosti o.

Jestlize v Z je r posloupnosti, kolik existuje v £ posloup-
nosti, jeZ jsou usekem a) pravé jedné, b) alesponi jedné po-
sloupnosti z Z?

KOMENTAR

Formulace tlohy je zna¢né sloZita a budete s ni mit asi
potize. Je tieba ji vénovat dost ¢asu a absolvovat tak uzited-
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[ 24

né cviCeni v pochopeni komplikovanéjsiho matematického
textu.

Oznaéme r pocet posloupnosti mnoziny £. Doporudu-
jeme, abyste si situaci znazornili stromem napf. pro k = 2,
r = 8. Je-li o = {a, b}, zakreslime schéma

R = {aaa, aaba, aabb, ab, ba, bba, bbba, bbbb} .

Posloupnosti z £ jsou zobrazeny ve stromu vSemi ces-
tami (jsou kone&né i nekone&né, ale mnoZina je nekonecna).
Posloupnosti z # jsou zobrazeny ve stromu r koneCnymi
cestami (na obr. 2 jsou pfislusné cesty ukon&eny okrouzko-
vanymi pismeny). Na kazdé cesté lezi pravé jeden ,,okrouz-
kovany bod*; to vyplyva z vlastnosti, kterou je v textu cha-
rakterizovana mnozina Z£. Jak patrno, vyjadiovali jsme se
v pfedchazejicich vétach geometricky; doporuujeme, abyste
si stale uvédomovali korespondenci geometrickych a arit-
metickych fakta.

Zavedeme jesté jeden parametr; impuls k jeho zavedeni
vyplyne dale z rozhodnuti nalézt odpovéd na otazku b)
pomoci stromu. Oznaéime s nejvétsi pocet Clent, vyskytujici
se v posloupnostech z £, v pfikladé na obr. 2 je s = 4.

Nyni miZzeme zodpovédét bezprostiedng otazku a). Kazda
posloupnost z £ je usekem sama sebe; posloupnost aeZ
je jedinym usekem o, ktery je usekem jen jediné posloupnosti
z R (totiz o). Nebot kazdy ,,pravy“ Gsek posloupnosti o je
usekem jesté jinych posloupnosti z £, jak ukazuje vétveni
stromu. Tak napf. na obr. 2 je posloupnost bb tsekem
posloupnosti bba € &, bbba e R, bbbb e R ; naproti tomu
posloupnost bba (ktera je z #) neni usekem Zadné jiné
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a b
.
a ® @ b
2 ——A—————R-—--"-""A ————— R
3 _@ / b_*_a b a b @ b
4~a_b_a-bﬁa_b_a_ba baf \6@ \®
Obr. 2

posloupnosti z £, jak plyne z charakteristické vlastnosti
mnoziny Z.

Jadrem ulohy je otazka b). Probirejte nejprve jednotlivé
cesty (posloupnosti) z 2 a urdujte, kolik cest z 2 (posloup-
nosti z #) kazda z nich obsahuje. Pfi tomto zkoumani
rozloZime # v s skupin: v cesty (posloupnosti) jednoprv-
kové, atd. azZ v cesty s-prvkové; jejich poCty oznalime
A1y A2, ..., 4. Na obr. 2 je tento rozklad dan ,arovnémi*,
na kterych cesty z # konci; jetedy 4, = 0,4, =2, 43 =2,
Ay = 4. Pro aroven 1,2,...,s vypocitame, kolika ,body*
cesty z otazky b) prochazeji, v kolika z t&chto bodt kon&i
a v kolika pokraluji. Dostaneme tabulku (T):
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Pocet bodii Z toho

Uroveti lezicich asponi kon- r%c;no(?z(i) h
na jedné cesté covych P ¢
1 k Ay k— 2y
2 (k= Ak =k — Ak As k* — Ak — 4,

(k* — Ak — A)k =

B e A K — Ak — Aok — s

Vzhledem k s-tému fadku tabulky je

ks_llkS"l '—/{‘zks_z—...—ls_lk=is. (1)
Mimoto plati zfejmé
Al + . A =r. (2)

Ovéite si tabulku na piikladé z obr. 2; moznd, ze by
bylo vhodné sestavit nejprve tuto tabulku pro situaci z obr. 2




(k=24 =0, =23 =2, A =4, s =4), pak ji zobecnit
a jesté ovéfit pro situaci z obr. 3 (k =3, 4, =1, 4, =4,
Jy=6,5=23).

Na tomto obrazku nejsou oznaceny prvky mnoziny .o ;
ziejmétujepodle (2) r=4; + A, + Az =1+4 + 6 =11

Tabulka ma v tomto pfipadé¢ tvar:

Uroveii Celkem Kon¢i Pokracuje
1 3 1 2
2 6 4 2
3 6 6 0

Vysledny pocet posloupnosti je 3 + 6 + 6 = 15. Tabulka
situace z obr. 2 je:

Uroven Celkem Kon¢i Pokracuje
1 2 0 2
2 4 2 2
3 4 2 2
4 4 4 0

Vysledny pocet posloupnosti je 2 + 4+ 4 + 4 = 14.

Po této experimentalni pfipravé muzete zpracovat ta-




bulku (T); je to prace ryze algebraicka. Je zfejmé, Ze polet
o viech posloupnosti z otazky b) je dan soudtem wdaji
v prvnim sloupci v s fadcich tabulky (T). Je tedy

o=k+Kk +.. +k)—Lk+K+.. . +k)—... -
- s—1k9
tj.

kBt —1 k-1
=(——<—1)-1 Y, 3
: <k—1 > ‘(k—l )
kK —1
— A -1,
sl<k_1 >

1

g = m(ks."l - lllks T oees T As_lkz) +

1
+ m(il Fot Ao =) =1+ (A + o+ A—y).
Upravime pouzitim (1), (2):

L +r—/1s—1 1+r—-2
R T F
Po uprave |
k(r — 1)
TTh—1 G)

coz je vysledny vzorec. Ze vzorce (3) je patrno, Zze k — 1 déli
r — 1. Ze vzorce (3) dostaneme pro k = 2, r = 8 vysledek
o = 14 (obr. 2), pro k = 3,r = 11 vysledek ¢ = 15 (obr. 3)
jako dtive.
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A-P-2

Je dan rovnostranny trojihelnik o strané délky 1. Kazdou
stranu rozdélte na k stejnych dilt. Sestrojte vSechny usecky
rovnobéZné s prislusnymi stranami; jejich krajni body jsou
délicimi body na stranach daného trojuhelnika. Vznikne
tak sit sloZena z rovnostrannych trojuhelnikd. Urcete pocet
vSech trojuhelniki, které lze v této siti najit.

KOMENTAR

Zatneme experimentovanim. Impulsem pro fesitele by
mohlo byt nalezeni rekurentniho vzorce pro pocet s, po-
psanych trojuhelniki. Rekurentni vzorec bude mit tvar

Skv1 =S+ @,

kde ¢ je pocet trojuhelniki, které vzniknou tim, Zze pfidame
jeden pas“; na obr. 4 je k =5, k + 1 = 6 a pfidany pas
je vysSrafovan. Nové vzniklé trojuhelniky budou dvojiho
druhu:
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a) jednak ty, které vzniknou z daného trojihelnika po-
sunutim nebo stejnolehlosti s kladnou konstantou; jejich
pocet oznacime @ ; ‘

b) jednak ty, které vzniknou z daného trojuhelnika stej-
nolehlosti se zdpornou konstantou; jejich pocet oznacime ¢,.

Snadno odvodite vzorec
pr=k+1)+k+k-1)+..+1=3+1)(k+2). (4

Pti pokusech vyjadrit @, se zjisti, Ze je tfeba rozlisit k liché
a k sudé; proto je vhodné nakreslit mimo obr. 4 jesté dalsi
obrazek, napft. pro k = 6.

Je-li k liché, dostaneme

A=3(k+1)
@,=14+3+..+k= ) (k+2-20)=4k+1)>.
A=1
| (5
Je-li k sudé, dostaneme
A=1k

P, =2+4+ ... +k=2) i=4kk+2). (6

A=1

Oba vzorce (5), (6) se odvodi pomoci obrazki intuitivng;
exaktni dikaz vyzaduje opé€t matematickou indukci.

Nyni upravime rekurentni vzorce pro k liché i pro k sudé
podle (4), (5), (6).

Pro k liché je
Sk+1 =Sk+%(k+ 1)(k+2)+%(k+ 1)2,
tj.
Sevr =S + 4k + 1)k + 5) =5, + 13k + 8k + 5). (7)
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Pro k sudé dostaneme

Sevr =5 + 3k + 1) (k + 2) + 3k(k + 2),

tj.

Serr = Sk + Mk +2)(3k + 2) = 5 + 23k + 8k + 4). (8)

Dalsi impuls: rekurentni vzorec je vzhledem k odliSnosti (7)
a (8) tfeba upravit tak, aby ,krok* byl nikoli 1, ale 2, tj. je
tteba odvodit vztah mezi s, s;+, pro k liché i sudé.

Pro liché k dostaneme s pouzitim (7) a (8) pro k + 1
S+2 = Sg+1 + %(k + 3)(3k + 5) =
=5 + 4k + 1)(3k + 5) + 4k + 3)(3k + 5),
§.
Sk+2=sk+%(3k+5)(k+2) (9)

Pro sudé k dostaneme s pouzitim (8) a (7) pro k + 1 misto k:

Ser2 = Siv1 + 4k +2)(3k + 8) =
=5 + #k + 2)(3k + 2) + ik + 2)(3k + 8),
tj.
Sevz = S + 3k + 2)(3k + 5). (10)

S pot&Senim konstatujeme, Ze vzorce (9) a (10) jsou totozné;
proto miZzeme vypracovat tabulku diferenci:
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k 1 2 3 4 5 6 7

(T4)
He+2)Bk+5) |12 |22 [35 |51 [70 |92 | 117

Cisla v druhém fadku tabulky tvofi aritmetickou posloup-
nost 2. fadu, jak ukazuje schéma diferenci

12 22 35 51 70 92 117 ...
10 13 16 19 22 25 sieias
3 3 3 3 K

Protoze vime, Ze je s; = 1, s, = 5, miZeme sestavit s po-
uzitim tabulky (T,) tabulku (T,)

k 1 2 3 4 5 6 7

(T2)

Sk 1 5 13 27 48 78 | 118

(Napk. s3 = sy + dy, kde d; = 3(k + 2)(3k + 5) pro k =1,
ti.dy =12,s3 =1+ 12 =13)

Nepokladame za nutné odvozovat ze vzorce (9) a z po-
CateCnich hodnot s; = 1, s, = 5 obecné vzorce pro s;; je
to v podstaté bezduché pocitani s aritmetickymi fadami
vyssich fadu.

Pro uplnost uvadime, Ze pro k liché vyjde

se = Mk + 1) (k% + 3k — 1),
pro k sudé

s = sk(k +2)(2k + 1),
coZ je v souhlase s tabulkou (T).
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A-P--3

Ak su x, y, z vntitorné uhly v trojuholniku (tj. ich velkosti)
aak je V=tgxtgy +tgytgz + tgztgx, potom nutna
a postaCujica podmienka, aby trojuholnik bol ostrouhly,
znie: V' > 0 a aby bol tupouhly: V < 0.

KOMENTAR

Tato uloha je zalozenad na trividlnej uprave vyrazu, ak
pouzijeme vhodny trik. Azda mozno rieSitelov nechat, aby
»S1 lamali hlavu®, popripade aby sutazili o najkratSie rie-
Senie ulohy. Je cely rad rieSeni, zda sa, Ze najkratSia je
uprava, ktora dosledne vyuziva cykli¢nost. Oznaéme p =
= COS X .COS y.Cos z,potom je 2pV = 2sin x.sin y.cos z +
+ 2siny.sinz.cosx + 2sinz.sinx.cos y, tj. (vyuZijeme
trik nasobenie dvomi)

(
(

+ sin z(sin x cos y + cos x sin y) =

2pV = sin x(sin y cos z + cos y sin z) +
+

+ sin y(sin z cos x + cos z sin x)
= sin?x + sin?y + sin’ z,

pretoZe napr. siny.cosz + cosy.sinz = sin(y + z) =
= sin (t — x) = sin x. PretoZe sin® x + sin® y + sin®z > 0,
je V> 0, prave vtedy, ked je trojuholnik ostrouhly a V' < 0,
ked je tupouhly.*)

*) Pravouhly trojuholnik je vyludeny, pretoze tangenty x,y,z podla
predpokladu existuju.
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A—-P—-4
Vo vypuklom §tvoruholniku ABCD su stredy useciek 4B,
BC, CD, DA oznaCené za radom K, L, M, N. Dokazte, ze
odchylky dvojic priamok AC, BD a KM, LN su si rovné
prave vtedy, ak

2KM.LN = AC.BD.

KOMENTAR

Impulz: pretoze ide o vlastnost odchyliek, bude asi vhodné
pouzit vektorové urCenie smerov. Na obr. 5 je naértnuta
situacia.

Oznalme t=B — A, u=C — A, v=D — A. Potom
smerové vektory priamok AC, BD su vektory u, v —t
s velkostami AC, BD. Dalej je
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=A+B-A)+3C—-B)=A+t+3u—t)=

=A+3Hu+t);

M=A4+ (- A)+3C-D)=
=A+v+iu—v)=4+3u+v).

K
N
L

Priamky KM, LN teda maji smerové vektory u+ (v —t),
u+t—v=u-—(v—t)s velkostami 2KM, 2LN.

Na obr. 6 je znazornena situacia (velkosti vektorov su
pripisané v zatvorkach). Oba vyznalené uhly st zhodné
prave ked plati APQR ~ ASQP, Cize

2KM _ AC
2BD 2LN’
Cize
2KM.LN = AC.BD. (11)

Obr. 6
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Prave tak sa odvodi, Ze ¥ QPR = X PSR prave vtedy, ked
plati (11).

Myslime si, Zze impulz ,,vektorové rieSenie“, by mal stadif.
Riesenie ulohy je pekna aplikacia vektorovej algebry a za-
rovenn ukaze vyhodu vektorového aparatu proti inym me-
todam, ktoré st v podstate jeho obchadzanim.
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KOMENTARE

K RESENI PRIPRAVNYCH ULOH KATEGORIE B
I. KOLA

B-P-1
a) V oboru realnych ¢isel feste graficky soustavu nerovnic

y< —x?—2x+1 ()
y> —1+sign(x + 1).

b) Naleznéte graficky 2 N 2, kde £ je obor pravdivosti
soustavy vyrokovych forem (1) a 2 = {[x,y]eé&; x &;;
y<(x+1)?—1+sign(x + 1)]}. (&, je mnoZina viech
realnych &isel.)

¢) Je dana soustava nerovnic

y<x2—-2x+1,
, ()
y= —1 +sign(x +1).
Naleznéte 2 N %, kde Z je obor pravdivosti soustavy (2)
s realnymi proménnymi x,y a & = {[x,y]e & x &;
y=<(x+ 1) —1+sign(x + 1)}.

Poznamka: Sign x (Cti signum x) je funkce realné pro-
ménné definovana takto:

1, jelli x>0
sign x = < 0, jelli x=0
—1, jelli x<O
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KOMENTAR

Ve XXII. roéniku MO se v soutéznich tlohach vyskytlo
nékolik uloh s tematikou ,cela ¢ast“. Ve XXIII. ro¢niku
jsou ulohy, v nichz se vyskytuje jiny pfipad schodové funkce:
funkce sign (signum).

Vhodnou pripravou by bylo probrat nékolik funkci typu
sign f(x), kde f je jednoducha funkce: linearni celistva nebo
kvadraticka nebo linearni lomena. V prvnim stadiu bude
vzdy cilem sestrojit graf. Doporucujeme zakreslit vzdy do
téhoz nacrtku graf funkce f'i funkce signum f.

Na obr. 7—11 jsou nacrtnuty grafy f a sign f pro tyto funk-
ce f:

XX, Xx 41, x—3x -1,
2x

x> —x2 4+ 2x + 2, X T
X —

f
s :
1
sign f . signf !
/]
0
0 : signf ¢ ;
v 1.1 7_
Pix—>x f: x—>x+1 f:x— 3x-1
Obr. 7 Obr. 8 Obr. 9
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obr.10 | Obr. 11 i K
f | si
—_— LS/gnf'
o
— e b
|
-1
sign f |
|
[
I
2x
f: x—> -x2+2x + 2 f:)(b—>ﬂ-

Po takovéto pripravé snadno roziesite ulohy a), b), c).
V uloze a) je grafem prvni nerovnice vnitfek ¥~ paraboly p,
grafem druhé nerovnice €ast roviny £; jejich prunik je
vySrafovana plocha na obr. 12. Je tfeba upozornit na to,
7e se ma podrobné popsat utvar ¥ N £. Které body hra-
nice k nému nalezeji a které nikoli?

Obdobné se fesi Gllohy b) a ). V uloze b) sestrojime nejprve
graf funkce x — (x + 1)*> — 1 + sign (x + 1).

-2

%5\;?:2

1

1-2

Obr. 12
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Muzeme postupovat tak, jako se postupuje pii feSeni
rovnic a nerovnic s absolutnimi hodnotami: pro sestrojeni
grafu vyjadiime tuto funkci jako sjednoceni tti funkci v mno-
Zinach

Iy =(-00; -1), F,={-1}, F3=(-1;0).
Dostaneme:

xefy: x> (x+ 17 -2
xefy x(x+1P2 -1, tj. —1——1
xefy: x-(x+ 1)

Piislu§né grafy jsou na obr. 13. Vysledny graf se sklada
z obou tlusté vytazenych obloukii parabol (bez bodi A, B)
a z izolovaného bodu C = [—1; —1]. Odtud snadno od-
vodime graf nerovnice y < (x + 1)*> — 1 + sign (x + 1).
Prunik grafti z obr. 12 a 13 je na obr. 14; je ovSem tfeba
prunik pfesné popsat, zejména pokud jde o hraniéni a izo-
lované body. Uloha c) je variantou pfedchozi tlohy b),

Obr. 13
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v niz se ma vysetfit, jak se zméni graf po pfipusténi rovnitka;
to ma vliv na pfislusnost hrani¢nich bod.

B-P-2
V oboru pfirozenych &isel feste soustavu rovnic
ac —bd=p,
ad — bc =0,

kde a, b, c, d jsou neznamé a p je dané prvocislo, p > 2.

KOMENTAR

Text ulohy by mél znit radgji takto: Je dano prvocislo

p > 2. Ur&ete vSechny &tvefice pfirozenych Cisel a, b, c,d,
pro které plati

ac—bd=p,

ad — bc =0.

(1)
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Autorské feSeni pouZiva triku: prvni rovnice (1) se umocni
na druhou a leva strana se upravi pomoci druhé rovnice (1):

(ac — bd)* = a*c* + b*d* — 2abcd =
= a’c* — (bc) (ad) + b*d* — (bc) (ad) =
=a’c* — b*c® + b*d* — a*d* =
= X — b?) - d(a® — b?) =
— @ - ) ),
§.
(a+b)(a—Db)(c+d)(c—d)=p*. (2)

V souginu na levé strané (2) jsou vSichni &tyfi ¢initelé kladni.
Z druhé rovnice (1) plyne totiz

()

Ul o

a
b

Kdyby bylo napf. a < b, plynulo by z (3) ¢ <d a dale
ac < bd, coz je ve sporu s prvni rovnici (1). Je tedy a > b
apodle(3)ic>d,a—b>0,c—d>0.

Z (2) plyne, ze pravé dva ze Gty Ciniteld na levé strané
jsou rovni p; jsou to a + b a ¢ + d. Zbyvajici dva jsou
rovni 1. Je tedy

a+b=p, a—b=1,
odtud

a=¥p+1), b=ip-1). (4a)
54



Obdobné¢ vyjde
c=Hp+1), d=Xp-1). (4b)

Zkouska ukaze, ze (4a), (4b) je jediné FeSeni soustavy (1).
Je viak mozné pfirozenéjsi feSeni. V soustavé (1) jsou
Styfi neznamé a, b, c,d; piirozeny postup je vyjadfit dvé
znich — napf. ¢,d — pomoci a, b, p. Jednoduchym vypoctem
dostaneme
ap Q= bp
a? — b?’ a* — b*’

(5)

C =

Ze vzorci (5) ihned vidime, Ze je a > b a zaroved ¢ > d.
Z rovnic (5) lze dostat novou jednoduchou soustavu pro
¢, d jejich seCtenim a odectenim:

14
o d = , —d= . 6
ewdscny ¢ a+b (6)

(Také z téchto rovnic je bezprostiedn& patrné, Ze je a > b,
¢ > d.) Z rovnic (6) vyplyva, ze a — b i a + b dé&li p; pro-
tozejea—b<a+b,jea—b=1a+ b= p;odtud pak
plyne (4a) a (4b).

K rovnicim (6) viak miZeme dospét trikem jednodussim:
se¢tenim a ode¢tenim rovnic (1). Trikovost tohoto postupu
muizeme zmensit tim, Ze jej vyloZzime jako pokus zavést
misto ¢, d nové neznimé ¢ + d, ¢ — d. Ostatng rovnice (6),
at se k nim dopracujeme jakkoli, pfedstavuji nahrazeni pa-
vodni soustavy (1) s neznamymi a, b, ¢, d novou soustavou
s neznamymi a + b, a — b, ¢ + d, ¢ — d.
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Tento vyklad umoziiuje poznat podstatu Glohy; jde v pod-
staté o dva rozklady prvocisla p v sou¢in 1.p=p.1. Po
tomto rozboru by bylo vhodné roziesit zobecnénou sou-
stavu (1):

Je dano ptirozené ¢islo N > 1. Urcete vSechny Ctvefice
ptirozenych Cisel a, b, ¢, d, pro néz plati

ac —bd =N,

7
ad —bc=0. ()

Pfi feSeni soustavy (7) se budou diskutovat rozklady &isla N
v souin dvou ¢&initeld (v kazdé dvojici (a — b, a + b),
(¢ — d, ¢ + d) musi byt &isla téZe parity) a z t&chto rozkladi
dostaneme vSechna feSeni soustavy (7). Tak napf. pro
N =15 a N = 24 je postup feseni i vysledky v tabulkach.
Ptitom se vychazi z rovnic (8), které byly odvozeny ze sou-
stavy (7).
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(@a=b)(c+d =N, (a+b)(c—d=N. (8
a—bh 1 1 1 3 3 5

a+b 3 5 15 5 15 15—

c—d 5 3 1 3 1 1

c+d 15 15 15 S 5 3

N=15

a 2 3 8 4 9 | 10

b 1 2 7 1 6 5

c 10 9 8 4 3 2

d 5 6 7 1 2 1
a—>b 1 2 2 2 4 4 6 8
a+b 3 4 6 12 6 12 12 24
c—d 8 6 4 2 4 2 2 1
c+d 24 12 12 12 6 6 4 3

N =24

a 2 3 4 7 5 8 9 16

h 1 1 2 5 1 4 3 8

¢ 16 9 8 7 5 4 3 2

d 8 3 4 5 1 2 1 1
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B-P-3

V rovine st dané dva rozne body 4, D. Dalej je dané
také &islo r, Ze r > $AD. Urlte geometrické miesto priese-
¢ikov uhlopriecok vsetkych rovnoramennych lichobeZnikov
s ramenom AD a s polomerom opisanej kruZnice r.

KOMENTAR

Tato uloha je Skolska uloha z konstrukénej geometrie,
ktoru by ste mali vedet rozriesif samostatne — mozno az
na diskusiu.

Najprv treba zostrojit lubovolny bod X hladanej mno-
Ziny. Zostroji sa kruznica k zo stredom S, s polomerom
r > 34D, prechadzajuca bodmi A4, D (takéto kruZnice st
dve, simerne zdruzené podla priamky AD); AD nemdze
byt priemerom kruZnice k, pretoZe je AD < 2r (pozri obr. 15).
Lichobeznik ABCD je sumerny podla spolo¢nej osi zakladni
AB, CD, ktora prechadza stredom S. Bod C (i B) lezi teda
na tom obliku AD kruznice k, ktory lezi v polrovine ADS.

Obr. 15
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Zvolime teda bod C € k, doplnime lichobeznik ABCD a zo-
strojime bod X.

Vsimnime si obvodové uhly. Je x ACD = o, X AXD = 2ua
(je to vonkajsi uhol rovnoramenného & CDX). Toto méze
byt dal§i podnet, ktory vedie k deduktivnému vySetreniu
mnoziny vSetkych bodov X.

Zaver je: kazdy bod X hladanej mnoziny . patri teda
k obluku kruznice »x nad tetivou 4D s obvodovym uhlom
velkosti 2a, ktory lezi v polrovine ADS; k obluku » nepo-
¢itame jeho krajné body A4, D.

Uplny dokaz zaleZi vo vy3etreni, &i plati rovnost dvoch
mnozin »x = /. Pretoze inklizia .# < » bola dokazana,
staci zistit, ¢i je x < .

Obr. 16

Tuto inkluziu mézeme vysetrit pomocou obr. 16. Tu je
zakreslena kruZnice k aj oblik %, ktory obsahuje S (preco?).
Zvolime bod X € x, zostrojime polpriamky AX, DX
a ich priese¢iky C, B s kruznicou k. Pretoze je £ ACD =
= ¥XABD =1 X ASD = 1X AXD, je aj xCDX = £ ACD =
= XABD; preto je AB//CD a ABCD je rovnoramenny
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lichobeznik alebo pravouholnik. Tento druhy pripad nastane
iba pre X = S. Teda neplati ¥ = .4 MnoZina .# je obluk x
bez bodov A4, D, S.

Odporucame, aby ste si narysovali mnozinu .# aj pre
pripad, ked je sice AD < 2r, ale ked sa obe dizky malo
lisia (napr. AD = 7r).

B—-P—-4
Urcete objem Ctyfsténu, jehoz kazdé dvé protéjsi hrany

maji tutéz délku; délky hran v té€chto dvojicich jsou a, b, c.

KOMENTAR

Pfedné je tieba nakreslit nacrtek, do kterého se zapisi
délky hran pismeny a, b, c. Z tohoto nacrtku je patrné, Ze
stény &tyfsténu jsou Etyki shodné trojuhelniky (obr. 17).

Obr. 17

Dale je zcela ptirozené sestrojit patu P vySky v spusténé
z vrcholu D na rovinu ABC. Pomoci obsahu trojuhelnika
ABC a pomoci vy§ky v je totiz mozné vypocitat hledany
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objem. Patu P sestrojime tak, Ze sklopime stény ABD,
BCD, CAD kolem pfislusnych hran AB, BC, CA do ro-
viny ABC (obr. 18). Bod P je prisetikem vysek trojuhel-
nika D;D,D5; ptitom ABD;, BCD{, CAD, jsou sklopené
pobocné stény Ctyfsténu ABCD. Z obr. 18 je vidét, Ze bod P
nemusi lezet na zadné vySce AABC; kdo zna asponi trochu
teorii Ctyfsténu, ihned pozna, ze Etyfstén ABCD nemusi byt
ortocentricky, ale Ze mohou byt kazdé dvé jeho vysky mi-
mobeézné.

Odbocka: Je-li a = b = ¢, je Etyistén ABCD pravidelny,
a tudiz ortocentricky. Je otazka, zda i mimo tento pfipad
muze byt Ctyistén ABCD ortocentricky. Analytickd vivaha
zni takto: Je-li Ctyf'stén ABCD ortocentricky, je bod P orto-
centrem trojihelnika ABC; proto body P, D, lezi na vySce
v, trojuhelnika ABC; protoze je D;B = D;B, je tato vyska
osou usecky DD, a je tudiZ D;D, = D;D, neboli 2¢ = 2a.
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c Obr. 19

Vyménou pismen vyjde a = b = c¢. Jediny ortocentricky
CtyFstén mezi Etyfstény ABCD je tedy ¢tyfstén pravidelny.

Vypocet objemu ¢Ctyisténu ABCD pomoci bodu P by byl
svizelny a zdlouhavy. Proto pouZzijeme malého triku, ktery
je vlastné znam z odvozovani vzorce pro objem jehlanu.

Impuls zni: Dopliite ¢tyistén 4 BCD na trojboky hranol!
Doplnéni znazoriiuje obr. 19; je tu AD J/ BE J/CF, AC // DF,
BC //EF, AB//DE. Hranol ABCDEF lze rozdélit v jehlany
ABCD a BCFED. Ctytboky jehlan BCFED lze rozd&lit
na dva Ctyfstény

BCFED = BCED + FECD.

Oba tyto Ctyfstény maji tyZ objem, nebot maji spoleny
vrchol D a jejich prot&jsi stény jsou shodne, totiz
ABCE =~ AFEC.
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Pfitom Ctyistény ABCD a DEFC mayji tyZ objem, nebot maji
shodné podstavy (AABC =~ ADEF) a sob& rovné vysky
(vzdalenost rovin ABC, DEF). Hledany objem V je tedy
roven jedné poloviné objemu jehlanu BCFED.

Podstava jehlanu BCFED je koso¢tverec BCFE o strané
délky a (obr. 20). Jeho pobotné hrany maji délky CD =
= ED = ¢, BD = FD = b; proto pata vysky spusténé
z vrcholu D je. prusecik Q uhlopticek BF, CE. Ozna¢me
QE =QC =x, QB = QF =y, OD = z. Pythagorova véta
pak dava:

x* + 22 =¢2,

Obr. 20

Z rovnic (9) plyne
2x2=a%> +c*—-b%, 2y*=a’+b*-c?,
222 =0+ * - a*. (10)

Mimoto je
V=4xyz.
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Ozna¢me je§té (analogie s postupem pti odvozeni Heronova
vzorce) 20 = a® + b* + ¢*; pak je

x? =0 — b?, yE=0—c?, 2 =0 —a?,

a odtud

V= %\/(a—az)(a—bz)(a—cz). (11)
Vzorec (11) je oviem vysledek ziskany jen formalnim vy-
poctem.

Prodiskutujte logickou strukturu feSeni ilohy B—P—4:

Existuje-li ¢tyfstén zadanych vlastnosti, lze jej doplnit na
trojboky hranol a z n€ho lze oddélit symetricky jehlan Ctyf-
boky, jehoz podstavou je kosoétverec. Pro délky jeho tihlo-
pricek 2x, 2y a pro jeho vysku z plati rovnice (9), jejichz
feSenim jsou vzorce (10). Pravé strany t&chto vzorci musi
byt kladna &isla. To znamena, Ze ¢isla a, b, ¢ nejsou libovolna,
ale Ze pro n¢ plati

a?+b*—-c*>0, b2+c?2—a*>>0,
c2+a>-b2>0. (12)
Nerovnosti (12) vyjadtuji nutnou podminku pro existenci
Ctyfsténu uvedenych vlastnosti. Obracenim postupu se da
dokazat, ze podminka (12) je také postadujici.
Jaky je geometricky vyznam nerovnosti (12)? Nerovnost
a? + b? — ¢? > 0 plati pravé tehdy, je-li thel ¥ ACB < 90°.
To vyplyva z kosinové véty

c2=a?+ b% — 2abcosy.
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Bez pouziti kosinové véty se da tato véta dokazat napf.
pomoci vzorce pro vzdalenost dvou bodi (Pythagorovy
véty). Soustavu soufadnic zvolime podle obr. 21. Dostane-
me u® +v? =b?, (u—a)® +v* = c?; spojenim téchto dvou
rovnic vyjde

2au = a* + b* - c* >0,

tj.u>0,t. XxACB < 90°. Viechny stény daného Etyfsténu
jsou tedy ostrouhlé trojuhelniky.

y
A=[uy]

a

g X Obr. 21
C= [010] B =Ia,0_]
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KOMENTARE
K RESENI PRIPRAVNYCH ULOH KATEGORIE C
1. KOLA

C-P-1
Dokazte, ze pre vSetky kladné Cisla q, b, ¢ plati:

b(2a—c)+c(2b—a)+a(2c-b)<£+@+bc

a b c b c a

Kedy plati rovnost?
KOMENTAR

Dokazovana nerovnost patri do série kvadratickych
identit“ — rovnosti, ¢i nerovnosti — s tromi alebo viace-
rymi premennymi, kde obor pravdivosti je zvyajne mno-
zina #*, R (mnoZina vietkych kladnych, resp. nezapor-
nych realnych ¢&isel), pripadne £ (mnozina vsetkych realnych
&isel). Zda sa, Ze by bolo uZitoénejsie Studovat systematicky
tieto identity a ich obmeny, nez robit rézne Gpravy vyrazov
Casto dost bizarnych, ktoré sa v matematickej ,praxi
vyskytuji malo.

Vychodzou ulohou by mohlo byt dokazovanie nerovnosti:

Vx,y,zeR; (x2+y*+z22 —xy—yz—2zx)20. (1)

Rovnost nastane prave vtedy, ked x = y = z.

Ak oznadime V, =x?>+ > +2z2 —xy—yz—zx, je
W =(x—yP+ -2+ (z—x7>

QOdtial plynie pravdivost tvrdenia.
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Z vety (1) Tahko odvodime napr. vetu (2) (pre riesenie
nasej tlohy viak nie je nutna):

Vx,p,ze #:3(x* +y* +2°) —(x+y+2?20. (2
Rovnost nastane prave vtedy, ak x = y = z.
D4 sa lahko ukazat, ze odhadovany vyraz je prave 2V;.

Nech st a, b, ¢ tri realne Cisla rézne od nuly a ozna¢me

Vz=@+E€+c_a_b(2a—c)_c(2b—a)_a(2c—b).
c a b a b c

Po uprave

b be ¢
V2=2<a—+—c+g>—2(a+b+c)=
c a b

2ab I:(l N 1 N 1 1 N 1 N 1
= 2a U [ T —
‘N T2 ab  bc  ca

|2
Ak pouzijeme pre a > 0, b > 0, ¢ > 0 vetu (1), je 2—;— =0
abc
1

1 1
(dosadzujeme S=X =y o= >, a preto aj V; 2 0.
a C

1 1 1
Rovnost nastane prave vtedy, ked — = A =-,Cizea=b=c.
a c

C—-P-2
Ktoré Stvorciferné Cislo delitelné 36 sa da zapisat ako
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sucet tretich mocnin dvoch bezprostredne po sebe nasledu-
jucich neparnych prirodzenych Cisel?

KOMENTAR

Jeden impulz k rieSeniu by mohol byt v rozprave, ako
matematicky vyjadrit podmienky a), b), ¢) a v akom poradi
ich uplatnit:

Ak uplatnime podmienku c), zapi§eme (kazdé) hladané
¢islo vo tvare

(2n — 1> + (2n + 1)* = 16n> + 12n,

kde ne A" (A je mnoZina vietkych prirodzenych &isel). Pod-
mienku a) uplatnime pomocou nerovnosti

1000 < 16n° + 12n < 10000 .

Cislo 16n® + 12n = 4n(4n* + 3) je delitelné Styrmi; je de-
litelné Cislom 36 prave ked je delitelné deviati, Co nastane
prave ked je n delitelné tromi. (Ak je 4n* + 3 nasobok
troch, jé n nasobok troch a obratene.) Podmienka b) sa
teda uplatni tym, Ze sa n zapise vo tvare n = 3k, ke N

Matematicka formulacia tlohy C—P —2 teda znie: Naj-
dite vSetky &isla k € A pre ktoré plati

1000 < 36k(12k* + 1) < 10000. (3)

Nerovnosti (3) upravime
27,7... S k(12k* + 1) < 277,7. . .. (3)
Cislo k(12k* + 1) s rastacim k velmi rychlo rastie; zostav-

68



me tabulku (to méze byt dalii pokyn k rieSeniu, ak sa chceme
vyhnat manipulacii s nerovnostami).

k 1 2 3

k(12k* + 1) 13 98 327

Dalej nemusime tabulku zostavovaf; vzhladom k (3') je
jasné, ze vyhovujuce jeiba k = 2. Potomje n =6,2n—1 =11,
2n + 1 = 13. Naozaj Cislo

113 + 13* = 3528 = 36.98

vyhovuje vietkym trom podmienkam a), b), c).

Uloha C—P—2 sa da réznym spdsobom obmenovat,
napr.: Uréte vSetky Stvorciferné &isla delitelné Cislom 48,
ktoré st stctom tretich mocnin troch po sebe bezprostredne
nasledujucich prirodzenych &isel.

Lahko sa presved¢ime, Ze trojica musi obsahovat prave
jedno parne €islo a ze ma teda tvar

2n—1,2n,2n+1.
Stcet tretich mocnin je
12n(2n* + 1). (4)

Pretoze 2n® + 1 je neparne &islo, musi byt n nasobkom
Styroch, tj. n = 4k = a z (4) dostaneme nerovnosti

1000 < 48k(32k> + 1) < 10000

a dalej postupujeme pomocou tabulky ako v sutaznej Glohe.
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C—-P-3

Jsou dany dva rtizné body A, B a kladné ¢islo b. Urlete

geometrické misto téZist vSech trojihelnikit ABC takovych,
ze AC = b.

KOMENTAR

Nejprimitivnéjsi feSeni této Glohy se muze opirat o obr. 22.
Zde je M stfed strany AB, T tézisté trojuhelnika ABC,

Obr. 22

A /D M B
/

D bod usecky AM, pro ktery plati AD = 2DM. Protoze je
(z AACM) DT | AC, DT =3$AC, lezi bod T na kruznici k
se sttedem D a polomérem 3b. Ozna&ime .# mnoZinu vsech
t&zist T prozatim jsme dokazali inkluzi .# < k. Pokus do-
kazat obracenou inkluzi k = .# ukaze, Ze neplati; je totiz
tieba vyloudit oba prise¢iky piimky AB s kruznici k. Uvahy
o rovnosti dvou mnozin, ktera je zajisténa dvéma inkluzemi,
jsou nepostradatelné.
vySetfovat mnozinu t&€Zi§f T vSech trojuhelniki AXC, kde
X probiha polopfimku p opacnou k BA a zaroven C pro-
bih4 kruznici (4; b), s vyjimkou jejich prasetikd s pfim-
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-
kou AB. Dostaneme utvar naértnuty na obr. 23 a vyznadeny
Srafovanim. Zde ziskate cennou zkuSenost, jak v takovém
pfipadé zachazime s dvéma proménnymi: jednu z nich
(bod X) zvolime pevné a vySetfime mnoZinu .#, pro promén-
ny bod C. Pak zkonstruujeme mnoZinu .4 jeZ je sjednoce-
nim vSech mnoZin .4, kde X probiha polopfimku p.
Prim&fen&jsi je Fesit ulohu stejnolehlosti: kruznice (D; 3b)
je obrazem kruznice (4; b) ve stejnolehlosti se stiedem M
a koeficientem 3.

Obr. 23

C—P—4

Je dan obdélnik ABCD a M je jeho libovolny vnitfni nebo
hraniéni bod. Dokazte, ze plati

MA? + MC? = MB? + MD?.
Plati tato rovnost i pro body M roviny obdélnika, které

lezi v jeho vnéjsku?

KOMENTAR
Také tato loha je velmi primitivni. Situace vola po za-
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y
o-f04] ——rc=[at)
/=[]
/
/ X
A=[00] B=[a0] obr.24

vedeni soustavy ortonormalnich soufadnic (obr. 24). Pak se
vypocte podle znamého vzorce

AM?> + CM? =x>+ y* + (x —a)’ + (y — b)* =
= BM? + DM*. (5)

Je zfejmé, Ze (5) plati pro kazdy bod M roviny. Lze oviem
obejit soustavu soufadnic a vzorec pro vzdalenost dvou bodii
a pouzit jen Pythagorovy véty; upozoriiujeme vSak na to,
Ze pfi tomto postupu musime diskutovat polohu bodu M
vzhledem k bodim A4, B, C, D, Ze néktery z potfebnych pra-
vouhlych trojihelnikti mize ptejit v useCku nebo bod, prosté,
Ze feseni se stava téZkopadné. Naproti tomu pouziti vzorce
pro vzdalenost dvou bodu vyfidi vSechny mozné ptipady
naraz. V tom je cenné pouceni o ucinnosti metody soutradnic.

Dokazovana rovnost plati ov§em také pro ¢tverec ABCD,
tj. pro kazdy pravouhelnik. Zato pro rovnobéznik, ktery
neni pravouhly, véta neplati. Umistime soustavu soufadnic
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tak, aby vrcholy rovnobéZznika ABCD mély soufadnice

A=[0;0], B=[a;0], C=[a+u;c],
D = [u; c].
Vypocteme
4 = AM? + CM?* — (BM? + DM?).

Po vypocttu vyjde
4 =2au. (6)

Protoze a # 0, je 4 = 0, pravé kdyZz u = 0, tj. kdyZz bod D
lezi na ose y, tj. kdyz <xDAB = 90°.

Problém muZeme je§t€ zobecnit: miZeme formulovat
otazku, pro které &tyFuhelniky (konvexni & nekonvexni)

plati
AM?* + CM?* = BM* + DM? (7)

pro viechny body M roviny. Metoda vysetfovani je stejna:
zvolime soustavu soufadnic tak, aby pro vrcholy A4, B, C, D
Styfuhelnika platilo A = [0; 0], B =[a; 0], C =[b; c],
D = [d; e]
Z podminky (7) dostaneme
b%? + ¢* — 2bx — 2cy =
= a® + d* + e* — 2ax — 2dx — 2ey.

Porovnanim koeficientd a absolutnich ¢lentt dostaneme

b=a+d, c=e, b*+F=d"+d*+e*. (8)
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Stiedy dvojic AC a BD maji soufadnice
[ia +d), 2e],  [3b; 3]

podle (8) tedy oba stiedy splynou a &tyfihelnik ABCD je
rovnob&znik. Z posledni rovnice (8) plyne

b* =a® + d*;
protoze b=a+d a a+0, je d=0,t. xDAB = 90°,

Shrneme vysledky: Je-li ABCD rovnobéZnik, pak pro
vSechny body M jeho roviny plati 4 = konst. Tato kon-
stanta (2au) je rovna nule pravé tehdy, kdyz je rovnobéznik
ABCD pravouhly.

Tim vsak neni situace vyCerpana;zcela pfirozena je otazka,
jakych hodnot pro body M nabyva vyraz 4, je-li ABCD
¢tyfuhelnik, ktery neni rovnob&Znik. Po pfedchozich zku-
Senostech mizete uZz postupovat samostatné. Zvolite sou-
stavu soufadnic jako dfive tak, Ze 4 = [0; 0], B = [a; 0],
C = [b; c], D = [d; e] a vypottete 4:

=2a+d—b)x+2e—c)y+
+ (b + 2 —a*—d* - ?). 9)

Protoze ABCD neni rovnobéznik, nejsou oba koeficienty
pfi x, y, v (9) rovny nule. Z (9) lze vy¢&ist toto: Vyraz 4 na-
byva téz hodnoty k (libovoln& zvolené) pro nekone&n& mnoho
bodii [x; y], jejichz soufadnice splituji rovnici 4 =k, tj.
které vyplituji pfimku o rovnici 4 = k. Mohlo by se zjisto-
vat, jakou polohu ma tato pfimka (resp. osnova pfimek pti
proménném k) vzhledem k bodim 4, B, C, D apod.
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Zkoumani vyzaduje hlavné tii poznatky analytické geo-
metrie. Jsou to: vzorec pro vzdalenost dvou bodi, soufadnice
sttedu Gsecky a rovnice pfimky. Tim tyto pfipojené ulohy
uZ znaéné vybocuji z naplné€ osnovy pro prvni ro¢nik, ale
poskytuji pé€kny pfiklad problémové situace pro star$i olym-
pioniky.
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KOMENTARE
K RESENI PRIPRAVNYCH ULOH KATEGORIE Z
I. KOLA

f=F=l

Sachovy krouZek uspotadal turnaj, v ndmz kazdy z ka-
maradu, Jirka, Karel, Tonda, obsadil pravé jedno z prvnich
tfi mist. UrCete pofadi chlapct v Sachovém turnaji, vite-li,
Ze z vyroku

a) Jirka je tieti,

b) Tonda neni druhy,

c) Karel neni tfeti,
je pravé jeden pravdivy.

KOMENTAR

Uloha dava prileZitost k procviovani negaci vyroki a je-
jich pravdivostnich hodnot, i kdyZ neni tieba o nich expli-
citn& hovotit. Reeni bude asi v kazdém ptipadé experimen-
talni. Jedna moZnost je vypsat vSechny permutace tfi prvkt
J (Jirka), K (Karel), T (Tonda) a vybrat z nich ty, které
vyhovuji podmince. Toto je metoda dosti primitivni, ale
vede spolehlivé k cili. Pfitom musime prozkoumat jen 3! =6
permutaci.

Této metody se da zcela dobfe pouzit i pfi Etyfech prvcich;
podet permutaci je pak 4! = 24. Casové naroénéjsi je zkou-
mani viech permutaci 5 prvki, kterych je 5! = 120. Na V. me-
zinarodni matematické olympiadé v Polsku v r. 1963 byla
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dana tloha tohoto druhu; jeji experimentalni feSeni trvalo
jen asi 35 minut a bylo krat$i i jednodussi neZ feSeni, které
pouzivalo pomocné véty z kombinatoriky.

Vratme se k nasi uloze. Sest moznych permutaci (potadi)
tfi kamarada bylo:

1. JKT, 2. JTK, 3. KJT, 4. KTJ, 5. TIK, 6. TKJ.
Pro permutace 1 a 3 jsou pravdivé vyroky b, ¢, proto nejsou
feSenim ulohy. Pro permutaci 2 jsou nepravdivé vSechny
tfi vyroky a, b, ¢, pro permutaci 4 jsou pravdivé vyroky a, c,
pro permutaci 5 je pravdivy jen vyrok b, pro permutaci 6
jsou pravdivé viechny tfi vyroky a, b, c. ReSeni je tedy jediné:
je to permutace 5.

Jiné experimentalni FeSeni vychazi z pravdivosti ¢i ne-
pravdivosti vyroki a, b, c; z nich se sestroji Zddana permu-
tace. Pfi tomto postupu lze pouzit tabulku:

Ptitom p (n) znadi pravdivost (nepravdivost) pfislu$ného
vyroku.

Jsou tedy mozné tfi ptipady, charakterizované tfemi
sloupci tabulky (1). Pfipomefime je§t€, Ze je-li vyrok ne-
pravdivy, je jeho negace (popfeni) pravdiva, a Ze jen jediny
z vyroki a, b, ¢ je pravdivy. Tfi moZné piipady pak zapi§eme
slovné:
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I. Jirka je tieti. I1. Jirka neni tFeti. III. Jirka neni tfeti.
Tonda je druhy. Tonda neni druhy. Tonda je druhy.
Karel je tfeti. Karel je tieti. Karel neni treti.

Pripad I je nemozny (Jirka 1 Karcl nemuze byt tieti). Také
ptipad III je nemozny (Jirka i Karel by museli byt prvni).
Zbyva jen piipad II, ktery vede k poradi TJK jako pfi
prvnim zpusobu feseni.

Varianta tlohy pro ¢tyfprvkovou mnoZzinu je tato: Z cifer
1, 2, 3, 4 ma byt sestaveno Ctyfciferné Cislo tak, aby

a) pravé dvé cifry staly na mist&, které udavaji (napk. 2
na druhém misté zleva);

b) byly pravé tii dvojice, kde by vétsi z &isel 1, 2, 3, 4 stalo
pied mensim (napf. 3 pted 1).

Prozkoumanim viech 24 permutaci v mnozin& {1,2, 3,4}
zjistime, Ze podmince a) vyhovuje jen Sest permutaci

1243, 1324, 1432, 2134, 3214, 4231.
Poéty dvojic, v nichZ je vétsi ¢islo pfed mensim, jsou po fadeé
, 1, 3 1, 3, 5.

Regenim jsou tedy &isla 1432 a 3214.

7Z-P-2

RuciCky hodin ukazuji ptesné 12 hodin. Oto¢ime velkou
rui¢kou stokrat po sto stupnich. Kolik hodin pak budou
hodiny ukazovat? Udejte s piesnosti na minutu.
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KOMENTAR

Tato uloha je jednak $kolskym cvitenim na tzv. ptevody
mér thlovych na miry ¢asové, jednak cvienim na rozsifeni

algoritmu ,,déleni se zbytkem“ ¢ili méteni na rozklad dan¢ho
Cisla vzhledem k nékolika délitelam.

Ptedpokladame, Ze otadeni velkou rucickou neprovadi
ni¢itel hodinovych stroji, tj. Ze se otaceni déje ve smyslu
pohybu hodinovych rudi€ek. Oto¢i se o 100.100° tj.
o 10000 thlovych stupiit. Jedné ¢asové minuté je na cifer-
niku hodin pfitadén thel 6°; provedenému otoceni je tedy
pfifadén &as £. 10000 = 1 667 Easovych minut, tj. 27 hodin
47 minut, nebot 1667 = 27.60 + 47. Je tedy

10000° — 1 den + 3 hodiny + 47 minut . (1)

Hodiny budou ukazovat 3"47™" (s presnosti na jednu
minutu).

Domnivame se, Ze by se v8ak méla fesit téz uloha obecna
(otogeni o n stupiiii) a m&l by se sestavit vzorec

n = 8 640a + 360b + 6¢ + z, (2)

kde a, b, ¢ jsou nezaporna &isla, b < 24, ¢ < 60, a z je celé
takové Cislo, Ze plati

lz2| < 3. (3)
Pritom a znaci pocet dni, b pocet hodin, ¢ poCet minut.
Vzorce (2) uzijeme takto: &islo n délime &islem 8 640 a vyjde

pocet dni a. Zbytek tohoto déleni délime dale &islem 360
a vyjde pocet hodin b. Zbytek druhého déleni d&lime Cis-
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lem 6, ale tak, aby novy zbytek mél absolutni hodnotu mensi
nez 3; tak vyjde pocet minut.
V naSem pfipadé:

10000 = 8640. 1 + 1360,
1360 = 360. 3+ 280,
280 = 6.47 — 2.

Obdobné vzorce lze konstruovat napf. pfi prevadéni hodin
na hodiny, dny, tydny, mé&sice apod. Pozménéné ,,déleni,
kde absolutni hodnota zbytku je nejvySe rovna poloving
délitele, se da dobfe vysvétlit pomoci Eiselné osy (obr. 25),
napft.

17=6.3-1, |-1] <3$.3. (4)

Z—-P-3
Pravidelny osemuholnik ma byt vpisany do §tvorca s jed-
notkovou stranou.

a) Popiste konstrukciu.
b) Vypotitajte dizku strany osemuholnika.
¢) Vypotitajte dizky vietkych uhloprie¢ok osemuholnika.
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KOMENTAR

Formulacia ,,vpisat pravidelny osemuholnik do §tvorca“
nie je jednozna¢na; malo by sa diskutovat o jej interpretacii.
Obdobna formulacia ,,vpisat trojuholnik do kruZnice* zna-
mena, Zze kazdy vrchol trojuholnika leZi na kruznici, obdobné
v nasej ulohe budeme pozadovat, aby vsetkych osem vrcho-
lov pravidelného osemuholnika leZzalo na hranici $tvorca
ABCD (obr. 26). Osemuholnik vznikne oddelenim vysrafo-
vanych trojuholnikov od §tvorca ABCD.

Z obr. 26 mdzeme lahko odvodit konstrukciu, ak si po-
v§imneme, 7Ze X KSA = X ASL = 22°30'; pritom je S stred
$tvorca ABCD. Dalsia konstrukcia podla obr. 27; tu st oba
vysrafované trojuholniky zhodné (pre¢o?). Ak osemuholnik
doplnime v tieto $tyri trojuholniky, ktoré leZia mimo $tvorca,
vznikne novy §tvorec A'B'C’'D’, zhodny s pévodnym. Aj ked
nepoznate zo $kolskej geometrie otocenie okolo streda, mo-
zete [ahko ,,objavit™, Ze Stvorec A'B’C’'D’ vznikne zo §tvorca

CI

A N,
/ AN
D< ,43 ;Ef
\ | /
\\ // /’
N /
A | /
A \\ ! A
N/ B
1
Obr. 26 Obr. 27 A
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ABCD oto€enim o uhol velkosti 45° v kladnom zmysle
okolo stredu S (S je stred §tvorca ABCD). Tento $tvorec
A'B'C'D’ sa da Tahko zostrojit, pri jeho konStrukcii zaleZi
velmi na presnosti rysovania, tak ako pri prvom sposobe.
Da sa povedat, ze kontrola zistenim zhodnosti vSetkych
stran a vSetkych uhlov vysledného osemuholnika je naroc-
nou sktikou presného rysovania. Za jednotku dizky volime
asi 6 cm.

Druha a tretia ¢ast ulohy je cviCenim na pouzitie Pytha-
gorovej vety a na vypoéty s odmocninami. Vypocty sa sice
daji previest uplne numericky, ale bolo by velmi cenné
porovnat eleganciu a presnost ,algebraického postupu®
s tazkopadnostou bezduchého numerického vypoctu.

R Q@
N
2%A
\ U [
\ | /

\ i '
\\!//
Y
\ \ xf Obr. 28
M

Pre vypoget dizky strany pouzijeme obr. 28. Dizku strany
osemuholnika oznadime x; potom je

KL =LM = MN = x, AL=BM=%,

teda

X X
+Xx +

MR R ©
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g.
X x=1, xJ24x=1, x2+1)=
‘\/2 xX=1, — %o -

1

RETS

(6)

V predchadzajicich vypodtoch mdzeme pracovat's /2 ako
s parametrom r; prevadzat algebraické Upravy a pouzivat

2 2\/2

pri nich stale vztah r* =2 (napr. je ﬁ —==/2).

Vzorec (6) je nepohodiny, pretoZe v jeho menovateli nie je
celé &islo. Preto prevedieme znamu upravu (tzv. rozsirenie)

1 _ r—1 r—1
r+1 (r +1)(r—1) 21

X =

‘/2 S=y2-1.

Az teraz dosadime napr. /2 = 1,414 a vyjde
x = 0,414.

Numericky vypocet by vysiel od vycislenej rovnice

=1

1414 1 1a1a

a dospel by k rovnici

3414x = 1,414
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a odtial by sa po neprijemnom pocitani ur¢ilo x numericky.
Dizky uhloprieSok MP, MQ, MR (kazda ina uhloprietka

pravidelného osemuholnika je zhodna s niektorou z nich)

vypocitame pomocou Pythagorovej vety. Vyjde

x\ [x :
MP* = (75) + (:/3 + x) = x*2 + 4/2),
MQ =1,
MR?* =1+ x*.
Po tprave (dosadenie za x zo (7)) dostaneme
MP*=2- 2, MR*=4-2/2.

Ak sem dosadime \/2 = 1,414, m6zeme pomocou tabulky
druhych mocnin vypocitat MP a MR.

Ako cvi¢nu ulohu odporucame ,,vpisat do jednotkového
pravidelného $estuholnika pravidelny dvanastuholnik® a vy-
pogitat dizku jeho strany (obr. 29). Pri konstrukcii pouzijeme
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ta skuteCnost, Ze ¥ PSB = ¥BSQ = 15° alebo otolime
dany jednotkovy pravidelny Sestuholnik okolo jeho stredu S
o 30°. Pri vypocte postupujeme takto: Oznacime PQ = x,

pretofe ¥ PQB = 30°, ¥SBQ = 60°, j¢ BQ = % Zo
vztahu BQ + QR + RC =1 plynie

Cize

QOdtial vypocitame
x=2./3-3=0464. (8)

Tiez v tejto cvitnej tlohe je vhodné nahradit /3 para-
metrom r. Vypocet ma potom tito podobu:

X X
-+-+x=1,
r r

2
x+rx=1

¥

R+r)x=r,
n2—r)
+r@2-71)

2

2r —r
x = 4 — r2 : (9)
Ak sem dosadime r = (/3 a r? = 3, vyjde (8). Stoji azda
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za pozornost, Ze pri dosadeni r = /2, r* = 2 do (9) vyjde (7).
To naznaduje, Ze vzorec (9) mé obecnejiu platnost. Ulohou
zostava vypoet dizok uhloprie¢ok dvanastuholnika. Pri zo-
bectiovani ulohy sa uplatni miesto Pythagorovej vety jej
zobecnenie — kosinova veta.

Z—P—4

Jsou dany dv& kruZnice ky(Sy; ry), kao(S,; r2), které se
protinaji v bodé Q, ptiCemz je ry + r,, £S:0S, = 90°. Dale
je dano kladné ¢islo d. Bodem Q vedte pfimku tak, aby na
ni kruZnice ky, k, vytaly dvé nepfekryvajici se tétivy, jejichz
délky maji soucet d. Provedte diskusi feSeni ulohy.

KOMENTAR

Uloha Z—P—4 otvira tematiku ortogonalnich kruZnic:
ptimka QS; (QS,) se v bodé Q dotyka kruznice k, (k,);
protoze je QS; L QS,, protinaji se kruznice k4, k, v bod€ Q
ortogonalng (obr. 30).
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Do postupu feseni ulohy vnikneme upozornénim na sku-
te¢nost, ze Py P, = 3d (Py, P, jsou paty kolmic spuiténych
z bodi S,, S, na ptimku m). Pfimka n vedena bodem S,
rovnob&zng s piimkou m (pfedpokladame r, > r,) protne
useCku S,P; v bodé R. Pravouhly trojuhelnik S;S,R ma
pfeponu délky ¢ = S,S, a odv&snu délky S,R = id; maze
se oviem redukovat na Gsetku S,S,, je-li S;S, = 3d. Z pra-
vouhlého trojihelnika S,S,Q plyne

=r+nr. (10)

Body Q, R lezi na polokruznici » sestrojené nad primérem
S:S,. Trojuhelnik S,S,R udava smér (S,R) ptimky m. To
je druhy pokyn pro feseni tlohy.

Diskuse je pomérné obtizna. Je tfeba zajistit sestrojitel-
nost bodu R; podminkou pro to je vztah 4d < S,S,, neboli
podle (10)

d* S 4r1 + rd). (11)

Dale je tieba uplatnit podminku, Ze obé tétivy 0,0 a Q0,0
se nepfekryvaji. Zde asi budou fesitelé zkouset a k vysledku
dojdou cestou vzdy trochu intuitivni, nebot jde o otazku
uspofadani. Pravd&épodobné zkousenim objevi (nutnou a po-
stalujici) podminku 3d = r, neboli

dz=2r,. (12)
To vyplyne ze sledovani polohy bodu R na obloucich S,0Q,
S,0 polokruznice ». Spojenim podminky r; > r, s podmin-

kami (11) a (12) dostaneme tzv. podminku fesitelnosti v sou-
¢asné platnosti nerovnosti
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rn>ry,  d22r,,  d2S 4 +r3).
Délka d tedy naleZi intervalu
2r, £d <2 Jr? + 1.
Zbyva vysettit ptipad ry = r, (i kdyZ ho znéni textu ulohy

vylutuje). Vzhledem k choulostivé diskusi by bylo asi nej-
vyhodnég;jsi fesit tlohu metodou soufadnic.
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