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VI. Správa о XV. medzinárodnej matematickej
olympiádě

1. ORGANIZÁCIA A PRIEBEH SÚŤAŽE

Pri odchode z Varšavy po skončení XIV. MMO určíte
ani jeden z jej účastníkov netušil, že o rok povedú cesty
matematických nádejí do hlavného města ZSSR —

Moskvy, ktorá bola dejiskom MMO už v rokoch 1964
a 1968. Sovietski súdruhovia sa totiž podujali na nelahkú
úlohu usporiadania XV. MMO až na sklonku roku 1972,
keď sa ukázalo, že ani jedna z krajin prichádzajúcich do
úvahy organizáciu MMO pre rok 1973 nepřipravuje. O to
viac překvapuje, že XV. MMO, ktorá sa konala 5. —16. 7.
1973 sa zúčastnil rekordný počet družstiev — 16: Rakúsko
(A), Bulharsko (BG), Kuba (C), ČSSR (CS), NDR (D),
Francúzsko (F), Velká Británia (GB), Madarsko (H),
Mongolsko (M), Holandsko (NL), Polsko (PL), Rumunsko
(R), Švédsko (S), Finsko (SF), ZSSR (SU) a Juhoslávia
(YU). S výnimkou Kuby, ktorú reprezentovalo 5 žiakov,
boli všetky družstvá osemčlenné.

Ministerstvo školstva ZSSR pověřilo organizováním
súťaže Akadémiu pedagogických vied ZSSR, ktorej vice-
prezident prof. A. I. Markuševič bol predsedom organi-
začného výboru olympiády a jej vedecký pracovník prof.
I. Ja. Verčenko bol predsedom medzinárodnej jury, kto-
rá riadila XV. MMO. Jeho zástupcom a pravou rukou
bol I. S. Petrakov, inšpektor — metodik ministerstva
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školstva ZSSR, ktorý nechýbal na žiadnej z MAÍO
od r. 1962.

Vedúci delegácií, ktorí tvořili medzinárodnú jury, sa
schádzali do Moskvy vo štvrtok 5. 7. Svoju prácu začali
v piatok 6. 7. v 68. speciálněj strednej škole na Slavian-
skom bulvári v moskovskej štvrti Kuncevo. Táto škola bola
nielen miestom práce jury, ale aj dejiskom vlastnej súťaže.
Na prvom zasadnutí jury sa vedúci delegácií po stručnom
zoznámení sa s programom XV. MMO dozvěděli texty
14 úloh, ktoré příslušná komisia orgamzačného výboru
vybrala z návrhov došlých z 11 krajin. Štyri z týchto úloh
boli v diskusii zamietnuté s tým, že niektorí delegáti
poznali úlohy s blízkým námetom, ktoré boli publiko-
váné. Zostávajúcich 10 úloh mali si členovia jury mož-
nosť premyslieť do nasledujúceho dňa. Na rozdiel od
predchádzajúcich rokov nemali přitom к dispozícii autor-
ské riešenia úloh, čo im umožňovalo naplno využit’
vlastný dovtip a tvořivost’. К diskusii o úlohách vy-
užili aj malú popoludňajšiu autobusovú exkurziu po Mo-
skvě.

Na svojom sobotnajšom zasadnutí jury poměrně rýchle
vybrala 5 úloh pre súťaž. Ťažkosti nastali až pri výbere
šiestej úlohy. Rozsiahlu diskusiu o tomto probléme ne-
dokázalo urýchliť ani silné hromobitie a prietrž mračien,
ktorá zúrila nad Moskvou počas popoludňajšieho zasad-
nutia jury. Keď nezískala potrebnú váčšinu (aspoň 10 hla-
sov) ani bulharská ani francúzska úloha na geometrické
miesto bodov v priestore, prešiel napokon návrh polského
delegáta na preformulovanie polskej úlohy o grupě afin-
ných transformácií priamky, ktorá sa v povodnom výbere
14 úloh nevyskytovala právě preto, že používala pojem
grupy, ktorý sa do obsahu školskej matematiky váčšiny
zúčastněných krajin zatial’ nedostal. Tým sa stalo, že
v tématike úloh XV. MMO chýbala stereometrie a keďže
sa nenaskytla ani vhodná úloha zo školskej teorie čísel,
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ktorá snáď na žiadnej z doterajších MMO n chýbala,
zrodil sa tento netradičný výběr:

~ 7\1. Bod O leží na priámke OPx, OP2, ..., OPn sú jed- r .

notkové vektory také, že body 1, 2, ...,n, ležia 41
všetky v rovině obsahujúeej priamku / ajnachádzajú sa
všetky po tej istcj straně tejto priamky. ^j.^

/ЛГЧЪIpPi + OP2 + • • \+ OPJ ^ 1,
у/ V- >

tdé |OM| znamená dížku vektora OAÍ. (ČSSR, 6 bodov)
r”*" ^ ' ~ —76*-2.Rozhodnite, či existuje v trojrozmernom priestore
konečná množina M ^©aostávajúea z bodov neležiacich
v jednej rovině, ktorá má nasledujúcu vlastnost’:

Ku každým dvom bodom А, В 6 M existujú body C,
D e M tak, že priamky AB a CD sú rovnoběžné a nesplý-
vajú. {Polsko, 6 bodov)

-41.3.Nájdite minimálnu hodnotu súčtu a2 + 62, ;ak a, 6
sú reálne čísla pre ktoré má rovnica

I ЛлЛ.'Гл:4 + ах3 4- bx2 4- ал: + 1 = О

(Švédsko, -8 bodov)4.Ženista má preveriť, či_sa_vyskytujú miny na po-
zemku, -ktorý má tvar'rovnostranného trojúholníka/(vrá-
tane jeho hranice). К dispozícii má detektor,’ poloměr
účinnosti ktorého sa rovná polovičnej výške trojúholníka.
Na prieskum vychádza z niektorého vrcholu trojúholníka.
Akú cestu si má zvolit’, aby prešiel najmenšiu možnú
vzdialenosť a preskúmal přitom celý pozemok?

{Juhoslávia, 6 bodov)

aspoň jeden reálny kořeň.
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5. Neprázdná množina G nekonštantných funkcií /
leálnej premennej x tvaru f(x) — ax + b, kde а Ф 0,
b sú reálne čísla, má nasledujúce vlastnosti:

a) ak/, g g G, potom g of e G, kde (g of) (x) = g(f(x));
b) ak / e G, kde f(x) = ax + b, potom tiež inverzná

funkcia /_1 e G, kde f~\x) =

c) ku každej funkcii/ e G existuje xf tak, že f{xf) = xf.

Dokážte, že existuje ( k 4aké^ že f(Jk)
feG.

v -U'
T

= k pre všetky
(Polsko, 6 bodov)

6. Je daných n kladných reálných čísel at, <z2, ..., an
a reálne číslo ^-také, ze 0 < q < 1. ——

Nájdite n reálných čísel Ьг, b2y ..., bn s týmito vlast-
nosťami:

a) ak < bk pre všetky k

b)q<
bk

c) by + b2 + ... + bn <

1,2, ..., w,
1fc+i

— pre všetky k — 1, 2, .. ., n 1,<

1 + Я
• • • + tfw).(<h ci2

q

(Švédsko, 8 bodov)
1

V zátvorke za textom úlohy je uvedená krajina, ktorá ju
navrhla a počet bodov, ktorým jury rozhodla hodnotit’
jej úplné riešenie. Tu uvedená formulácia úloh je přesným
prekladom oficiálnej formulácie v ruskom a anglickom
jazyku. Formulovanie textov úloh je už tradičné jednou
z časové najnáročnějších povinností jury. I tentoraz si — aj
napriek tomu, že sa oficiálna formulácia textov schvalo-
vala len v spomínaných dvoch jazykoch — vyžiadala celé
nedelné predpoludnie (8.7.). Kedze ešte v nedelu do ve-
čera bolo třeba rozmnožit’ texty úloh v potrebnom počte
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exemplárov v jazykoch jednotlivých krajin a na túto prácu
boli vedúci delegácií tentoraz sami, neuskutočnila sa ani
plánovaná návštěva Kremla.

Jednotlivé druzstvá na čele s pedagogickými vedúcimi
prichádzali do Moskvy v sobotu 7. 7. Ubytovaní boli
v hoteli Universitetskaja, pričom na rozdiel od posledných
troch MMO boli pedagogickí vedúci ubytovaní spolu
s družstvami, kým vedúci delegácií bývali v hoteli Ukra-
jiná na kutuzovskom prospekte.

V nedelu predpoludním sa žiaci a pedagogickí vedúci
zúčastnili na autobusovej exkurzii po Moskvě a popoludní
oddychovali.

Slavnostně otvorenie súťaže sa konalo v pondelok 9. 7.
o 09,30 hod. v aule 68. špeciálnej strednej školy. Po krát-
kom neformálnom prejave předsedu XV. MMO prof. A. I.
Markuševiča sa žiaci rozišli do 8 tried, aby riešili prvé tri
úlohy počas štyroch hodin čistého času. Ako je to na MMO
obvyklé, nedozvěděli sa bodové hodnotenie za úplné rieše-
nie jednotlivých úloh a na rozdiel od XIV. MMO mali
možnosť po prečítaní textov vyjsť na chodbu a požiadať
vedúcich delegácií, ktorí tam čakali, o vysvetlenie prí-
pádných nejasností v texte.

Po otvorení súťaže sa uskutočnilo prvé spoločné zasad-
nutie jury so sovietskymi koordinátormi, na ktorom sa
predbežne prediskutovali riešenia prvých troch úloh a ich
hodnotenia. Na tomto zasadnutí sa zúčastnili tiež peda-
gogickí vedúci jednotlivých družstiev, ktorí potom spolu-
pracovali s vedúcimi delegácií pri hodnotení žiackych
riešení. Tým došlo к porušeniu tradicie posledných rokov
i pokial’ ide o izoláciu vedúcich delegácií od tých, ktorí
prichádzali do styku so žiakmi, až do druhého dňa súťaže.

S hodnotením riešení prvých troch úloh sa začalo hned’
v pondelok popoludní, zatial čo žiaci absolvovali výlet
lodou po rieke Moskvě.

Druhů trojicu úloh riešili žiaci v utorok 10. 7. а к dispo-
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zícii mali opáť štyri hodiny čistého času s možnosťou
dostat’ vysvetlenie к případným nejasnostiam v texte
krátko po obdržaní textov. Po otvorení druhého dňa sú-
ťaže sa opáť konala diskusia členov jury a pedagogických
vedúcich s koordinátormi o riešeniach druhej trojice úloh
a po nej pokračovalo hodnotenie riešení a koordinácia
hodnotení. Tejto práci boli věnované i nasledujúce dva
dni (11. a 12. 7.). Trojčlenné skupiny koordinátorov pre
jednotlivé úlohy viedli: 1 — Andrej Leontovič, 2 — Andrej
Toom, 3 — Viktor Gutenmacher, 4 — Andrej Jegorov,
5 — Leonid Mitjušin, 6 — Georgij Dorofejev. Vedúcim
celej skupiny koordinátorov bol Nikolaj Vasiljev a nie-
kolkí z koordinátorov boli bývalí účastníci MMO. Svojej
úlohy sa zhostili velmi úspěšně a nedošlo prakticky к žiad-
nym váčším nedorozumeniam medzi nimi a vedúcimi
delegácií.

Závěrečné zasadnutie jury sa konalo v piatok 13. 7.
predpoludním. Po schválení bodových hodnotení jed-
notlivých účastníkov rozhodlo o stanovení hraníc pre
jednotlivé ceny takto: I. cena 40 — 35 bodov, II. cena:
33 — 27 bodov (34 bodov nezískal nikto), III. cena:
26—17 bodov. Pri stanovení hranice pre tretie ceny
zohrala váznu úlohu skutočnosť, že najlepší kubánsky
účastník získal 17 bodov. Celkom bolo udělených 5 prvých,
15 druhých a 48 třetích cien, tj. spolu 68 cien, čo je cca
o 6 viac ako polovica z celkového počtu účastníkov
XV. MMO, ktorých bolo 125. V ďalšej časti zasadnutia sa
diskutovalo o jednotlivých úlohách z hladiska udelenia
špeciálnych cien autorom originálnych a zvlášť elegant-
ných riešení. V tomto smere bola jury tohto roku skúpa,
pretože z niekolkých návrhov na špeciálne ceny předlo-
zených vedúcimi delegácií, resp. koordinátormi, ani jeden
neprešiel.

Na závěr zasadnutia sa přihlásil o slovo vedúci dele-
gácie NDR prof. dr. Helmut Bausch, ktorý pozval všetky
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zúčastněné krajiny na XVI. MMO, ktorú hodlá uspo-
riadať NDR v Erfurte od 4. do 17.7. 1974, pričom záve-
řečný ceremoniál sa bude konať v Berlíne. Všetkým dele-
gáciám rozdal návrh štatútu XVI. MMO a rámcový pro-
gram súťaže. Jeho pozvanie sa střetlo so súhlasom vset-
kých členov jury.

V piatok 13. 7. vo večerných hodinách přijal vedúcich
delegácií vo svojej pracovni viceprezident Akadémie peda-
gogických vied ZSSR a předseda organizačného výboru
XV. MMO Alexej Ivanovic Markuševič. V srdečnej be-
sede sa hovořilo o výsledkoch XV. MMO i o niektorých
otázkách organizácie budúcich MMO. Vedúci francúz-
skej delegácie předložil návrh, aby sa stanovili tieto zásady:
a) žiaden žiak sa nemóže zúčastnit’ MMO viac než dva-
krát, b) ten žiak, ktorý na MMO získá I. cenu, sa viacej
nemóže na MMO zúčastnit’, c) na MMO sa nepovoluje
účast’ žiakov starších ako 19 rokov. Stánoviská vedúcich
delegácií к týmto návrhom sa značné rozchádzali a ako
z besedy vyplynulo, pri prípadnom hlasovaní by bol získal
váčšinu iba třetí návrh. Před svojím odchodom obdržali
vedúci delegácií od zástupců hlavného redaktora soviet-
skeho populárno-vedeckého časopisu „Kvanť1 M. L.
Smoljanského kolekciu čísel tohto časopisu s věnováním
členov red. rady prof. Kolmogorova a prof. Markuševiča.

Kým vedúci delegácií so svojimi zástupcami (ped. ve-
dúcimi družstiev) hodnotili liešenia a koordinovali hod-
notenia, mali žiaci možnost’ návštěvy múzea A. S. Puškina
s bohatou kolekciou obrazov a iných uměleckých diel
(10. 7. popoludní), navštívili dědinu Archangel’skoje
(11.7.), boli v mauzoleu V. I. Lenina (12.7.) a prehliadli si
Výstavu úspechov národného hospodárstva ZSSR ako aj
nádvoria a paláca Kremla (13. 7.).

V sobotu 14. 7. bola spoločná exkurzia všetkých účast-
nikov XV. MMO do Zagorska. (Pravoslávna cirkevná
architektúra, historický kláštor Troicko-sergijský.)
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Slávnostné zakončeme olympiády sa uskutočnilo v ne-
dělu 15. 7. o 11.00 hod. vo velkej sále Paláca pionierov.
Okrem súťažiacich žiakov, členov jury a členov organizač-
ného výboru XV. MMO sa na ňom zúčastnila tiež sekre-
tárka moskovského výboru Komsomolu a niekolko dalších
hostí. Závěrečný ceremoniál riadil předseda organizač-
ného výboru XV. MMO prof. A. I. Markuševič, ktorý
v úvode predniesol krátký neformálny přejav. Po ňom
prehovoril zástupca hlavného redaktora časopisu „Kvanť
pre matematiku M. L. Smoljanskij, ktorý vyzval přitom-
ných študentov к spolupráci s týmto populárno-vedeckým
časopisom. Za zahraničných účastníkov XV. MMO pre-
hovořil vedúci delegácie NDR prof. dr. H. Bausch, ktorý
poďakoval sovietskym hostitelom za velmi dobrú organi-
záciu i napriek krátkému času, ktorý mali na přípravu,
připomenul blížiaci sa X. světový festival mládeže a štu-
denstva v Berlíne a na závěr opátovne pozval všetky zú-
častnené delegácie na XVI. MMO do NDR. Ako posledný
sa ujal slova předseda jury prof. Ivan Jakovlevič Verčenko,
ktorý blahoželal účastníkom olympiády к dosiahnutým
výsledkom a spolu s akad. А. I. Markuševičom a podpred-
sedom jury I. S. Petrakovom odovzdal najlepším 68 účast-
nikom XV. MMO diplomy a knižné odměny. Ostatným
žiakom odovzdali potom účastnické diplomy a knižné
darčeky od organizátorov vedúci jednotlivých delegácií.

V nedelu večer o 19,00 hod. sa konala v reštaurácii
hotela Universitetskaja závěrečná spoločná večera, počas
ktorej vládlo v sále srdečné a radostné ovzdušie. Přípitky
predniesla za hostitelov členka organizačného výboru
XV. MMO s. Maslovova a v mene zahraničných účastní-
kov poďakoval členom organizačného výboru za vydarenú
organizáciu olympiády, ktorej sa zúčastnil rekordný počet
krajin, vedúci švédskej delegácie prof. dr. Ake Samuelson.

Už před zahájením večere opustili však dejisko
XV. MMO delegácie Juhoslávie a Mongolská a v priebehu
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pondělka 16. 7. sa rozchádzali do svojich domovov
iw ostatné zahraničně delegácie. Desatclennú výpravu
ČSSR odvázalo lietadlo ČSA zo šeremetevského letiska
do Prahy v pondelok o 14,15 hod.

Ako to neraz konstatovali zúčastnění delegáti, mala
moskovská olympiáda predovšetkým pracovný charakter.
I napriek kratšej době, ktorú mali organizátoři к dispozí-
cii, bola po odbornej stránke připravená dobré. Spoločen-
skej stránke bola tentoraz věnovaná menšia pozornost’ než
před rokom v Polsku, či před dvorná v ČSSR. Je to
pochopitelné, ak si uvědomíme, že v oboch zmienených
prípadoch sa MMO konala mimo hlavného města, zatial
čo vo viac než šesťmiliónovej Moskvě bola jedným z mno-
hých medzinárodných podujatí, ktorým svojím význa-
mom ani publicitou nemohla konkurovat’. Za všetky stačí
spomenúť aspoň dve: súčasne prebiehajúci VIII. moskov-
ský filmový festival a pripravovanú VII. letnú univer-
ziádu.

2. VÝSLEDKY SOTÁŽE A NIEKOEKO SLOV
К NIM

Pri výbere úloh nemáva obvykle jury MMO šťastnú
ruku. Výnimkou sa, žiaí, nestala ani XV. MMO. Za
velmi vhodné vo vyššie uvedenom výbere súťažných úloh
možno označiť prvú, štvrtú a snáď i tretiu a po dlhých
diskusiách zaradenú značné preformulovanú piatu úlohu.
Medzi ne sa však vlúdili pre žiakov značné nezvyklá druhá
a siesta úloha vyžadujúce konštrukciu příkladu. Hlavně
pri šiestej úlohe išlo o konštrukciu z hladiska stredoškolá-
kov umelú a převážná váčšina účastníkov sa s ňou nedo-
kázala vyporiadať. Výběru úloh nepomohlo teda ani to,
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že členovia jury sa nemohli spoliehať na riešenia autorské,
ale hladali vlastně, Na ich ospravedlnenie nech slúži to,
že nemalí prakticky z čoho vyberať.

Ako sa s jednotlivými úlohami vyporiadali súťažiaci,
ukazuje tabulka, ktorá udává, kolko z nich dosiahlo prí-
slušný počet bodov za riešenie jednotlivých úloh:

Úloha Úloha Úloha Úloha
č. 3 č. 4

Úloha Úloha
Počet bodov č. 5č. 1 č. 2 č. 6

42 108

7 4 2

37 48 8 38 62 26

4 225 6 6 3 3

4 20 2 34 3 4

3 5 6 1 10 14

22 14 0 9 9 2

11 15 2 15 8 17

0 14 38 10145 65 33

Následujúca tabulka nám ukáže, aký bodový zisk za-
znamenali za riešenia jednotlivých úloh zúčastněné druž-
stvá. V jej poslednom štipci je uvedené neoficiálně poradie
družstiev podlá súčtu získaných bodov.
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Súčet bodov,ktoré družstvo získalo za:

IPŽ&t> o

oo л

Krajina úl. úl. | úl.
č. 5 I č. 6

úl. úl. úl.
č. 1 č. 2 č.3 č. 4

A — Rakúsko 2315 48 43 15 144 8.0

BG — Bulhar- 12.-
25 96 13.sko 16 19 06 30

C — Kuba 139 0 16.426 3 11

CS - ČSSR 2716 7 149 7.11 57 31

D - NDR 39 40 14 3.18818 31 46

F — Francúzsko 18 42 16 6.2813 36 153

GB - Vel. Bri-
tánia 5.17 24 2530 38 16430

H — Maďarsko 11 2.34 50 4531 44 215

M — Mongol-
sko 10 21 12 12 0 65 15.10

NL - Holand- 12.-
sko 2 279 17 8 96 13.33

PL - Polsko 35 37 42 8 174 4.1636

R — Rumun-
sko 29 14130 43 13 8 9.18

S — Švédsko 28 11.14 14 21 9912 10

SF — Finsko 5 16 17 17 86 14.31 0

SU - ZSSR 35 47 48 25441 53 30 1.

YU — Juhoslá-
via 20 6 50 20 4 137 10.37
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К ešte lepšiemu posúdeniu výsledkov dosiahnutých
jednotlivými družstvami určité poslúži tabulka rozdelenia
jednotlivých cien:

а
Ph pí

o CQ PC/3 №Cena a
C/3

o XQ< W i и >*и pq сл C/3(Z)

I. 3 51 1

2 15II. 1 3 3 2 1 1 2

III. 1 4 1 486 1 4 4 1 5 5 1 2 3 2 3 5

Spolu 66 1 1 5 4 6 8 1 2 4 2 2 8 5 687

O prvé tri miesta sa teda opáť podělili, tak ako na před-
chádzajúcich siedmich MMO, družstvá ZSSR, Maďarska
a NDR. Bodový rozdiel medzi ZSSR a Madarskom sa
však v porovnaní s minulým rokom značné zvýšil, čím
sovietske družstvo suverénnym sposobom obhájilo svoje
vlaňajšie prvenstvo. Jeho suverenitu potvrdzujú nielen tri
prvé ceny z piatich získané sovietskymi žiakmi, ale aj
výsledky v jednotlivých úlohách, keď ho iba o málo před-
stihlo v prvej úlohe družstvo NDR a v tretej úlohe
družstvo ČSSR. Družstvá Velkej Británie a Polska po-
tvrdili svoj Standard z posledných rokov. Za velmi prí-
jemné prekvapenie možno označit’ družstvo Francúzska,
ktoré po ročnej prestávke vyslalo na MMO výběr z ví-

/ ťazov Concours généralfa. Mierne sa zlepšilo naše druž-
stvo, čím sa mu podařilo zaujat’ popredné miesto medzi
už tradičné vyrovnanými družstvami středu. Menej
príjemne překvapilo Rumunsko, ktoré dosiahlo snáď svoj
najhorší výsledok v celej historii MMO. Družstvo Finska
po debute na VII. MMO sa zúčastnilo súťaže po druhý
raz a hned’ poměrně úspěšně. Za úspěch možno považo-
vať aj výsledok nekompletného družstva Kuby, ktorého
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Krajina Vedúci delegácie Pedagogický vedúci

A - Rakúsko prof. Thomas Múhlgass- prof. Wolfgang Ratzin-
ner ger

BG - Bulharsko prof. IvanProdanov Dimo Serafimov Ange-
lov

C - Kuba prof. Luis Davidson F. Recio

CS - ČSSR RNDr. Jozef Moravák,
CSc.

Jiří Mída

D-NDR prof. dr. Helmut Bausch prof. dr. Gustav Burosch

F - Francúzsko prof. dr. G. Glaeser prof. dr. Deschamps

GB - Velká
Brit. prof. Frank Budden

H - Maďarsko prof. Endre Hódi dr. József Pelikán

M - Mongolsko prof. U. Sanžimjatav G. Dagva

NL - Holandsko J. van der Graatsprof. Ary van Tooren

PL - Polsko dr. Maciej BryňskiMgr. Andrzej Mqkowski

R - Rumunsko prof. Constantin Ottescudr. Ioán Cuculescu

S - Švédsko Stig Westlundprof. dr. Ake H. Samu-
elsson

SF - Finsko Jarkko Leino Jarmo Nystróm

SU-ZSSR doc. Valentin A. Skvorcov Lilija Paskova

Djordje DugošijaYU - Juhoslávia dr. Vladimír Mičic

197



pricmerný výslcdok na žiaka (8,4 b.) jc lepší než prie-
měrný výsledok mongolského družstva (8,125 b.). Tretia
cena, ktorú získal naj lepší kubánsky žiak, bude určité
povzbudením pre dalších reprezentantov prvého socia-
listického státu na americkom kontinente.

V zložení vedúcich delegácií došlo v porovnaní s před-
chádzajúcim rokom len к niekolkým změnám. Skúsenosti
z práce jury a dobré vzájomné poznanie váčšiny členov
jury přispěli к jej úspešnej práci i к tomu, že sa v jej
rokován1' nevyskytli žiadne rušivé momenty.

3. К ČESKOSLOVENSKEJ ÚČASTI NA XV. MMO

^ Družstvo ČSSR pre XV. MMO vybralo předsednictvo
ÚVMO ma závěr sústredenia, ktoré sa konalo 25,—30. 6.
1973 v Prahe-Malešiciach. Vychádzalo přitom z výsled-
kov, ktoré dosiahli jednotliví žiaci v III. kole a v II. kole
XXII. ročníka MO, v priebehu sústredenia a pri svojej
prípadnej predchádzajúcej účasti na MMO. Zoznam čle-
nov družstva spolu s dosiahnutými výsledkami viz tabul’-
ka (str. 199).

Výsledky, ktoré družstvo dosiahlo — ako už bolo vyššie
spomenuté — sú relativné dobré. Od X. MMO, ktorá
bola zhodou okolností taktiež v Moskvě, nezískal žiaden
čs. účastník na MMO lepšiu ako 3. cenu. Vo svetle tohto
faktu je tedy Ferstova druhá cena nesporným úspechom.
Na druhéj straně si však třeba uvědomit’, že traja členovia
družstva (Horák, Kmošek, Vrťo) sa zúčastnili na MMO
už třetí raz a pre dalších troch (Ferst, Slačálek, Šimša)
bola moskovská olympiáda ich druhou MMO. Až na
Fersta (ktorý bol mimochodom vláni v Toruni najhorší
z našich a získal len 5 bodov) a Kmoška sa skúsení repre-
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Počet bodov za rieš. ul. 3%Škola a triedaPor. Měno žiaka Cena&■§
1 2 3 4č. 5 6 OO ,C

1. Ferst Pavel 3d, gymn.
Praha 3,
Sladkovského
nám. 61 8 1 6 7 II.29

2. Horák Karel 4b, gymn.
Strakonice 0 6 40 1 0 11

3. Chrz Tomáš 4f, gymn.
Praha 2,
ul. W. Piecka 5 4 III.3 8 1 0 21

4. Kindlmann
Pavel

3a, gymn.
České
Budějovice 2 0 6 III.7 6 0 21

5. Kmošek
Miroslav

4a, gymn.
Brno,
tř. kpt. Jaroše 6 0 3 0 III.8 6 23

6. SlačálekPetr 3f, gymn.
Praha 2
ul. W. Piecka 52 0 4 1 0 12

7. Šimša Jaro-
mír

3b, gymn.
Ostrava,
Šmeralova 1 0 8 4 III.0 6 0 18

8. Vrťo Imrich 4. tr. gymn.
Rimav. So-
bota 02 0 8 4 0 14

Družstvo
celkom 57 31 27 7 14916 11
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zentanti neprcsadili. Příjemným překvapením je výsledok
oboch nováčkov družstva, ktorí získali svorné po 21 bodov
a tretiu cenu. Najlepšie si naši žiaci poradili s trefou úlo-
hou, kde viedlo к ciel’u rutinně riešenie rovnic a nerov-
ností. Poměrně dobrý je výsledok v štvrtej úlohe, kde však
viedli к zbytočným bodovým stratám nedóslednosti pri
dokáže minimálnosti cesty, resp. pokrytia. S trochu ne-
zvyklou piatou úlohou si poradili len štyria, ale ešte horší
je výsledok v prvej úlohe — československej. Tu sa uká-
žala pre našich žiakov handicapom znalost’ komplexných
čísel. Niekolkí totiž upravili dokazovanú nerovnost’ na
ekvivalentnú nerovnost’ pre súčet kosínov, s ktorou si už
nevedeli rady. Nevyhovujúci výsledok v šiestej úlohe ne-
překvapuje, ale zaráža to, že pri druhej úlohe sa až štyria
z našich snažili dokázat’ sporom neexistenciu množiny
požadovaných vlastností, pričom traja boli dokonca pre-
svědčení, že sa im to podařilo. V riešeniach našich žiakov
sa až příliš často objavujú nepřesnosti vo vyjadřovaní,
rožne okřídlené formulácie (1’ahko sa dokáže; z obrázku je
zřejmé; apod.), nedoslednosť a nedostatok vytrvalosti.
Na odstránenie týchto neduhov sa bude třeba zamerať
pri práci s matematickými talentami, ak chceme, aby toho
v budúcnosti dokázali viac

Za úspěch ČSSR možno považovat’ aj to, že do širšieho
výběru 14 úloh přípravná komisia zařadila dokonca dve
československé úlohy, z ktorých velmi pěkná úloha prof.
Fiedlera bola nakoniec přijatá. К úspěchu práce jury
přispěla československá delegácia viacerými konštruk-
tívnymi návrhmi a neocitla sa ani raz v konfliktnej
situácii, akých bolo na XV. MMO celkove velmi má-

Po spoločenskej stránke reprezentovalo družstvo ČSSR
velmi dobré. Tvořilo jednoliaty kolektiv so zmyslom pre
poriadok a disciplinovanosť. Všetci jeho členovia si odná-
šali z hlavného města ZSSR tie najlepšie dojmy.

a nielen na MMO.

lo.
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4. RIEŠENIA SÚŤAŽNÝCH ÚLOH

RIEŠENIE 1. ÚLOHY

Nech n je nepárne číslo. Tvrdenie dokážeme matema-

tickou indukciou. Pre n — 1 zrejme platí \OPx\ = 1.
Nech pre nějaké n platí \OPx + OP2 + ... + OPn| ^

^ 1. Uvažujme o n + 2 jednotkových vektoroch OP0,

OP\-> • • • 5 OPn, OPn+1)
= 0,1, + 1, ležia v uvedenom poradí zlava do-
prava na polkružnici k so stredom v bode O a polomerom 1

ktorých koncové body Pb i =

(pozři obr. 71). Nech OR = OPx + OP2 + ... + OPn.

S

/
к

P2 Y- Pn-1
fnPo Pn+1 l

o

Obr. 71

Vektor OR leží zrejme vo vnútri uhla <£ PxOPn a podlá
předpokladu platí \OR\ ^ 1. Označme ОТ = OP0 +

+ OPn+v Potom OS = 2 OPl= OR + ОТ. Nech
i—0

a = <£ TOR. Zrejme platí 0 ^ a ^ <£ TOPn+x —
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= -j^P0OPn+1 < Ak a = O, potom \OS\ = \OR\ +
+ |ОГ|^1.АкО< a < ~, je 1051 >\OR\ ^ 1, pretože
uhlopriečka rovnoběžníka vychádzajúca z vrchola, pri kto-
rom je ostrý uhol, je dlhšia ako Iubovolná z jeho stráň.

Tým je tvrdenie dokázané.

RIEŠENIE 2. ÚLOHY

Odpověď na položenu otázku je pozitivna, ako ukazuje
nasledujúca konštrukcia: Nech A1B1C1D1A2B2C2D2 je
jednotková коска. Označme střed steny А{В{СгВ{,
i = 1, 2, a na priamke ТгТ2 zvolme body Sl3 S2 (pozři
obr. 72) tak, aby platilo T1S1 — T2S2 = -y. Potom mno-
žina

M — {A13 Bl3 C13 D13
SX3 A2j B2, C2, D2, č>2}

má požadované vlastnosti,
ako sa 1’ahko přesvědčíme.
Tak napr. pre priamky ur-
čené bodom Ax a 1’ubovol’-
ným iným bodom mno- A2
žiny M platí: AXBX \ \ A2B2i
AiCi 11 A2C2) АЛ 11A2D2,
AxA2 11 SxS23 AxB2 i i dxc2,
ЛХС2 i IA2S2, axd2 i i bxc2,
^1^1 11 Č>2C2, ^1^2 11 C2SX.
Pre 1’ubovol’ný iný vrchol
коску je situácia analogi-
cká. Pre priamky určené
bodom S& resp. Š2al’ubo-
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volným iným bodom množiny M okrem už uvedených
vyššie platí || S2D2i SjQ || S2A2, SjA || S2B2,
^1^2 II 52Q, S1B2 И S2D13 ‘S’j-Dji || S2B1.

INÉ RIEŠENIE (T. CHRZ - upravené): Nech Qi o
sú na seba kolmé roviny a p priamka, v ktorej sa pretínajú.
Nech je pravidelný šesťuholník ležiaci
v rovině q tak, že Ax e p, Aá e p а Л1Б2БзЛ4Б5Б6 s ním
zhodný pravidelný šesťuholník ležiaci v rovině a (obr. 73).

í3

\

N/
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Potom množina M = {A13 A2, A3, A43 A5, A6, B2, B3,
B5, B6j má požadované vlastnosti. Je zřejmé, že vrcholy
každého zo šesťuholníkov majú žiadané vlastnosti. Sta-
čí sa preto presvedčiť s prihliadnutím na symetriu, či
existuje rovnoběžka určená bodmi množiny M ku každej
priamke určenej niektorým z bodov B2, B3, B5, B6 a 1’ubo-
volným z bodov A2, A3, Л5, A6. Zrejme platí: B2A2 ||
II B5A5) B2A3 II B5A6} B2A5 И B5A2) B2A6 II B5A3; pre
body B3, B6 je situácia analogická.

RIEŠENIE 3. ÚLOHY

Nech x0 je reálny kořeň rovnice
x4 + ax3 + bx2 + ах + 1 = 0 .

Potom zrejme x0^Oa platí
(1)

xl + ax0 + b + a —
*0

čiže

(Л:° я*-)(2) + b — 2 = 0.

1
Z (2) je zřejmé, že spolu s л;0 tiež —

rovnice (1). Číslo 3>o = *o + — 5 Pre ktoré platí |jy0| ^ 2
je však v takom případe reálným koreňom rovnice

y2 ay b — 2 = 0.
Rovnica (3) má reálne kořene vtedy a len vtedy, ked platí
a2 - 46 + 8 ^ 0
čiže

je reálným koreňom

(3)

1
(4) ‘Sl^ + 2.

204



Nech platí (4). Rovnica (1) bude mať reálny kořeň vtedy
a len vtedy, keď pre aspoň jeden z reálných koreňov

a +1/a2 — 46 + 8a - ]/a2 - 46 + 8 < = +ŽУ1 = 2 2

rovnice (3) platí \yt\ ^ 2. Zistime, kedy bude táto pod-
mienka splněná. Móže tak byť buď pre

]/a2 — 46 + 8—a —
— 2 číže

2

4 — a ^ ]/a2 — 46 + 8, z čoho pre a ^ 4 máme
b^2a-2(5)

alebo pre

-a + 1/a2 - 46 ~+ 8 + 2 číže ]/a2 — 46 + 8 ^ a + 4,2

z čoho pre a ^ — 4 dostaneme
6 + —2a — 2 .(6)

Znázorníme si množinu bodov (a, 6) vyhovujúcich pre
ae<-4;4) nerovnostiam (4), (5), resp. (4), (6) v rovině
s použitím kartézských súradníc (pozři obr. 74).

К tomu, aby sme našli minimum súčtu a2 + 62 tých
koeficientov a, 6, pri ktorých má rovnica (1) aspoň jeden
reálny kořeň, stačí vypočítat’ vzdialenosť OTx = 07+
kde T13 T2 sú dotykové body kružnice so stredom v bode
(O, 0) s priamkami pv p2 (obr. 74).

Zrejme platí 5 . OT\ = 4 čiže ОТ\ — ^= min (a2 + 62).
Pre a = 4, 6 = —% je a2 + 62 = ~ a rovnica (1) má5 5 5

4 ,

j’b
2

dvojnásobný kořeň x= — 1; pre a = — 5
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4
je tiež a2 + b2 = у a rovnici (1) vyhovuje ako dvojná-
sobný kořeň x = 1.

RIEŠENIE 4. ÚLOHY

Označme A, B3 C vrcholy skúmaného rovnostranného
trojuholnika, pričom východiskový bpd prieskumnej
cesty ženistu označíme A. Nech a je dížka strany troj-
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.Ь
= k (В; a), kc = Л(С;

a) (obr. 75). Je zřejmé, že к tomu, aby ženista preskúmal4

uholníka ЛВС. Označme k

W

кв

body В, resp. С, musí sa na svojej ceste z vrcholu^ dostat’
do niektorého bodu na kružnici kBi resp. kc. Ďalej je
zřejmé, že ak ženista dosiahne nějaký bod X kružnice kB,
potom najkratšou cestou na kružnicu kc bude příslušná
časť úsečky XC. Označme Sx, S2, S3 v uvedenom poradí
středy stráň AB, BC, CA trojuholníka ABC a T prieseč-
nik výšky BS3 s kružnicou kB. Bod T je zrejme zároveň do-
týkovým bodom priamky SXS2 a kružnice kB. Nech U je
priesečník úsečky TC s kružnicou kc. Ukážeme, že lomená
čiara ATU je híadanou najkratšou cestou, po ktorej že-
nista splní svoju úlohu.
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Nech A' je symetrický obraz bodu A vzhladom na os
S1S2. Kedze trojuholníky ATSX a CTS2 sú zrejme zhodné,
platí ATSX = <£ CTS2 — A'TS1 a priamky A'T,
TC sú totožné. Ak X je 1’ubovol’ný bod na kružnici kB,
potom zrejme platí: AX + XC ^ ZTX + XC ^ A'T f
-f- TC — AT + ГС, pričom rovnost’ nastane právě
vtedy, keď X — T. Z toho vyplývá, že lomená čiara Л ГС/
je najkratšou cestou z vrcholu Л na kružnicu kc cez bod
na kružnici kB.

Zostáva nám ešte dokázat’, že přej děním tejto cesty pre-
verí ženista celý trojuholník ABC. Označme P, resp. R
patu výšky z vrcholu S33 resp. 513 v trojuholníku AS3T,

1
resp. AS±T. Zrejme je S3P < S3T, SLR < S±T — -r-a <4

A3P. Z toho vyplývá, že po ceste ATpreverí
ženista vnútro i hranicu štvoruholníka AS1TS3 a kedze

TS, = TS2 = \a< ТВ
trojuholníka SXBS2. Označme V, resp. W, patu kolmice
spustenej z bodu U na priamku BC, resp. CA. Zrejme
platí UV < TS2 a UW < TS3. Po ceste TU preverí
preto ženista vnútro i hranicu štvoruholníkov TUVS2
i TUWS3i pričom body V, resp. W, ležia zrejme vo vnútri
úsečky KC, resp. LC, kde К, resp. L, je priesečník kruž-

1/3nice kc s úsečkou BC, resp. CA. Nech kv = k^Uí^-r-a)4

a M, N sú priesečníky kružnic kc, kv (pozři obr. 75). Kedze
oblúk MN kružnice prislúcha středovému uhlu 120°
a oblúk KL tejto kružnice, vo vnútri ktorého leží bod U,
prislúcha středovému uhlu 60°, je výseč CKL časťou vý-
seče CMN, z čoho vyplývá, že z bodu U preverí ženista
tiež vnútro i hranicu celej výseče CKL. Tým sme sa

<a
4

TS3, tiež vnútro i hranicu
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přesvědčili, že z lomenej čiary ATU preverí ženista celý
pozemok.

Riešením úlohy je tiež lomená čiara z vrcholu A na
kružnicu kB cez kružnicu kc, ktorá je súmerná s lomenou
čiarou ATU podlá osi AS2.

RIEŠENIE 5. ÚLOHY

Nech /, g e G, f(x) — ax + 6, g(x) = ax + c. Potom
podlá vlastností a), b) tiež g o/-1 eG,pričom g\f~\x)]=

X-- ^ c = x — b + c. Podlá c) však musí byť
potom — b + c — 0 čiže c = b. To znamená, že pre
/ e G, f(x) = ax + b je b jednoznačné určené číslom a,
označme b = 99(a). Pre/ : f(x) — ax + 99(a) existuje podlá
c) xf tak, že xf = axf + 99(a). Z toho dostaneme
(1 — a) xf — 99(a) čiže platí buď a — 1, 99(a) = 0 а лу je
Libovolné reálne číslo alebo а Ф l a xf je jednoznačné
určené: xf

— a

99(a)
1 — a ’

Nech / : f(x) = ax + 99(a) а £ : g(x) — bx + 99(6) sú
Libovolné dve funkcie z G, pričom b Ф 1. Potom / o
o^eG :/[£(*)] = a(6x + 99(6)) + 99(a) = afot + a99(6) +
+ 99(a), ale tiež g o f e C : g[f(x)] = ú(az + 99(a)) +
+ тФ) — ^ax + b(p(a) + 9o(b). Na základe vyššie uvede-
ného však musí platit’: acp(b) + 99(a) = 699(a) + 99(6) čiže

99(a)(1 — ú)99(a) = (1 — a)99(6) а ak a ^ 1, potom 1 — a

1-6*

Tým je tvrdenie úlohy dokázané.
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RIEŠENIE 6. ÚLOHY

Čísla bk> к — 1, 2, .. .j и možno zvolit’ napr. takto:
bk = l 4" a2Qk i 4* • • • 4" ак~\Я 4~ #A; 4~ Як+гЯ 4- • • •

=
n-k•••+ anq

i=i

a) Zrejme platí > ak pre všetky k— 1, 2, ..n;
П

qbk =
i=1 1=1

w n—k

= 2^(^"+1_íl “ ?!*~ii+i) = 2a*+^_1 — í2) > °»
i = 1

z čoho vyplývá
°̂k

n

qbk+i — bk= q^atq

П

IA+1—í! _ I к i | _b) bk+1

i=1

> q pre k — 1, 2, ... j и — 1 .

П

i*-<i —i*+i-ťi

i = li = l

= * (?2 — 1) < 0, z čoho pre k = 1, 2, ..

hned’ dostaneme: bk+1/bk < 1/q .

n— 1• 5

í=i

n n n n

c) 2^ = 2(2а*?1^')<2а*(1+2?+2Я2+- .4-20n_1) =
fc=i ř=i ř = lA: = 1

n—1n—1 ?г

i

=2e‘(29'+29*)< t -j—?—+
l-g- q

i=11 = 1 i =0 fc = l

тг

1 + <? v
1 -?Zw

> .

i = l
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