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VI. Sprdva o XV. medzindrodnej matematickej
olympiade

1. ORGANIZACIA A PRIEBEH SUTAZE

Pri odchode z VarSavy po skonceni XIV. MMO urcite
ani jeden z jej uCastnikov netusil, Ze o rok povedu cesty
matematickych nadeji do hlavného mesta ZSSR —
Moskvy, ktord bola dejiskom MMO uz v rokoch 1964
a 1968. Sovietski sudruhovia sa totiZz podujali na nelahka
ulohu usporiadania XV. MMO az na sklonku roku 1972,
ked sa ukézalo, Ze ani jedna z krajin prichadzajacich do
uvahy organizaciu MMO pre rok 1973 nepripravuje. O to
viac prekvapuje, ze - XV. MMO, ktora sa konala 5.—16. 7.
1973 sa zucastnil rekordny polet druZstiev — 16: Rakiisko
(A), Bulharsko (BG), Kuba (C), CSSR (CS), NDR (D),
Franciizsko (F), Velkd Britdnia (GB), Madarsko (H),
Mongolsko (M), Holandsko (NL), Polsko (PL), Rumunsko
(R), Svédsko (S), Finsko (SF), ZSSR (SU) a Juhosldvia
(YU). S vynimkou Kuby, ktoru reprezentovalo 5 Ziakov,
boli vSetky druZstva osemclenné.

Ministerstvo $kolstva ZSSR poverilo organizovanim
sutaze Akadémiu pedagogickych vied ZSSR, ktorej vice-
prezident prof. A. I. Markusevi¢ bol predsedom organi-
zatného vyboru olympiady a jej vedecky pracovnik prof.
I. Ja. Vercenko bol predsedom medzindrodnej jury, kto-
ra riadila XV. MMO. Jeho zistupcom a pravou rukou
bol I. S. Petrakov, inSpektor — metodik ministerstva
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Skolstva ZSSR, ktory nechybal na Ziadnej z MMO
od r. 1962.

Veduci delegécii, ktori tvorili medzinarodna jury, sa
schadzali do Moskvy vo §tvrtok 5. 7. Svoju pricu zacali
v piatok 6. 7. v 68. $pecidlnej strednej Skole na Slavian-
skom bulvdri v moskovskej $tvrti Kuncevo. Tato §kola bola
nielen miestom prace jury, ale aj dejiskom vlastnej sttaze.
Na prvom zasadnuti jury sa veduci delegacii po stru¢nom
zoznameni sa s programom XV. MMO dozvedeli texty
14 uloh, ktoré prislu$nd komisia organiza¢ného vyboru
vybrala z navrhov doslych z 11 kra]m Styri z tychto tloh
boli v diskusii zamietnuté s tym, Ze nicktori delegati
poznali ulohy s blizkym ndmetom, ktoré boli publiko-
vané. Zostavajucich 10 uloh mali si ¢lenovia jury moz-
nost premysliet do nasledujiceho diia. Na rozdiel od
predchadzajucich rokov nemali pritom k dispozicii autor-
ské rieSenia tuloh, Co im umoZilovalo naplno vyuZit
vlastny dovtip a tvorivost. K diskusii o ulohich vy-
uzili aj mald popoludnajsiu autobusovu exkurziu po Mo-
skoe.

Na svojom sobotnaj$om zasadnuti jury pomerne rychle
vybrala 5 tloh pre stta%. TaZkosti nastali a% pri vybere
Siestej ulohy. Rozsiahlu diskusiu o tomto probléme ne-
dokézalo urychlit ani silné hromobitie a prietrZ mracien,
ktora zurila nad Moskvou pocas popoludiiajSieho zasad-
nutia jury. Ked neziskala potrebnu vacsinu (asponi 10 hla-
sov) ani bulharskd ani franctzska tloha na geometrické
miesto bodov v priestore, presiel napokon navrh polského
delegata na preformulovanie polskej ulohy o grupe afin-
nych transformdcii priamky, ktora sa v pdvodnom vybere
14 uloh nevyskytovala prave preto, Ze pouzivala pojem
grupy, ktory sa do obsahu $kolskej matematiky vacSiny
zuCastnenych krajin zatial nedostal. Tym sa stalo, Ze
v tématike tloh XV. MMO chybala stereometrie a kedZe
sa nenaskytla ani vhodna tloha zo Skolskej tedrie Cisel,
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ktora snad na ziadnej z doterajsich MMO n chybala,
zrodil sa tento netradiény vyber:

/ \ l Bod O leZi nd priamke / {51{, bPz, . OP sa jed-
n()tkove vektory také, Z body % rra e 2 &5 hy lezia
| vSetky v rovine obsahujit ej priamku / a nachadza]u sa

?Vsetky po, te] istej strane tejto priamky. e by )‘m‘
.

,/

/ QP1 L OP, + .
kde [OM | znamena dizku vektora OM (CSSR, 6 bodov)

+OP\»>1

2 Rozhodmte, (i existuje v trO)rozmernom priestore
koneénd mno%ina M ~pezes;a¥a;uea z bodov neleZiacich

v jednej rovine, ktord mé nasledujicu vlastnost: ———>

Ku kazdym dvom bodom A, B € M existuju body C,
D e M tak, Ze priamky AB a CD su rovnobeZné a nesply-

vajl. (Poksko; 6 bodov)

™ ’/«(
3. N4jdite minimalnu hodnotu suctu a? - b% 7’/k a, b
_su reélne c1sla' pre }nge_ ma rovnica
: x4+ax3i%bx2 +ax 1=
aspoii jeden redlny koreti. (5vedskz,~8 bodov)
e
.

4. Zenista ma preX;m ¢i sa vyskytujaiminy na po-
zemku,-ktory-ma- tvar ovnostranného troluholmka {vra-
tane jeho hranice). K d1sp021cu mi detektor,| polomer
ulinnosti ktorého sa rovna poloviCnej vyske trojuholnika.
Na prleskum vychadza z niektorého vrcholu trmuholmka
Akl cestu si ma zvolit, aby presicl najmensiu moznud
vzdialenost a preskimal pritom cely pozemok?

(Fuhosldvia, 6 bodov)
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5. Neprazdna mnozZina G nekonStantnych funkcii f
redlnej premennej x tvaru f(x) = ax + b, kde a # 0,
b st redlne Cisla, ma nasledujice vlastnosti:

a) ak f, g € G, potom g o f € G,kde (g o f) (x) :g(f(x));

b) ak fe G, kde f(x) = ax | b, potom tieZ inverzni
funkcia f~1 € G, kde f(x) = x ; 2 i

c) ku kazdej funkcii f € G existuje x; tak, Ze f(x;) = x;.

Dokajte, Ze existuje(k\také) Ze f(k) = k pre vietky
feG. . o (Polsko, 6 bodov)

6. Je danych » kladnych realnych cisel Ay, Ay .- 8y

a redlne Cislo gtakéyZe 0 <g < 1. —

Néjdite 7 rehlnych &sel by, by, . . ., b, s tymito vlast-
nostami:

a) ap << by pre vSetky k = 1,2, ..., n;

b) ¢ < k+L<lprevéetkykzl,Z,...,nMI;
by q
1
C) by + byt ..o by < T-}Z (@ + ay + ...+ an).

(Svédsko, 8 bodov)

V zatvorke za textom ulohy je uvedend krajina, ktora ju
navrhla a pocet bodov, ktorym jury rozhodla hodnotit
jej uplné rieSenie. Tu uvedena formuldcia tloh je presnym
prekladom oficidlnej formuldcie v ruskom a anglickom
jazyku. Formulovanie textov tloh je uZ tradi¢ne jednou
z Casove najndrocnejsich povinnosti jury. I tentoraz si — aj
napriek tomu, Z%e sa oficidlna formuldcia textov schvalo-
vala len v spominznych dvoch jazykoch — vyZiadala celé
nedelné predpoludnie (8.7.). KedZe este v nedelu do ve-
Cera bolo treba rozmnoZit texty Gloh v potrebnom pocte
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exempldrov v jazykoch jednotlivych krajin a na tito pracu
boli veduci delegicii tentoraz sami, neuskutocCnila sa ani
planovand navsteva Kremla.

Fednotlivé drugstvd na Cele s pedagogickymi vediicimi
prichddzali do Moskvy v sobotu 7. 7. Ubytovani boli
v hoteli Universitetskaja, pricom na rozdiel od poslednych
troch MMO boli pedagogicki veduci ubytovani spolu
s druZstvami, kym veduci delegacii byvali v hoteli Ukra-
Jina na kutuzovskom prospekte.

V nedelu predpoludnim sa Ziaci a pedagogicki veduci
zucastnili na autobusovej exkurzii po Moskve a popoludni
oddychovali.

Slavnostné otvorenie siutaZe sa konalo v pondelok 9. 7.
0 09,30 hod. v aule 68. $pecialnej strednej Skoly. Po krat-
kom neformalnom prejave predsedu XV. MMO prof. A. I.
Markusevica sa Zziaci rozisli do 8 tried, aby riesili proé tri
#lohy pocas Styroch hodin Cistého casu. Ako je to na MMO
obvyklé, nedozvedeli sa bodové hodnotenie za uplné rieSe-
nie jednotlivych tloh a na rozdiel od X7V, MMO mali
mozZnost po precitani textov vyjst na chodbu a poZiadat
vedtcich delegacii, ktori tam Cakali, o vysvetlenie pri-
padnych nejasnosti v texte.

Po otvoreni stutaZe sa uskutoCnilo prvé spolo¢né zasad-
nutie jury so sovietskymi koordinitormi, na ktorom sa
predbeZne prediskutovali rieSenia prvych troch uloh a ich
hodnotenia. Na tomto zasadnuti sa zCastnili tieZ peda-
gogicki veduci jednotlivych druZstiev, ktori potom spolu-
pracovali s veducimi delegacii pri hodnoteni Ziackych
rieSeni. Tym doslo k poruseniu tradicie poslednych rokov
i pokial ide o izoldciu veducich delegécii od tych, ktori
prichddzali do styku so Ziakmi, aZ do druhého diia sttaZe.

S hodnotenim rieSeni prvych troch tloh sa zacalo hned
v pondelok popoludni, zatial Co Ziaci absolvovali vylet
lodou po rieke Moskve.

Druhi trojicu tloh riesili Ziaci v utorok 10. 7. a k dispo-
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zicii mali opét $tyri hodiny cistého ¢asu s moZnostou
dostat vysvetlenie k pripadnym nejasnostiam v texte
kratko po obdrZani textov. Po otvoreni druhého dila su-
taZe sa opit konala diskusia Clenov jury a pedagogickych
veducich s koordinatormi o rieSeniach druhej trojice loh
a po nej pokracovalo hodnotenie rieSeni a koordindcia
hodnoteni. Tejto praci boli venované i nasledujice dva
dni (11. a 12. 7.). Troj¢lenné skupiny koordinatorov pre
jednotlivé ulohy viedli: 1 — Andrej Leontovié, 2 — Andrej
Toom, 3 — Viktor Gutenmacher, 4 — Andrej Jegorov,
5 — Leomid Mitjusin, 6 — Georgiyj Dorofejev. Vediicim
celej skupiny koordinatorov bol Nikolaj Vasiljev a nie-
kolki z koordindtorov boli byvali ucastnici MMO. Svojej
ulohy sa zhostili velmi uspe$ne a nedoslo prakticky k Ziad-
nym vicSim nedorozumeniam medzi nimi a veddcimi
delegacii. .

Zdverecné zasadnutie jury sa konalo v piatok 13. 7.
predpoludnim. Po schvileni bodovych hodnoteni jed-
notlivych ucastnikov rozhodlo o stanoveni hranic pre
jednotlivé ceny takto: I. cena 40 — 35 bodov, II. cena:
33 — 27 bodov (34 bodov neziskal nikto), III. cena:
26 — 17 bodov. Pri stanoveni hranice pre tretie ceny
zohrala vdZnu ulohu skutoCnost, Ze najlep$i kubansky
Gcastnik ziskal 17 bodov. Celkom bolo udelenych 5 prvych,
15 druhych a 48 tretich cien, tj. spolu 68 cien, ¢o je cca
o 6 viac ako polovica z celkového poctu ucastnikov
XV. MMO, ktorych bolo 125. V dalSej Casti zasadnutia sa
diskutovalo o jednotlivych tlohich z hladiska udelenia
$pecidlnych cien autorom origindlnych a zvla$t elegant-
nych rieseni. V tomto smere bola jury tohto roku skupa,
pretoZe z niekolkych ndvrhov na Specidlne ceny predlo-
Zenych veducimi delegicii, resp. koordindtormi, ani jeden
nepresiel.

Na zdver zasadnutia sa prihlésil o slovo veduci dele-
gacie NDR prof. dr. Helmut Bausch, ktory pozval vietky
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zCastnené krajiny na XVI. MMO, ktort hodla uspo-
riadat NDR v Erfurte od 4. do 17.7. 1974, priCom zave-
reny ceremonidl sa bude konat v Berline. Vsetkym dele-
gaciam rozdal ndvrh statitu XVI. MMO a ramcovy pro-
gram sutaze. Jeho pozvanie sa stretlo so suhlasom vSet-
kych Clenov jury.

V piatok 13. 7. vo vefernych hodinach prijal vedtcich
delegacii vo svojej pracovni viceprezident Akadémie peda-
gogickych vied ZSSR a predseda organiza¢ného vyboru
XV. MMO Alexej Ivanovic Markusevi¢. V srdeCnej be-
sede sa hovorilo o vysledkoch XV. MMO i o niektorych
otazkach organizicie budicich MMO. Veduci franctz-
skej delegacie predlozil navrh, aby sa stanovili tieto zdsady:
a) Ziaden Ziak sa nemoze zucastnit MMO viac neZ dva-
krat, b) ten Ziak, ktory na MMO ziska 1. cenu, sa viacej
nemdze na MMO zucastnit, c) na MMO sa nepovoluje
ucast Ziakov starSich ako 19 rokov. Stanoviska veducich
delegécii k tymto ndvrhom sa znacne rozchadzali a ako
z besedy vyplynulo, pri pripadnom hlasovani by bol ziskal
vacsinu iba treti ndvrh. Pred svojim odchodom obdrZali
veduci delegicii od zastupcu hlavného redaktora soviet-
skeho populdrno-vedeckého C‘asopisu »Kvant® M. L.
Smoljanského kolekciu Cisel tohto Casopisu s venovanim
Clenov red. rady prof. Kolmogorova a prof. MarkuSevica.

Kym veduci delegécii so svojimi zdstupcami (ped. ve-
dicimi druZstiev) hodnotili 1ieSenia a koordinovali hod-
notenia, mali Ziaci moZnost navstevy miizea A. S. Puskina
s bohatou kolekciou obrazov a inych umeleckych diel
(10. 7. popoludni), navstivili dedinu Archangel’skoje
(11.7.), boli v mauzoleu V. I. Lenina (12.7.) a prehliadli si
Vystavu dspechov ndrodného hospoddrstva ZSSR ako aj
nadvoria a palaca Kremla (13. 7.).

V sobotu 14. 7. bola spolo¢na exkurzia vsetkych ucast-
nikov XV. MMO do Zagorska. (Pravoslavna cirkevna
architektara, historicky klastor Troicko-sergijsky.)
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Sldvnostné zakonlenie olympiddy sa uskutolnilo v ne-
delu 15. 7. o 11.00 hod. vo velkej sale Paldca pionierov.
Okrem sutaZiacich Ziakov, ¢lenov jury a ¢lenov organizac-
ného vyboru XV. MMO sa na tiom z(castnila tieZ sekre-
tdrka moskovského vyboru Komsomolu a niekolko dalSich
hosti. ZavereCny ceremonidl riadil predseda organizac-
ného vyboru XV. MMO prof. A. I. Markusevi¢, ktory
v uvode predniesol kratky neformdlny prejav. Po fiom
prehovoril zdstupca hlavného redaktora ¢asopisu ,, Kvant‘
pre matematiku M. L. Smoljanskij, ktory vyzval pritom-
nych Studentov k spolupréci s tymto populdrno-vedeckym
Casopisom. Za zahrani¢nych ucastnikov XV. MMO pre-
hovoril veduci delegicie NDR prof. dr. H. Bausch, ktory
podakoval sovietskym hostitefom za velmi dobra organi-
zéciu i napriek kratkemu Casu, ktory mali na pripravu,
pripomenul bliZiaci sa X. svetovy festival mladeZe a §tu-
denstva v Berline a na zdver opatovne pozval vietky zu-
Castnené delegédcie na XVI. MMO do NDR. Ako posledny
sa ujal slova predseda jury prof. Ivan Jakovlevié Verdenko,
ktory blahoZelal ucastnikom olympiddy k dosiahnutym
vysledkom a spolu s akad. A. I. Markuseviéom a podpred-
sedom jury I. S. Petrakovom odovzdal najlep$im 68 ucast-
nikom XV. MMO diplomy a kniZné odmeny. Ostatnym
Ziakom odovzdali potom ucastnicke diplomy a kniZné
darceky od organizatorov veduci jednotlivych delegdcii.

V nedelu vecer o 19,00 hod. sa konala v reStauricii
hotela Universitetskaja zavere¢na spolond velera, pocas
ktorej vladlo v séle srdeCné a radostné ovzdusie. Pripitky
predniesla za hostitelov Clenka organizaéného vyboru
XV. MMO s. Maslovova a v mene zahrani¢nych ucastni-
kov podakoval ¢lenom organizacného vyboru za vydarena
organizaciu olympiddy, ktorej sa zCastnil rekordny pocet
krajin, veduci $védskej delegicie prof. dr. Ake Samuelson.

Uz pred zahdjenim velere opustili v3ak . dejisko
XV. MMO delegacie Juhosldvie a Mongolska a v priebehu
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pondelka 16. 7. sa rozchddzali do svojich domovov
1 ostatné zahranicné delegicie. DesatClennii vypravu
CSSR odvazalo lietadlo CSA zo Seremetevského letiska
do Prahy v pondelok o 14,15 hod.

Ako to neraz konstatovah ztCastneni delegatl, mala
moskovskd olympidda predovsetkym pracovny charakter.
I napriek kratSej dobe, ktort mali organizatori k dispozi-
cii, bola po odbornej stranke pripravend dobre. Spolocen-
skej stranke bola tentoraz venovand mensia pozornost nez
pred rokom v Polsku, ¢i pred dvoma v CSSR. Je to
pochopitelné, ak si uvedomime, Ze v oboch zmienenych
pripadoch sa MMO konala mimo hlavného mesta, zatial
Co vo viac neZ Sestmiliénovej Moskve bola jednym z mno-
hych medzindrodnych podujati, ktorym svojim vyzna-
mom ani publicitou nemohla konkurovat. Za vSetky staci
spomenut aspoii dve: sicasne prebiehajuci VIII. moskov-
sky filmovy festival a pripravovani VII. letnt univer-
ziadu.

2. VYSLEDKY SUTAZE A NIEKOLKO SLOV
K NIM

Pri vybere uloh nemava obvykle jury MMO S$tastnd
ruku. Vynimkou sa, zial, nestala ani XV. MMO. Za
velmi vhodné vo vys$Sie uvedenom vybere stitaznych uloh
mozno oznacit prvu, Stvrtd a snad i tretiu a po dlhych
diskusidch zaradent znacne preformulovanu piatu tlohu.
Medzi ne sa vSak vludili pre ziakov zna¢ne nezvyklad druha
a Siesta Uloha vyzadujuce konStrukciu prikladu. Hlavne
pri Siestej ulohe ilo o konStrukciu z hladiska stredoskold-
kov umeld a prevazna vicSina ucastnikov sa s filou nedo-
kazala vyporiadat. Vyberu tloh nepomohlo teda ani to,
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Ze Clenovia jury sa nemohli spoliehat na rieSenia autorské,
ale hladali vlastné. Na ich ospravedlnenie nech slazi to,
Ze nemali prakticky z ¢oho vyberat.

Ako sa s jednotlivymi tlohami vyporiadali sutaZiaci,
ukazuje rabulka, ktora udava, kolko z nich dosiahlo pri-
sluSny pocet bodov za riesenie jednotlivych tloh:

i |
& - = 42 = - 10
. -

6 |3 las | s |3 |6 | 2
5 6 6 4 | 22 3 3
4 3 4 4 | 20 2 3

7 3 5 0 6 | 14 1 1
2 14 0 9 9 2 /)

1 15 2 | 15 8 | 17 1
0 45 | 65 | 33 | 14 | 38 |101

Nasledujuca tabulka ndm ukaZe, aky bodovy zisk za-
znamenali za rieSenia jednotlivych uloh ztcastnené druz-
stvd. V jej poslednom stlpci je uvedené neoficidlne poradie
drugstiev podla sultu ziskanych bodov.
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Sucet bodov, ktoré druzstvo ziskalo za:

Neofic
poradie

o - >

Krajina al |oan | e | an | oan ] oan |88

&1 |e2|e3|ea|e5|86|5H8

A —Rakisko |15 [23 |48 |43 |15 0 | 144 | 8.
BG — Bulhar- 12.—
sko 16 6 |30 {19 |25 0 96 | 13.
C — Kuba 9 6 3 |11 |13 0 42 | 16.
CS — CSSR 16 |11 |57 |31 |27 7 | 149 | 7.
D — NDR 39 |18 |31 |46 |40 |14 | 188 | 3.
F — Franctizsko| 18 13 36 28 42 16 153 6.
GB — Vel. Bri-
tania 17 |30 |38 |30 |24 |25 |164]| 5.
H — Madarsko | 34 31 50 44 45 11 215 2.
M — Mongol-
sko 10 |21 |12 |12 |10 0 65 | 15.
NL — Holand- 12.—
sko 9 |33 2 |27 |17 8 96 | 13.
PL — Polsko | 35 |36 | 16 |37 | 42 8 |174| 4.
R — Rumun-
sko 30 |18 |43 |29 |13 8 | 141 | o.
S — Svédsko | 14 |12 |14 |28 |21 |10 99 | 11.
SF—Finsko | 5 |31 |16 |17 |17 | 0 | 86 | 14.
SU—ZSSR |35 |41 |53 |47 |48 |30 |254| 1.
YU — Juhosla-
via 20 6 |50 |37 |20 4 | 137 10.

195



K este lepSiemu posudeniu vysledkov dosiahnutych
jednotlivymi druZstvami urlite poslazi tabulka rozdelenia
jednothivych cien:

cena | <|2[0] 8] a] | 8| 23] 2] | | 5] B|B| £ |
L |- ‘ ~—1‘1r‘~f§a~—3]'5
L —|— —|13]3]- 2jjj‘257_1__2j“j‘ 15
uL 61|14/ 4/1|5|5 1]???7_2"51\';2?
Spolu| 6| 1| 1|_5m\7"2_6_8—1i—2*6\_4?|?~8j*5‘ 68

O prvé tri miesta sa teda opét podelili, tak ako na pred-
chadzajacich siedmich MMO, druzstva ZSSR, Madarska
a NDR. Bodovy rozdiel medzi ZSSR a Madarskom sa
v8ak v porovnani s minulym rokom zna¢ne zvysil, ¢im
sovietske druZstvo suverénnym spdsobom obhdjilo svoje
vlatiajsie prvenstvo. Jeho suverenitu potvrdzujd nielen tri
prvé ceny z piatich ziskané sovietskymi Ziakmi, ale aj
vysledky v jednotlivych ulohdch, ked ho iba o malo pred-
stihlo v prvej ulohe druzstvo NDR a v tretej ulohe
druzstvo CSSR. Druzstvad Velkej Britdnie a Polska po-
tvrdili svoj Standard z poslednych rokov. Za velmi pri-
jemné prekvapenie moZno oznalit druZstvo Francizska,
ktoré po ro¢nej prestivke vyslalo na MMO vyber z vi-
tazov Concours généralfj. Mierne sa zlepSilo naSe druz-
stvo, ¢im sa mu podarilo zaujat popredné miesto medzi
uZz tradiCne vyrovnanymi druZstvami stredu. Menej
prijemne prekvapilo Rumunsko, ktoré dosiahlo snad svoj
najhorsi vysledok v celej historii MMO. Druzstvo Finska
po debute na VII. MMO sa zucastnilo stutaze po druhy
raz a hned pomerne Uspesne. Za Uspech moZno povazo-
vat aj vysledok nekompletného druzstva Kuby, ktorého
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Krajina

Veduci delegacie

Pedagogicky veduci

A - Rakusko

BG - Bulharsko

C - Kuba
CS - CSSR

D -NDR
F - Francuzsko

GB - Velka
Brit.

H - Madarsko
M - Mongolsko
NL - Holandsko
PL - Polsko

R - Rumunsko

S - Svédsko
SF - Finsko
SU - ZSSR

YU - Juhosldvia

prof. Thomas Miihlgass-
ner

prof. Ivan Prodanov

prof. Luis Davidson

RNDr. Jozef Moravcik,
CSc.

prof. dr. Helmut Bausch

prof. dr. G. Glaeser

prof. Frank Budden
prof. Endre Hodi

prof. U. SanZimjatav
prof. Ary van Tooren
Mgr. Andrzej Makowski
dr. Iogn Cuculescu

prof. dr. Ake H. Samu-
elsson

Jarkko Leino
doc. Valentin A. Skvorcov

dr. Vladimir Mi¢i¢

prof. Wolfgang Ratzin-
ger

Dimo Serafimov Ange-
lov

F. Recio

Jiti Mida

prof. dr. Gustav Burosch

prof. dr. Deschamps

dr. Jozsef Pelikan

G. Dagva

J. van der Graats

dr. Maciej Bryniski

prof. Constantin Ottescu

Stig Westlund

Jarmo Nystréom
Lilija Pagkova

Djordje Dugosija
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priemerny vysledok na Zziaka (8,4 b.) je lep$i nez prie-
merny vysledok mongolského druzstva (8,125 b.). Tretia
cena, ktoru ziskal najlep$i kubansky Ziak, bude urcite
povzbudenim pre dalSich reprezentantov prvého socia-
listického §tatu na americkom kontinente.

V zloZeni veducich delegécii doslo v porovnani s pred-
chadzajicim rokom len k niekolkym zmenam. Skusenosti
z prace jury a dobré vzijomné poznanie vicSiny Clenov
jury prispeli k jej tspeSnej praci i k tomu, Ze sa v jej
rokovani nevyskytli Ziadne rusivé momenty.

3. KCESKOSLOVENSKEY UCASTI NA XV.MMO

_Drugstvo CSSR pre XV. MMO vybralo predsednictvo
UV MO ma zaver sustredenia, ktoré sa konalo 25.—30. 6.
1973 v Prahe-MaleSiciach. Vychadzalo pritom z vysled-
kov, ktoré dosiahli jednotlivi Ziaci v III. kole a v II. kole
XXII. ro¢nika MO, v priebehu sustredenia a pri svojej
pripadnej predchadzajucej Gcasti na MMO. Zoznam cle-
nov drugstva spolu s dosiahnutymi vysledkami viz tabul-
ka (str. 199).

Vysledky, ktoré druzstvo dosiahlo — ako uZ bolo vyssie
spomenuté — su relativne dobré. Od X. MMO, ktora
bola zhodou okolnosti taktiez v Moskve, neziskal Ziaden
Cs. ucastnik na MMO lepsiu ako 3. cenu. Vo svetle tohto
faktu je tedy Ferstova druhd cena nespornym uspechom.
Na druhej strane si vSak treba uvedomit, Ze traja ¢lenovia
druzstva (Hordk, Kmosek, Vrio) sa zGcCastnili na MMO
uz treti raz a pre dalSich troch (Ferst, Slacdlek, Simsa)
bola moskovska olympidda ich druhou MMO. AZ na
Fersta (ktory bol mimochodom vlani v Toruni najhorsi
z nasich a ziskal len 5 bodov) a Kmoska sa sktseni repre-
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Pocet bodov za ries. ul.

o
Por. Meno Ziaka | Skola a trieda| ——|§8| Cena
& 1]2]3|4|5]|6 2
1. Ferst Pavel 3d, gymn.
Praha 3,
Sladkovského
nam. 1|68 |1|6/|7]|29 II

2. Horak Karel | 4b, gymn.
Strakonice 0/0(6[4][1]|0]11

3. Chrz Tomas | 4f, gymn.
Praha 2,
ul. W.Piecka| 3 | 5|8 | 4| 1| 0|21 IIIL

4. Kindlmann | 3a, gymn.
Pavel Ceské
Budéjovice 2,0[7/6|6/|0/|21 IIIL

5. Kmosek 4a, gymn.
Miroslav Brno,
tf. kpt. Jarose| 6 | 0 | 8 | 3| 6 | 0| 23] IIL

6. Slacalek Petr | 3f, gymn.
Praha 2
ul. W.Piecka| 2 | 0|4 |5|1]|0]| 12

7. Sim$a Jaro- | 3b, gymn.
mir Ostrava,
Smeraloval [0 |0 |8 |4 | 6|0 18 IIL

8. Vrto Imrich | 4. tr. gymn.
Rimav. So-
bota 2(0|8[4(0|0] 14

Druzstvo
celkom 16 |11 |57 |31 (27 | 7 |149




zentanti nepresadili. Prijemnym prekvapenim je vysledok
oboch novackov druzstva, ktori ziskali svorne po 21 bodov
a tretiu cenu. Najlepsie si nasi Ziaci poradili s tzrefou tlo-
hou, kde viedlo k cielu rutinné rieSenie rovnic a nerov-
nosti. Pomerne dobry je vysledok v storzej Glohe, kde vSak
viedli k zbytoénym bodovym stratdm neddslednosti pri
dokaze minimélnosti cesty, resp. pokrytia. S trochu ne-
zvyklou piatou ulohou si poradili len $tyria, ale eSte horsi
je vysledok v proej tlohe — Ceskoslovenskej. Tu sa uki-
zala pre vasich Ziakov handicapom znalost komplexnych
Cisel. Niekolki totiz upravili dokazovant nerovnost na
ekvivalentntl nerovnost pre sucet kosinov, s ktorou si uZ
nevedeli rady. Nevyhovujuaci vysledok v sieszej tilohe ne-
prekvapuje, ale zaraZza to, Ze pri druhej Glohe sa aZ Styria
z naSich snazili dokazat sporom neexistenciu mnoziny
pozadovanych vlastnosti, priCcom traja boli dokonca pre-
svedcCeni, Ze sa im to podarilo. V rieSeniach nasich Ziakov
sa aZ prili§ Casto objavuji nepresnosti vo vyjadrovani,
rdzne okridlené formulacie (lahko sa dokdZe; z obrazku je
zrejmé; apod.), neddslednost a nedostatok vytrvalosti.
Na odstranenie tychto neduhov sa bude treba zamerat
pri praci s matematickymi talentami, ak chceme, aby toho
v buducnosti dokazali viac — a nielen na MMO.

Za tspech CSSR mo¥no povazovat aj to, ze do SirSiecho
vyberu 14 uloh pripravna komisia zaradila dokonca dve
Ceskoslovenské ulohy, z ktorych velmi peknd uloha prof.
Fiedlera bola nakoniec prijatd. K uspechu préace jury
prispela cCeskoslovenskd delegicia viacerymi konStruk-
tivnymi ndvrhmi a neocitla sa ani raz v konfliktnej
situdcii, akych bolo na XV. MMO celkove velmi ma-
lo.

Po spologenskej stranke reprezentovalo druzstvo CSSR
velmi dobre. Tvorilo jednoliaty kolektiv so zmyslom pre
poriadok a disciplinovanost. Vsetci jeho ¢lenovia si odna-
Sali z hlavného mesta ZSSR tie najlepsie dojmy.
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4. RIESENIA SUTAZNYCH ULOH

RIESENIE 1. ULOHY

Nech 7 je nepéarne Cislo. Tvrdenie dokaZeme matema-
tickou indukciou. Pre n = 1 zrejme plati ]bPT[ = 1.

Nech pre nejaké 7 plati 161’— >—l— OP e o 515;| =
= 1. Uvazujme o 7 + 2 jednotkovych vektoroch BF;,

orP, ...,0P,, OP,,:, ktorych koncové body P;, i =
=0,1,...,n+ 1, lezia v uvedenom poradi zlava do-
prava na polkruZnici % so stredom v bode O a polomerom 1

(pozri obr. 71). Nech 5;?) . 5131 + b?; + ...+ O_Pn

Vektor OR lezi zre)me vo vnutri uhla <t PIOP a podl’a
predpokladu plati |OR| 1. Oznatme OT — OP0 +

—_ T S
1+ OP,.,. Potom OS — - > OP; = OR | OT. Nech

i=0

« = <X TOR. Zrejme plati 0 =< ¢ = % TOP,4; =
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= —%—%{POOP,LH < % Ak « = 0, potom ]b—§| = rO_;?| +

>

+ 10T =1. Ak 0 < a < -

—_—

2",ie Ibvgl = |OR| = 1, pretoze

uhloprieCka rovnobeznika vychadzajtica z vrchola, pri kto-
rom je ostry uhol, je dlhsia ako ubovolna z jeho stran.
Tym je tvrdenie dokazané.

RIESENIE 2. ULOHY

Odpoved na poloZent otazku je pozitivna, ako ukazuje
nasledujuca konstrukcia: Nech A4,B,C,D;A,B,C,D, je
jednotkova kocka. OznaCme T; stred steny A;B;C;D;,
i = 1,2, a na priamke T;T, zvolme body S;, S, (pozri

obr. 72) tak, aby platilo 718, = T,S, = l Potom mno-

Zina
M= {Als Bn C1> Dv
S5 Ass By, Cy, Dy, Sy}

mé pozadované vlastnosti,
ako sa I'ahko presvedcime.
Tak napr. pre priamky ur-
¢ené bodom A, alubovol-
nym inym bodom mno-
Ziny M plati: A, B, || AyB,,
A,C,y || A;C,,s A,D, || A;D,,
A4, || 8,85, 4,B, || D,C,,
A,Cy || A3S,, A, D, || B,Cy,
4,81 || 852Gy 4,85 11 G, ;.
Pre Tubovolny iny vrchol
kocky je situacia analogi-
cka. Pre priamky urcené
bodom S, resp. S, alubo-
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volnym inym bodom mnoZiny M okrem uZ uvedenych
vy$Sie plati S;B; [| $yDyy S,Cy || Sedy, 81Dy || SyBy,
SIA2 ll SZCl’ SIB2 H S2D1) SlD2 H S2Bl‘

INE RIESENIE (T. CHRZ — upravené): Nech g, o
st na seba kolmé roviny a p priamka, v ktorej sa pretinaju.
Nech A,4,4;A,A;A4¢ je pravidelny Sestuholnik leZiaci
v rovine o tak, ze A, e p, A€ p a A,B,B3A,BsBg s nim
zhodny pravidelny $estuholnik leZiaci v rovine o (obr. 73).
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Potom mnoZina M = {A4,, 4,, As;, A,y A;, Ag B, Bs,
B;, B} mé pozadované vlastnosti. Je zrejmé, Ze vrcholy
kazdého zo Sestuholnikov maji Ziadané vlastnosti. Sta-
¢i sa preto presvedCit s prihliadnutim na symetriu, ¢i
existuje rovnobeZka urcena bodmi mnoziny M ku kazdej
priamke urcenej niektorym z bodov B,, B, B;, Bg a lubo-
volnym z bodov A,, A;, A;, Ag. Zrejme plati: ByA, ||
H B5A5, 2A3 H B5A6> B A H B5A2> B2A6 H BSA3) pre
body Bj, B, je situdcia analoglcka

RIESENIE 3. ULOHY

Nech x, je redlny koren rovnice

(1) x4+ ax®+bx2+ax+1=0.
Potom zrejme x, # 0 a plati
1 1
Xo+axo+b+a —+—2—=0
Xo Xo
Cize

2 (x0+x) +a(x0+f~)—{—b—2—0

Z (2) je zrejmé, Ze spolu s x, tieZ xl je redlnym korefiom
0

rovnice (1). Cislo y, = x4 + L , pre ktoré plati [y, = 2
2P P

je v8ak v takom pripade redlnym korefiom rovnice

3) : yV+ay+b—2=0.

Rovnica (3) mé redlne korene vtedy a len vtedy, ked plati
a®* —4b+8=0

Cize

4) bgi-auz.
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Nech plati (4). Rovnica (1) bude mat realny koreni vtedy
a len vtedy, ked pre aspoii jeden z redlnych korefiov

—a — |[a® — 4b + 8 —a +|/a? 4b—|—8
V1= V2 = V2 = Y2

rovnice (3) plati |y;| = 2. Zistime, kedy bude tdto pod-
mienka splnena. MoZe tak byt bud pre

5 = —2 dize
4—a§]/a2——4b+8, z ¢oho pre a = 4 méme
5) b=2a—2
alebo pre
— 2 R

a+Va2 H+8 . pe)@ BBz a + 4,

z Coho pre a = —4 dostaneme
(6) b= —2a—2.

Znézornime si mnoZinu bodov (a, b) vyhovujacich pre
a € {(—4; 4) nerovnostiam (4), (5), resp. (4), (6) v rovine
s pouzitim kartézskych suradnic (pozri obr. 74).

K tomu, aby sme na$li minimum stctu a* 4 b* tych
koeficientov a, b, pri ktorych m4a rovnica (1) aspofi jeden
redlny korenl, staci vypolitat vzdialenost OT, = OT,,
kde T3, T, st dotykové body kruZnice so stredom v bode
(0, 0) s priamkami p,, p, (obr. 74).

Zrejme plati 5. OT, =4 &i%e OT, — £ — iin (a® + b?).

5
Prea= -, b= — je a® + b = - a rovnica (1) ma
5° 5 5
dvojnasobny koreii x = —1; pre a = — 5 s b= —%
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je tiez a* + b* = — a rovnici (1) vyhovuje ako dvojna-

(SIS

sobny koren x = 1.

Obr. 74

RIESENIE 4. ULOHY

Oznaéme A, B, C vrcholy skimaného rovnostranného
trojuholnika, pricom vychodiskovy bod prieskumne;j
cesty Zenistu oznadime A4. Nech a je di¥ka strany troj-
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uholnika ABC. OznaCme kg =% (B;V—j—a), ke = k(C;

213 a) (obr. 75). Je zrejmé, Ze k tomu, aby Zenista preskiimal

Obr. 75

body B, resp. C, musi sa na svojej ceste z vrcholu 4 dostat
do niektorého bodu na kruZnici kg, resp. k. Dalej je
zrejmé, Ze ak Zenista dosiahne nejaky bod X kruZnice kg,
potom najkratSou cestou na kruZnicu k¢ bude prisluSnd
cCast useCky XC. Oznacme §;, S, S5 v uvedenom poradi
stredy stran AB, BC, CA trojuholnika ABC a T priesec-
nik vy$ky BS, s kruZnicou kg. Bod T je zrejme zaroveii do-
tykovym bodom priamky S;S, a kruZnice k. Nech U je
priesecnik tiseCky T'C s kruZnicou k. UkaZeme, Ze lomena
ciara ATU je hladanou najkratSou cestou, po ktorej Ze-
nista splni svoju ulohu.
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Nech A’ je symetricky obraz bodu 4 vzhladom na os
S, S,. KedZe trojuholniky AT'S; a CT'S, st zrejme zhodné,
plati <x ATS, = <= CTS, = <= A'TS, a priamky A'T,
TC st totozné. Ak X je Iubovolny bod na kruZnici kB,
potom zrejme plati: AX + XC = A'X + XC = A'T -+
+ TC = AT + TC, pricom rovnost nastane prave
vtedy, ked X = T. Z toho vyplyva, Ze lomena Ciara ATU
je najkrat§ou cestou z vrcholu A na kruZnicu k¢ cez bod
na kruznici kg.

Zostava nam este dokazat, Ze prejdenim tejto cesty pre-
veri Zenista cely trojuholnik ABC. Ozna¢me P, resp. R
patu vysky z vrcholu S, resp. S;, v trojuholniku A4S,7,

resp. AS,T. Zrejme je S;P < S;T, SR << §,T = =

4a<

<a 1/3 = §;T. Z toho vyplyva, Ze po ceste AT preveri
iemsta vnutro i hranicu $tvoruholnika AS;7TS; a kedze
TS, =TS, = %a < TB = TS&,, tieZ vnutro i hranicu
trojuholnika S;BS,. Ozname V, resp. W, pétu kolmice
spustenej z bodu U na priamku BC, resp. CA. Zrejme
plati UV < TS, a UW < TS,. Po ceste TU preveri
preto Zenista vnutro i hranicu $tvoruholnikov TUVS,
1 TUWS;, priCom body V, resp.W, leZia zrejme vo vnutri
useCky KC, resp. LC, kde K, resp. L, je prieseCnik kruz-

nice k¢ s useCkou BC, resp. CA. Nech ky = k(U; V3

a M, N st priesecniky kruZnic k¢, &y (pozri obr. 75). Kedze
oblik MN kruZnice k¢ prislicha stredovému uhlu 120°
a obluk KL tejto kruZnice, vo vnutri ktorého lezi bod U,
prislicha stredovému uhlu 60°, je vyse¢ CKL Castou vy-
sete CMN, z Coho vyplyvi, %e z bodu U preveri Zenista
tieZ vnuatro i hranicu celej vyseCe CKL. Tym sme sa
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presvedcili, Ze z lomenej Ciary AT'U preveri Zenista cely
pozemok.

RieSenim tulohy je tieZ lomena Ciara z vrcholu A na
kruZnicu kg cez kruZnicu k¢, ktord je simerna s lomenou
&arou ATU podla osi 4S,.

RIESENIE 5. ULOHY

Nech f, g € G, f(x) = ax + b, g(x) = ax + c¢. Potom
podla vlastnosti a), b) tieZ g o f! €G, pricom g[f (x)]=
=al +¢=x—b+ c. Podla c) vSak musi byt
potom —b +¢=0 ize ¢ =>b. To znamena, Ze pre
fe G, f(x) = ax + b je b jednoznacne urCené Cislom a,
oznalme b = ¢(a). Pref : f(x) = ax + ¢(a) existuje podla
c) x; tak, Ze x, = ax; + ¢(a). Z toho dostaneme
(1 — a)x; = ¢(a) Cize plau bud a = 1, g(a) = 0 a x; je
TubovoIné redlne Cislo alebo a # 1 a x; je jednoznaCne
_¢la)

1—a’

urcené: x; =

Nech f : f(x) = ax + ¢(a) a g g(x) = bx + ¢(b) st
lubovolné dve funkcie z G, priCom b # 1. Potom f o

0geG : flg(x)] = a(bx + ¢(b)) + g(a) = abx + aq(b) +
+ gla), ale tick g o f € G : g[f(x)] — blax + ¢(a)) +
+ @(b) = bax + bg(a) + @(b). Na zaklade vyssie uvede-
ného vSak musi platit: ap((b) + ¢(a) = be(a) + ¢(b) Cize
(1 —b)g(a) = (1 — a)p(b)aaka +# 1, potom ;= <p( )
_g(b)
*1—b"

Tym je tvrdenie ulohy dokazané.
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RIESENIE 6. ULOHY

Cisla by, k= 1,2, ..., n mozno zvolit napr. takto:
br=ag" '+ ag" P+ ... F a9+ @+ arng + ...

n
oot a gt = Zaiq””'”

i=1

a) Zrejme plati b, > a; pre vSetky £k = 1,2, ..., n;

n
b) by, — gbp = Za gt aniq“c—“ =
i1
n -k
= D ag*t — gty = Zak+;q"‘1 (1—g» >0,
i=1 j=1

bia

z Coho vyplyva —— b

>gqprek=1,2,...,n—1.

n
gbi+y — by = aniq”‘ o > gt —
i-1

i=1
k

=2 g7 (¢*—1)< 0,z Choprek=1,2,...,n—1

j4
hned dostaneme: by ,/b; << 1/q .

n

by Z( gt i‘)<2ai(1+24+242+ +2g ) =
k=1

\|M3

1 i= i=1

-1 n—1

P28 (e

i=1

n

:%(

L

—

)
4§»
<o

I

—
1

[ =)

N
il ¢
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