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V. Reseni soutéinich uloh Iil. kola

KATEGORIE A4

I A-III-1 l

Plati-li pro velikosti vnitfnich uhla trojahelnika
sin® « - sin® f + sin®y = 2, (D
je tento trojuhelnik pravouhly. Dokazte.
(5 bodu)
RESENI. Podle vzorce 2sinx — 1 — cos 2« plyne
z dané rovnosti
cos 2a -+ cos 2f3 - cos 2y + 1 =
Podle vzorce pro cos 2o + cos 2/ a podle vzorce 2cos?y =
= 1 - cos 2y dostaneme
2 cos (« + f) cos (¢ — p) + 2 cos’y = 0.
ProtoZe je o -} f = m — y, dostaneme dale
cosy (cosy — cos (x — f5)) =0,
neboli

cosy (cos (x -+ ) + cos (e« — B)) = 0.

Pouzijeme znovu vzorce pro cos (« - ) + cos (« — f);
vyjde
cosc . cosfy . cosy = 0. (2)
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Je tedy bud o = —721, nebo ff = —275, nebo y = —g— .

POZNAMKA. Uvedené feSeni 1. tlohy je feSeni
autorské. SoutéZzici, ktefi tuto ulohu uspésné vytesili,
vétSinou uzivali v podstaté stejného postupu, tj. dokazali,
e z rovnosti (1) plyne rovnost (2). Jejich dtkazy vsak

vevs

| A-III-2 |

Je dan Ctyfstén. Oznaéme v; (1 = 1, 2, 3, 4) jeho vysky
ag; 1 =1,2,3,4) poloméry kulovych ploch vné vepsa-
nych tomuto Ctyfsténu. Pak plati

1 1 1 1 1
ifemter b S e b
(1 Vs, Uy Vs 0y L’z 03 0
Dokazte.
(6 bod)

RESENI. Oznaéme vrcholy ¢&tyisténu A; (@ = 1, 2,
3,4). Budiz S, stfed a p, polomér vné vepsané kulové
plochy podle schematického obr. 65. Oznatme P;, P,,
P, P, po fadé obsahy trojuhelnika A AyA;4,, A A,A3Ay,
A A1A:4, N A1A,As. Potom pro objemy Vi, Vig, Vs,
Vi Ctyfstént A, 434,48y, A1 434,48, A1 A, A4Sy, A14,458,
plati

“Vu =+ Vlz e V13 + V14 =V, (1)
kde V je objem Ctyfsténu A;4,A54,. Plati viak
VH-P‘Q‘ (i=1,2,3,4);
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po dosazeni do (1) dostavame

S (—P+P+P+PY)=V,
z Cehoz

1 P+ P+ P+ P
o 3V '
Cyklickou zaménou dostaneme:

1 P1~P2+P3”’{‘P4

0s 3V ’
1 _ PA+P,—P+P
03 3V ’
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1 P {P,+P—P

o 3V
Je tedy
_1_+_i_'__l+_l:_2_' P1+PZ+P3+P4.(2)
51 Q2 03 04 3 V
Daile plati
V:fg“ (i=1,2,34),
z Cehoz
|
o 3V (i=12,3,4),
a tedy

2(_14_|_L,+_l_|__.1‘)_7__ 2 . P1+P2+P3+P4‘
v, Uy Uy 0,
Z rovnosti (2) a (3) vyplyva

1 1 1 1 1 1 1 1
2F+~+—+ﬂ:—+—+ +—,
U1 Uy Vs Uy
c.b.d. Resil Petr Sladalek,
3. f, gymnasium, ul. W. Piecka, Praha 2

JINE RESENI{. Polomér kulové plochy » vepsané
dovnitf daného Ctyfsténu ABCD (schematicky obr. 66)
oznalme ¢ a obsahy jednotlivych stén S;, S, Ss Sy
Pro objem V' daného Ctyfsténu plati

St S st S5+ S.g=V,
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Obr. 66

z ¢ehoZ po upravé mame

1 818 1S+ S,

Dile vime, Ze pro objem V plati

V- 4 V. N v
V;Sl.—:‘si;—SZ.‘a_z"—‘—' S3."3""'—’b4.—34‘,
takze
3V 3V 3V 3V
Slz-a—,sz——a,s'g—rv—a‘, S4—v—4.
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Po dosazeni za S, S,, S;a S, do (1) dostdvame rovnost

1 1 1 1 1 ,
0 vy I Uy { Uy | vy )
Vysetfujme kulovou plochu », o poloméru p, vepsanou
do trojhranu A(BCD) tak, Ze se dotyka roviny BCD a lezi
v opatném poloprostoru urfeném rovinou BCD nez
bod A. Tato kulova plocha x, je stejnolehld s kulovou
plochou % vepsanou dovnitf Ctyfsténu ABCD. Stredem
stejnolehlosti je bod A. Vedme rovinu s || BCD (¢ = BCD)
tak, aby se dotykala plochy #x,. Ze vzdalenosti rovin o
a BCD urc¢ime koeficient stejnolehlosti, ktery se musi
rovnat poméru poloméri:

o _ 20Ty
1% (41 '
Odtud dostavame
1 1 1
—— 2, 3
01 e Uy ( )

Obdobny vztah jako (3) plati zfejme i pro 04, 253 04, V45
045 V4. Z téchto vztahii tedy plyne

E A S SRS S Y )
(%1 02 03 04 0
Po dosazeni z rovnosti (2) dostavime rovnost
1 1 1 1
L oY AL N
01 09 03 04 Uy Uy Vg Vg
ktera se méla dokazat.
Resil JAN FRYNTA,
4.f, gymnasium, ul. W. Piecka, Praha 2
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I A-III-3 I

Je dana postupnost redlnych Cisel ay, agy. . .5 apy. - -
taka, Ze pre kaZdé & > 1 plati a;—; + @y = 2ay.
Pren=1,2,3, ... oznaCme

1
AIL —t }/i (al “]“ a2 “{‘ N _{" an) .

Potom pre kazdé n > 1 plati tieZ
Ay + Apia = 24,3 (1)
dokazte. (8 bodov)

RIESENIE. Vypoditajme rozdiel R, = A, + Ay —
— 2A4,. Lahko sa vidi, Ze
R — 2@, +as+ ...t ay) —nn+ Da, +n(n—a,,
" nn—1)(n-+1). ’
Je zrejmé, Ze (1) plati pre kaZdé prirodzené Cislo » > 1
vtedy a len vtedy, ked pre kazdé n > 1 je R, = 0, ¢o je
ekvivalentné s nerovnostou
2(a,+as+ ... +ay)+nn—1a,, =
=nn+1)a,. 2)
Pravdivost nerovnosti (2) dokidZeme uplnou indukciou:
1. Pre # = 2 ma nerovnost (2) tvar
2 (a, + ay) + 2a5 = 6a, CiZe a; + a3 = 2a,,
o je splnené podla predpokladu.

2. Predpokladajme, Ze pre nejaké prirodzené d&islo
n > 1 plati (2). Podla podmienok tlohy plati pre kazdé
prirodzené Cislo n > 1 tieZ

Ay + @p+e = 2a,+,, 2 Coho hned dostaneme
nn+Da,+nn+1ags=2n(n+1)a,+. (3)
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Séitanim (2) a (3) po jednoduchej Gprave dostaneme
2@, +ay+ ... +a,+apy) +nln+1)aysy =
=m+ D0+ 2)aun,
¢o je nerovnost, ktord dostaneme z (2), ak v nej nahradime
n Cislom n - 1.
Tym sme dokazali spravnost nerovnosti (2) pre kazdé
prirodzené Cislo » > 1 a vzhladom na ekvivalenciu ne-
rovnosti (2) s nerovnostou (1) tieZ spravnost tejto ne-

rovnosti. .
Riesil PAVOL ZLATOS, 3.b tr.
Gymn. Bratislava, Novohradska ul.

JINE RESENI{. Utvofme nejprve posloupnost koefi-
cientli definovanou rekurentné takto:
bl = 1, bz . 3, blc = 2[7]3».1 - bk<,2 '[“ 1 .
Matematickou indukci snadno dokéZeme, Ze pro kazdé
pfirozené Cislo % plati

L 1)

I. Pro £ = 1 a k = 2 rovnost (1) skutecné plati. Necht
k = 3. Podle definice je

by=6—-1+4+1—6
a podle (1) je také

by = ~2— =6
II. Necht (1) plati pro néjaké pfirozené &islo 2 = 3.
Pak
kR+1.k k.(R—1
bk+l=2bk—bk—1+1=2-( +2) — (2 )—I—lz
= (k + 2)2(k + 1) , c.b.d.
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Podle ptedpokladu pro kazdé £ > 1 plati
ag 4+ apy = 2a; . (2)

Secteme n — 1 nerovnosti (1 je libovolné zvolené pfiro-
zené Cislo, n > 1),

bl.(a1~2ao,+a3)20,
bq.(dg—‘zag + d4) go:

....................

by (@ — 2a, + ayy) =0,

kter¢ plati podle (2) a proto, Ze podle (1) je b, >0 pro
kazdé £ = 1. Soucet je

ab, + ay . (—2b + by) + ay . (b, — 2b, + bs) + a,,
c (b —2by + b)) + ... + ap. (bpy — 264 + by) +
+ oo+ auy . (s — 26,5 + by-y) +

s Ay - (bn—z - 2bn —l) + Apt1 + bn~1 =0. (3)
Z rekurentni definice posloupnosti {5} plyne
by — 2bgy + by = by — 2byy + 2b, — by, +

+1=1.
Tedy nerovnost (3) nabyva tvaru
aby + ay (—2by + b)) +az+ay+ ... Fap+ ... +
+ana+ @y (bpg — 2b,4) + @y . by = 0.

Dosadime za koeficienty b, z definice a z (1); dostavame

2—n®—n

aqt+a+...4+a, 1+ a,. = 5 1

9
n® —n
‘|’an|1"'2 -=0,
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tj.
2.(a; + as + ...+ ayq)+ 2a,— 2n%a, + (n* —n)a, +
+(n2_n)an+1 =0,
¢ili
n2—mn).a,+ n®>—mn).ay, =
=-2.(a; +ay+ ... + a,) + 2n%,,.
K obéma strandm posledni nerovnosti pficteme 2r? (a;
+ ay + ... + a,_,), nalevé pfi¢teme i ode¢teme 7 (a; +
+ ay, + ... + a, 1). Po Gpravé dostdvame
m4+n).(@+a+ ... +Fa,q)+ 0@ —n).
sl +ay+ o Fayy) =) (@t apn) =
=2m —1).(a, +ay+ ... +ay,).
Tuto nerovnost znasobime kladnym vyrazem
1
nmn—1)(n-+4 1)

a dochdzime k nerovnosti

1 1
n—1 (@ +asgt ... + apy) + P

1
Say +ap + ... +an+l)22.»’—z—(a1 +as+ ...+ a,)

COZ je nerovnost
Anvl + An+1 2 2. An >

kterou jsme méli dokazat.

Resila MAGDA FORTOVA
4.d, gymnasium J. Fucika, Plzeii
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| A-I11-4 |

Je-li n = 2 pfirozené Cislo, urcete

n*—1

[1'%].

k=1
(6 bodn)

RESENTI. Pro kazdé ptirozené ¢islo n = 2 plati

[~ 1] =n—11,
nebot
n—1=snt—1<m—1)+1.
MnozZinu
M= {1,)2, ...,)n*— 1}
tedy miZzeme rozloZit na » — 1 disjunktnich podmnoZin
A, definovanych takto:
A, = {xeM;[x]=1},ie{l,2,...,n— 1}.

Nyni zjistime pocet prvku ||A;|| mnoZziny A; pro kazdé
ic{l,2, ..., n— 1}. Nejmen$im prvkem mnoZiny A;
je zfejmé prvek

oy = Vié 5
nejvétsim jejim prvkem je prvek
po=JG T,
Ziejmé je A; = {a; 0 + 1, ..., fi}, a proto
1A= G+ P — =2+ 1.
Z ptedchazejicich tvah plyne (7 = 2):

n*—1 n—1

> F1= 3 i lIAd = 3 @it i) =2. 3 it 3 .

i=1
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Pro kazdé pfirozené ¢islo » plati
n

Zi=%n(n+ 1) a ?z?:%n(n—l— H@2n+1),

" —

i=1 i=1

a proto

n*-1

< e 2 1
Z[]/k]zg(n—1).n.(2n—1)+7(n—1).n.
k=1

Po upravé dostdvame

n*-1

Z[Vk] :%n(n —1)@n+ 1),
k=1

coZ je hledany vztah. 5
Resil JAN TRLIFA]J,
3.d, gymnasium, Sladkovského ndm., Praha 3

| A-III-5 |

Je dana rovina g. Jsou-li P, Q dva body z g, oznacme
P + Q stied dvojice P, Q a P.Q bod roviny p, ktery
dostaneme otoc¢enim bodu Q okolo bodu P o 90° v klad-
ném smyslu.

a) Jsou tyto operace komutativni ?

b) Jsou diny dva pevné navzijem ruzné body 4, B
roviny g¢. Rovnice

Y. X=A4.X)+B (1)
urluje zobrazeni X | Y.

Urcete o jaké zobrazeni jde.

c) Sestrojte vSechny samodruZné body tohoto zobra-
Zeni. (8 bodu)
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RESEN{. a) Operace ,,+“ je zfejm¢& komutativni.
Operace ,,.* komutativni v mnoZiné ¢ neni. Zvolime-li
si totiz v roviné ¢ dva razné body A4, B, pak vidy plati

A.B#+B.A.

b) Zvolme v roviné p libovolny bod X. Bod Y, pro
ktery plati rovnost (1), pak ziskdme nasledujicim postu-
pem. Nejprve sestrojime bod U = 4 . X a potom bod

= (4 . X) + B. Nyni je téeba rozlisit dva pfipady:

o) Necht X = T. Potom Y = X. (Problémem, zda
tento pfipad nastdva,

se budeme zabyvat pii AX=U
reSeni Casti c¢) dané /\ v~ (AX+B=T
ulohy.) I \ TR

f) Necht X # T ~__ 7 MNT
(obr. 67). Potom je 7 X f L/B
bod Y vrcholem pra- i<
vouhlého rovnoramen- A"~ \\ ' /“ X
ného trojihelnika s S/ /
pfeponou X7, v ném b ——

bod X prejde do bodu

T otocenim okolo boduY o 90° v kladném smyslu.
Z popsané konstrukce bodu Y vyplyva, Ze rovnici (1)

je ke kazdému bodu X e p pfifadén jediny bod Y € o.
Druh zobrazeni urlime tfeba pomoci komplexnich

¢isel. Umistime soustavu ortonormalnich soufadnic v ro-

viné o tak, aby body A, B byly po radé obrazy dcisel 0,1

(strucne budeme psat A = [0], B = [1]). Daéle oznalime
= [2]; pakje A . X = [iz],
i 1
T:(A.X)JF—B:[Ez—{—E-]. (2)

Na druhé strané je T = Y . X; oznaime-li Y = [2'], je
T=[24+i(z—2)]=[1—1)2 +ig]. (3)
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Porovninim (2) a (3) vyjde

PR | 1
(1—1i)z +1z_—é-z —I—?,
tj.
SRS ST S
S ¥ 6 g
a po upravé
, 1 —i 141
=y + 5 4)
Rovnici (4) je urcena piima podobnost. To zjistime,
1—i| 1
vyjadfime-li napf. —4— =k.e kde k= ]—--4—— _V—g,
&= V~2 (1 —1i).
Zobrazem [2] I-> [e2] je otoCeni kolem bodu [0], zobrazeni
[e2] |—>[ ez + —+ ] je stejnolehlost s konstantou k.
A c) Budiz’X = Y sa-
Bi— — modruZny, bod podob-
T X=T7 \ nosti (4); pak je X .
\ /7’\(‘\\\\ v\ . X = X, a tedy bod
\\:;>// \\\\ ;\/ ~» X je feSenim rovnice
v U=AX X=(A4.X)+ B.

ob Situace pro samodruz-
r. 68

ny bod X je naznacena
na obr. 68; zde je A XAU ~ A XVB, AU = AX =
=VX= BV UX = BX. Pro pomocny bod V tedy plati

AV = 2 BV, {AVB:%, V.X = B;
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témito podminkami je bod V jednozna¢né uren; bod X
sestrojime z Gdaje X =4 + V.

POZNAMKA. U 5. tlohy je uvedeno autorské feseni.
I kdyZ nékolik ucastnik 3. kola ziskalo za tuto ulohu
plny pocet bodl, zaddné z téchto feSeni se nehodilo

k otiSténi,
I A-III-6 I

Ve &tverci, jehoZ strana mé délku 50, je ddna lomend
¢ara L tak, Ze kazdy bod ¢tverce mé od nékterého bodu
Cary L vzdalenost nejvySe 1. Dokaite, Ze délka Cary L
je vé&tsi nez 1248,

(7 bodur)

RESENI{. Necht 4B je libovolna tsetka ¢ary L. Uva-
Zujme mnoZinu vSech bodu roviny daného Ctverce, které
maji od této tseCky vzdilenost men$i nebo rovnou 1.
Touto mnoZinou je ziejmé sjednoceni vSech kruhii ohra-
ni¢enych kruZnicemi &, = (X3 1), kde X probiha usecku
AB, tedy utvar sloZeny z pravouhelnika, jehoZ dv¢ strany
jsou rovnobéZné s useckou AB, maji od ni vzdalenost 1
a druhé dvé strany obsahuji body 4, B, a z dvou ptulkruht
se stfedy A, B ohraniCenych stranami pravouhelnika kol-
mymi na AB (obr. 69). Je-li délka usecky 4B rovna d, pak
obsah nalezeného utvaru
(dale jej budeme nazyvat T

ovilem) je Iy |
2d + 7. Ap————5
UvaZujme vSecky ovaly l1 '

nad vSemi useCkami tvo- |
ficimi ¢aru L. Tyto ovaly
musi podle zadani tlohy Obr. 69

pokryt cely dany ¢tverec. Kdyby totiz néjaky bod uvazo-
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vaného Ctverce leZel vné kazdého z téchto ovald, mél by
od kazdého bodu ¢ary L vzdalenost vétsi nez 1.

Obsah priniku ovalt nad dvéma sousednimi GseCkami
Cary L se spoleCnym koncovym bodem K je ziejmé vétsi
nebo roven obsahu kruhu ohranieného kruZnici k; =
= (K; 1), ktery je obéma ovalum spoleény (obr. 70).

Obr. 70

Pro obsah P utvaru vzniklého sjednocenim ovala sestro-
jenych nad vSemi tseCkami Cary L pak plati:

n n
P=>Qdi+m)—(n—1).n=mn+2.>dy (1)
i=1 i-1
kde d;, 1 = 1,2, ..., n, jsou délky vSech tsecek tvoficich
Caru L.
Predpokladejme, Ze existuje Cara L, ktera vyhovuje
podminkam tlohy a je krat$i nebo rovna 1248. Pak

Ddy=1248.
i=1
Z nerovnosti (1) tedy vyplyva
P = 7 + 2496 < 2500 = 507 .
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Avsak vyse bylo dokdzéno, Ze utvar vznikly sjednocenim

vSech ovalti nad tseckami Cary L pokryva cely dany Ctve-

rec, takZe P = 502, coZ je spor. Délka Cary L je tedy vétsi
nez 1248.

Regil PAVEL KINDELMANN,

3.a, gymnasium, Srémkova ul.,

Ceské Budéjovice
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