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IV. Soutéini Glohy Ii. kola

1. KATEGORIE A

V mnoziné vSech celych kladnych ¢&isel jsou zavedeny
dv€ operace: x My je nejvetsi spolecny délitel Cisel x, y;
x Ly je nejmensi spolecny nasobzk Cisel x, y.

1. Dokazte, ze kazda z operaci M, U je komutativni

a asociativni.

2. Dokazte, Ze kazda z operaci M, L je distributivni

vzhledem k operaci zbyvajici.

3. Najdéte vSecka celd kladnd Cisla x, pro ktera plati

xM(aux) =bu(brx);

pfitom a, b jsou dand cela kladna Cisla.

(6 bodu)
'3 3 PES iy i3 2, ! 2

RESENL 1. Budiz x = p}'...p/"y =pp'...p" 2=
= p...p;" kde pi,...,p, jsou vSecka prvocisla, kterd se
vyskytuji v rozkladu aspoii jednoho z ¢isel x, v, =z (expo-
nenty »x;, 4; ¥; jsou nezadporna Cisla celd).

V rozkladu cisel x My a yrx jsou i-ti souCinitelé
printGa k) pmin@ix) o je tedy xMy =y M x a komu-
tativita operace M je prokazina. Obdobné tomu je u ope-
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race LJ; zde je -ty soucinitel rozkladu Cisel x Ly iy L x
Cislo pimax Ga» )

Asociativita obou operaci se prokaZze tak, Ze i-ty souCi-
nitel v rozkladu x M (ym2) i (xmy) Mz je pipin i i v
i-ty soucinitel v rozkladu x L (y i 2) 1 (x uy) LI 2 je

max (%, 4;s ¥;)
Pi R

2. Duikaz distributivity: i-ty soucinitel v rozkladu Cisla
(xmy)uzije

])imux ((minsx;, 4;), ;) (1)
v rozkladu Cisla (x L1 2) M (y L 2) je
Pimin (max (x;, v; ), max (4;, v; ))- (2)

Rovnost exponenti (1), (2) dokdZeme napi. pomoci
Ciselné osy; je celkem 6 moZnosti (obr. 50).

2 2 A, 2 <A

o , v

t } R ——
Ai ®; %x A
: v 1 W
Ai % % Y
; . o U ‘ LY
A ® % A

Obr. 50

Obdobn¢ se dokaze distributivita operace M vzhledem
k.

3. Re$eni rovnice
xM(adx)=>bu (brx). 3)
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Operace rm je distributivni vzhledem k operaci LJ, a proto
xMfaux)=@xMa)u(xmMx).
ProtoZe je x M x = x a Cislo x M a déli x, je
xM(aux)=x. (4)
Dile je podle (4) pfi nahrazeni x |- b, a |- x
bu@mnx)=0Gubndux)=>bn(xubd) =>b.(5)
Spojenim (4), (5) dostaneme jediny moZny kofen (3)
x=>b.
ZKOUSKA potvrdi, Ze b je opravdu kofenem rovnice (3).

A-II-1b

Je dan pravidelny Ctyfstén o hrané délky % a primka p.
Oznaéme A, B, C, D pravouhlé praméty vrcholt daného
Ctyfsténu na pfimku p. DokaZte, Ze plati

AB* + AC?* 4 AD? -+ BC? -+ BD? 4 CD?* = 2h* .

(6 bodir)

RESENTI (podle PAVLA FERSTA ze tiidy 3. d gym-
nasia na Sladkovského ndm. v Praze 3).

Zvolime ortonormalni soufadny systém tak, aby
vrcholy daného ¢tyfsténu A, B’, C’, D’ mély soufadnice
A" =[0,0,0], B' = [a,a,0], C" = [a, 0, a],

D = [03 a,al,

1 —
kde a =5 & J/2. Na ptimce p pak zvolime jednotkovy

vektor v = (&, B, ), o>+ 2+ 92 =1.
Obecné plati, Ze velikost pravouhlého priamétu libo-
volné useCky XY na pfimku p je rovna absolutni hodnoté

—_—
skalarniho soucinu vektoru XY s vektorem v.
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V nasem pfipadé tedy mame
AB? + AC? + AD? + BC? + BD? + CD? =
— (A'B .V} + (AC VP + ...+ (CD .V =
=a(a+ P+ @+ +B++ 00—+
+ =P+ (B — )Pl =
= a?[a? 4 2af 4 % + o® + 20y + 2 + B* + 2By +
+ P+ =28y + By — 2ay + o+ B2 — 208 +

2
—|—a2]:4a2(o<2+l32+7/2)=4a2=4'2'2=2h2,

coZ jsme méli dokazat.
|A—11—2a|

Je dano pfirozené Cislo a; vypoctéte soucet
1973
[k
ik
k=1

Pozndmka. Pro kazdé redlné x znaci [x] jeho celou Cast,
tj. celé Cislo, pro které plati [x] = x << [x] + 1.

(6 bodi)
RESENI. Plati

a—1 2a—1
S Sl
L la a
k=1 k=a

3a —1 k

Z[;]wZﬂ, ...... 5

k=2aq
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a

M
| |
| 2
ed
I
—
Q=
| N

k=a[ﬁ]
a,
kde m je pocet pfirozenych Cisel ne vétsich neZ n, ktera

vl Twr o owe oy n ,
maji pfidéleni Cislem a celou ¢ast rovnou [a_] splatim =
n
=n—al- 1.

Dostavime tedy:

Sl v (@) )bl

5{E- )]+ Bl
b ()

Pro n = 1973 odtud dostavame soucet Zddany tlohou.

l

|A—I1—2b]|

Budte Ag, 4;, Ay, A5 Ctyfi po sobé bezprostfedné na-
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sledujici vrcholy pravidelného sedmiuhelnika. Pak plati

1 1 1

Aoy, " Ay " ALA,

dokazte. (6 bodu)
Obr. 51

RESENI. Ozna¢me
¢ komplexni jednotku
T
7 Pak
lze zvolit soustavu or-
tonormalnich soufad-
nic tak, Ze vrcholy A,,
Ay, Ayy Ag jsou po fadé
obrazy komplexnich ¢i-
sel 1, &2, &4, &8

$ argumentem -

(54,84, =
= JA,SA4, =
2
= X A4y = T %

pritom S je stied kruz-
nice opsané danému sedmithelniku). Situace je zndzor-
néna na obr. 51. ProtoZe podle véty o obvodovych thlech

je X AjAgAs = < AsAyAs = ? , pievede otoceni ko-
lem stéedu 4, o thel 7 polopfimky Agd;, dod, po fad

—

v polopfimky A,A,, AgAs. Je tedy pii oznaleni z obr. 51

a“»—lz%e(az—l),
¢))

6 ___ :ﬁz 2 o
€ 1 as(e 1).
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Tyto rovnice vyplyvaji z posunuti soustavy souradnic,
které prevede soufadnice bodi A4y, A,, 4, Az po fadé
v &isla 0, &2 — 1, * — 1, &8 — 1. Cislo ¢ je (primitivnim)

korenem rovnice &’ = —1 neboli ¢ 4 1 = 0; plati tedy
8 — et —Bte2—e4+1=0. (2)
Z rovnic (1) plyne (je totiZ &% 5= 1)
e+ 1= —b~a,
a
' €)

e 1=
a

Rovnici (2) upravime na tvar
S+ 1—e(t+e2+1)=0,
kam dosadime z druhé rovnice (3). Po tupravé vyjde

s4+(1—s)§:o. o)

Vylou¢ime-li ¢* z druhé rovnice (3) a z (4), dostaneme
po upravé

82———c—£+1—0 (5)

cC— a

Vylou¢ime déle &2 z rovnice (5) a z prvni rovnice (3);

vyjde
(2o
c—a a

a odtud ac -+ ab = bc, coZ je dokazovana rovnost.

JINE RESENI (podle MILENY SIDLOVE ze tfidy
3.a gymnasia v ulici Nad Stolou v Praze 7). Rovnost
1 1 1
44, ~ 4,4, T 4.4, (1)
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plati, pravé kdyz

ad, T a4, =1 2)
Ziejmé je
Aod, = 4345 a Agd, = A1 4,,
takZe (2), a tedy také (1), plati, pravé kdyZ
A Al 1A2
A4, T A4, b 3)

—_—

Vektory A,4,; a A5A3 jsou souhlasné orientovany, nebot
AyA, || AzA; abody A, a A; lezi v téZe poloroving uréené
pfimkou A4y4;. Tudiz

—> A4, —

AOAl - A:A; . A5A3 . (4)
Podobné zjistime, Ze

Ad = g A, 5)

Jak znamo, v roviné daného sedmitihelnika lze zvolit
ortonormalni soustavu soufadnic tak, Ze existuje takova
komplexni jednotka z, Ze vrcholy A, 4y, Ay, As, Ay A5,
Ag jsou po fadé obrazy komplexnich jednotek 2° —
=1, 2, 2%, 23, 24, 35, 28, Potom z rovnosti (4) a (5) vyplyva

i ‘40‘41 3 5
1= [3[5.(2 2%, (6)
A A
2 — 1fce 3 __
z A, (= 1. (7)

Z rovnosti (6) a (7) dostavame -
A()Al 1A2 . o = 1 ;iz — 2 o
AgA5+A0A g Sl Bt
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LEDE D EE
. D)

~ TR - J g ] o ~
o i e i

nebot 27 = 1 a 2% = z. Plati tedy rovnost (3), a tedy také
rovnost (1), kterou jsme méli dokazat.

DALSIE RIESENIE. Nech pravidelny sedemuholnik
je vpisany do kruznice s polomerom r (pozri obr. 51). Pre
dizky tseciek A,A4,, AgAyy AyA; zrejme plati:

AgAy = 2r sin — 7 AyA, = 27 sin 27—7‘:, @))
AyAz = 2r sin%r-r.
Zo zakladnych vlastnosti funkcie sinus vyplyva
sin 1-177? = sin %,73 . 2

: , v, . 2m W
Z rovnosti (2) po vyndsobeni Cislom sin e # 0 a pouziti
vzorca pre sinus dvojnasobného uhla dostaneme:

.21 . 4m P T T 3
Sin *;7" Sln~7— - Sin 7 COS 7 sin 7 5

z Coho podla vzorca pre stucet hodnot funkcie sinus dalej
mame

.2 . 4 . w /. 2 . 4xm
sm—7—sm7—sm 7(sm7+ sin —7—) 3)
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7 (3) po vyuziti (2) dostavame

in 2% 'n3—n—— sin — si i + sinlt—sin'z’—TE
sin = sin =~ = = $in = Z =
-1
z ¢oho po vynasobeni ¢islom (2r sin % sin 2711: sin 37775) #

# 0 vzhladom na (1) dostaneme

S S
AOAI n AOAZ A0A3 ’

¢o bolo treba dokézat.

Riesil JOZEF SIRAN, 3.b tr.
Gymn. Bratislava, Novohradska ul.

Nech N, znamena mnoZinu v$etkych nezipornych
celych Cisel. Oznaéme A = {x; x = x? + x3,x;,x,€ N},
A; = {tx;xe A}, kde re N, B = {tr; A, = A}. Do-
kazte, 2e A = B . (7 bodov)

~ RIESENIE. DokéZeme najskor, ¢ A < B.Nech e A,
tj.
tlz 13 + 13, t;,t, € Ny Potom pre kazdé x e A je
tx = (1 + 13) (xF + x3) = (1%, + 1205)% + (8122 — Lo%y)* =
= 2% + 22, kde 2, 2, € N,. Teda zx € A, o znamena, Ze
A, < A lize teB.
Nech teraz e B, tj. A, = A. Kedze 1 — 0% + 12€ A,

vyplyva z toho, Ze tiez z. 1 = z € A,. Plati preto aj inkla-
zia B = A atym je rovnost A —= B dokazana.
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V kruhu o poloméru 1 leZi konvexni mnohothelnik.
Dokazte, Ze v tomto mnohouhelniku existuje takovy bod,
ktery mé od vSech jeho ostatnich boda vzdélenost mensi
nebo rovnu jedné.

(7 bodtr)

RESENT. Jestlize stied kruznice S leZi v mnohotthel-
niku M, je S hledany bod a dtikaz je hotov. Necht tedy S
nelezi v M. Pak existuje v M takovy bod T, ktery ma
od S mezi viemi body M nejmensi vzdalenost. DokaZzeme,
ze T ma poZzadovanou vlastnost. Budiz 4 libovolny bod M,
nejprve takovy, Ze nelezi na pfimce S7. TrojuhelnikS7TA4
ma thel u 7 pravy nebo tupy. Kdyby totiZ byl ostry, byly
by nékteré body strany 7°A4, ktera celd leZi v M, blize k S
nez bod T, coZ odporuje definici 7. Je proto T4 < S4 =
= 1. BudiZ nyni B # T bod z M, leZici na pfimce ST.
B neleZi mezi S a T, protoze by byl blize k S neZ T. S ne-
lezi mezi B a T, protoZe podle konvexity by bylo S v M
proti pifedpokladu. Je tedy 7" mezi S a B,a Bjeblizek T
nezk S, TB << SB = 1.

2. KATEGORIE B

V oboru vsech pfirozenych cisel zavedme operaci *
takto:
) Vx:ix Xx1=1%x=1;
b)je-li x >1 ay >1ajsou-lix=p,...pp
Y = qy...q, vyjadfeni Cisel x,y jako soulinii prvo-
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Cinitelti, pak definujeme x % y jako soucin vsech
souCt p; + = 1,..., 4, k=1,..., p).

Dokazte, Ze operace % je distributivni vzhledem k na-
sobeni a uvedte ¢iselné priklady.
(5 bodit)

RESENI. Budiz 2 = r, ... r, vyjadfeni &isla 2 jako
soucinu prvocinitel ; pak je (xy) % 2 soucin vSech soultil
pit+riagetr (z—l cohk=1,..,uj=1,...7),
nebot xy = p;...p,. . je vy)adrem Cisla xy 1ako
soudinu prvo(:initelﬁ. Tentyz vysledek d4 (x % z)
.(y % 2), nebot prvni Cinitel je soufin vSech souctl
pi -+ rj, druhy je soucin vech soultl g + r;. Snadno se
presvédcime, ze podle a) je

(xy) ¥ 2 = (x ¥ 2).(y % 2) (D
i v tom piipadé, kdyZ nékteré z &isel x, y, 2 je rovno 1.

CISELNE PRIKLADY:

I x=12,y=15, 2=8;x=22.3,y=3.5,2 =23,
Jexy = 22.32.5 = 180; (xy) % 2 = (2 + 2)8.
L2 2P . (34 2P. (3 2. (5+ 2)F = 48,58,
78 = 212 58 73 ddlejex % 5 — (2 4 2)8. (2 4 2)3.
LB 2)8 — 45,58 =212 53y K g — (3| 2)3.
. (5 ++ 2)® = 53 . 73. Plati tedy skutecné (1).

. x=18,y=1,z2=25;x = 2.3% 2z = 5%
]e(xy) %z— (2.3? % 52 — 2+52.3+5t=
= 72,2 dilejex ¥ 2= (2.3%) %52 =
—(245) (3+5)4y%z—1%52:1 Plati
tedy skutetné (D).

Do kruznice o stfedu § je vepsan konvexni ¢tyitthelnik
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ABCD tak, Zze S neleZi uvnitf n¢ho, Potom &tyfhelnik
ABCD ma jedinou stranu maximalni délky ; dokazte.
(5 bodu)

RESENT. JestliZe S lei na nékteré strané &tyFihelnika
ABCD, je tato strana primérem kruznice, v§echny ostatni
strany jsou pak nutné kratsi.

Jestlize S lezi vné ctyfuhelnika ABCD, pak mezi
Ctyfmi pfimkami AB, BC, CD, DA existuje jedna, kterd
oddéluje S od ostatnich dvou vrcholt Ctyfthelnika;
zvolme oznaceni tak, aby pfimka 4B méla tuto vlastnost.
UkéZeme, Ze je pak nutné AB > BC, AB > CD, AB >
> DA. Skute¢né, body C, D leZi oba na krat§im z obou
oblouktt 4B a tusetka AB je nejdelsi moZnou tétivou
s koncovymi body na tomto oblouku. Tétivy AD, CD,
BC jsou nutné krat$i, nebot body 4, B, C, D jsou vesmés
rizné (jsou to vrcholy konvexniho Ctyfihelnika).

] B-1I-2a I

Najdite vietky dvojice celych &isel x, y, ktoré spiiiaja
nerovnost:
3x* —2)+(v—12=6.

Vysledok rieSenia zndzornite v pravouhlom stradnicovom

systéme.
(6 bodov)

RIESENIE. Dant nerovnost 3(x* — 2) + (y — 1)2 <
= 6 upravme na tvar 3x% + (y — 1)? =< 12 a odtial je:

ly — 1] = |3 — %)

Defini¢nym oborom danej nerovnosti st zrejme x, pre
ktoré je 4 — x> = 0. Tu vyhovuju tie x, pre ktoré je
%] =< 2.
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Rozli§ujme tieto pripady: Obr. 52
a) x| =2, b) |x} = 1, ¢) x| = ¥
=0

e [ I )

Ak |x| = 2, potom |y — 1| =

< 0. Tu plati len znamienko o 4o &
rovnosti. V obore celych cisel je
x:2, —2ay: 1. Tak dostdvame o 4o &

tieto dvojice Cisel, ktoré vyho-
vuju danej nerovnosti: (2, 1), ¢ ¢ &; o o
(=2, 1).

Ak |x| = 1,potom |y — 1| =

I~

5 3. Tejto nerovnosti vyhovu- 2 -1 01 2
ja y, pre ktoré plati: —2 = ¢ %5 @

< ¥ = 4. V obore celych sel

jex: 1, —lay: —2,—1,0,1, s 4-w

2, 3, 4. Danej nerovnosti vyho- 1

vuju tieto dvojice: (1, —2), (1,
—1), (1 0), (1, 1), (1, 2), (1 3), (1, 4), (—1, —2), (—1,
"‘)3 10)3( 11):( :):( >>:(_' )

Ak |x] =0, potom |y — 1] = 2]/3 V obore celych
¢isel moZeme poslednit nerovnost nahradit nerovnostou
|y — 1] = 3, pretoze 2]/3 = 3,5. Potom v obore celych
Cisel je x:0 a y: —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4. Danej ne-
rovnici vyhovuju tieto dvojice: (0, —2), (0, —1), (0, 0),
(0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4).

Spolu teda nerovnost dand v tlohe je splnend pre
23 celodiselnych dvojic x, y. Grafické znazornenie rieSenia
je na obr. 52.

V prostoru je dana pfimka p a useCka AB takova, Ze
primky p a AB jsou ruzné, nejsou mimobézné a nejsou
na sebe kolmé. Zvolme na usecce AB libovolny bod Q
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a dile zvolme libovolnou rovinu = , v niz lezi pfimka p,
a ozna¢me X patu kolmice vedené bodem Q k roviné .
Naleznéte mnoZzinu vSech bodi X, kdyz bod Q pro-
biha Gsecku A B a kdyZ zérovei rovina = probiha svazkem
rovin, jehoZ osou je pfimka p. Diskuse.
(6 bodu)
RESENI. A. Zvolime na tiseéce AB libovolny bod Q.
Pak mohou nastat dva pfipady:

(a) Necht Q ¢ p. Zvolme rovinu p patfici do svazku
rovin o ose p (obr. 53). Vedme bodem Q kolmici z k ro-

Obr. 53

viné p; patu této kolmice oznaéme R. Necht R ¢ p,
R # Q. Ptimka p leZi v roviné o, a proto n | p. Tedy
kolmice » leZi v roviné o, kterd prochazi bodem Q a je
kolma k pfimce p. Oznacme P prusecik roviny o a pfim-
ky p. Pak < PRQ = 90°. Odtud podle Thaletovy véty
vyplyva, Ze kazda pata R kolmice n vedené bodem O
k nékteré z rovin svazku rovin o ose p lezi na kruZnici &,
ktera lezi v roviné o a jejimZ pramérem je tseCka PQ.
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Obracené, je-li R libovolny bod kruZnice %, pak mohou
nastat ti1 pripady:

]e—li R = P, pak pfislusnou rovinou svazku s osou p,
na mz je prlmka RQ PQ kolmi, je ta rovina tohoto
svazku, jejiZ prusecnice s rovinou o je te¢nou kruznice &
v bodé P.

2. Je-li R = Q, pak pfislusnou rovinou svazku s osou p
je rovina pQ, a kolmici k ni, kterd ma patu R = Q, je
teCna ke kruznici k2 v bodé Q.

3. Je-li R+# P a R = Q, pak pfislusnou rovinou
svazku s osou p je rovina pR, a QR je zfejmé kolmici na
tuto rovinu, nebot p | oa - QRP — 90°.

V piipadé, Ze QO ¢ p, je tedy mnoZinou vsech pat vSech
kolmic k rovindm svazku rovin o ose p, které prochazeji
bodem Q, vySe popsand kruZnice k.

(b) Je-li Q € p, tj. jestlize Q je prgsemkem piimek AB
a p, pak mnozinou vSech pat X vSech kolmic k rovindm
svazku rovin o ose p, které prochdzeji bodem Q, je
zfejmé mnozina {Q}.

B. Na zakladé cCasti A. muZeme vyfeSit nasi ulohu.
Piimka AB neni kolma k pfimce p, a proto body 4 a B
nelezi v téze roviné kolmé k pfimce p. V pfipadé, Ze
A ¢ p (B ¢p), ozname ky (kp) mnoZinu vSech pat viech
kolmic na roviny svazku o ose p, jeZ ptislusi k bodu A(B).
Pfi reSeni nas$i dlohy muZe nastat pravé osm pripadd.
Na obr. 54 az 57 jsou zakladni Ctyfi ptipady, dalsi dva
obdrzime zdménou bodi A4 a B na obr. 55 a 56, dale
situace na obr. 57 muZe byt tfi typu podle toho, zda
kruznice k4 a kp maji tentyz polomér nebo zda polomér
kruZznice k4 je vétsi (mensi) neZ polomér kruZnice kp.
Hledanou mnoZinou je vzdy plast P téles na téchto obraz-
cich. Vyplyvé to z nasledujicich dvou vlastnosti plasté P
kazdého z téles na obr. 54, 55, 56 a 57.

1. Kazd4 rovina o kolmé k primce p a prochazejici
bodem Q leZicim na use¢ce AB protina plast P v kruZnici
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Obr. 56 Obr. 57

ky resp. v bodé Q, kdyz Q € p. Je-li P priseCikem pfimky p
a roviny o, pak tsecka PQ je prumérem kruZnice k.

2. Kazdy bod R € P bud lezi na p, nebo leZi asponl na
jedné kruznici k, ktera lezi v roviné o, jeZ je kolma k p,
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pficemz pro % plati: Oznacime-li P prusecik pfimky p
a roviny o a Q prusecik usecky AB a roviny o, pak PQ
je pramérem kruznice k.

Tyto vlastnosti vyplyvaji v pfipadé vélce na obr. 54 z
vlastnosti rovnobézZného posunuti kruznice k4 ve sméru
pfimky p, v pripadé téles na obr. 55 az 57 se k dukazu
téchto vlastnosti uZzije stejnolehlosti o stfedu V, kde V je
prusecik primek p a 4B.

Pro kazdé realné Cislo y oznacme R(y) pocet feSeni
rovnice
[x] = xy — 1973. (1)
Dokazte tato tvrzeni:
(i) je-liy >2,je 1 =R (y) = 2;
(i) je-li0 < 1974y < 1,je R(y) — 0;
(iii) existuje y, pro které je R(y) = 1973.
(7 bodu)

RESENI. Pfi daném reilném y hledejme feSeni rov-
nice (1). Podle definice celé ¢asti [.] je rovnice (1) ekviva-
lentni nerovnostem (soucasné platnym)

xy — 1973 = x < xy — 1972, (2)
Pritom je z (1) vidét, Ze xy musi byt celé Cislo.

Je-liy >1, tj. y — 1 >0, dostaneme ze (2) pfimym

vypoctem nerovnosti

»1 7_., ./' << _197§_.
y—1 """y-1’
tj.
_.y_ -~ < 9 _L‘

149



Priy > 1 je 5}—_{——1 > 1, takZe v mezich danych nerov-
nostmi (3) lezi vZdy alespoii jedno celé Cislo xy; proy > 1
je tedy R(y) = 1.

Je-i y >2, je 37%_1 << 2, takZe v mezich danych
nerovnostmi (3) lezi vzdy nejvySe dvé cela Cisla; pro
y > 2 plati tedy R(y) = 2.

Tim je dokazano tvrzeni (i).

Je-li 0 << 1974y < 1, je ovSem také 0 << y << 1, tedy
y — 1< 0. Z nerovnosti (2) dostaneme obdobné ne-
rovnosti

v
19721 =5 < xy = 1973 e 4
Jestlize je 0 << 1974y < 1, potom
oy 1.
0<7 —y 1973’
podle (4) ma byt
— Y ey <1973
0\19721vy < xyz;l9731_y ~ 1.

Je ztejmé, ze zadné takové celé Cislo xy neexistuje, tj.
R(y) = 0 — plati tvrzeni (ii).

PonévadZz xy ma byt celé Cislo, jsou nerovnosti (3)
ekvivalentni nerovnostem

Yl r1=xy< Y
[1972 = 1] F1=ay < [1973 . 1] NG

Priy > 1je tedy

R(y) = [1973 yL_l—] . [1972 y—{i] ©)
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PoloZime specidlné y = %g% > 1. Je pak

—2 1973
y—1
a podle (6) je
R(y) = [1973 . 1973] — [1973 . 1972] —
= 1973 (1973 — 1972) = 1973;

plati tedy tvrzeni (iii).

V roviné su dané dva
rozne body A a D.
Nech ABC je ostro-
uhly trojuholnik tej
vlastnosti, Ze usecka
BC obsahuje bod D.
Najdite  geometrické
mie (o stredov strin
BC vietkych takych | Obr. 58
trojuholnikov ABC.

(7 bodov).

RESENT. Je-li v takovém trojuhelniku ABC bod S
stfedem strany BC (obr. 58a), pak
SB=S8C< 84, €))
jak plyne z rovnobéZniku ACA’'B, v némz thel < CAB
je ostry.
Je proto také

SD < SA4, 2
nebot SD < SB.
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Dile je zfejmé, Ze bod S muZe leZet na pfimce AD jen
tehdy, je-li S = D.

Tim jsme dokazali, Ze bod S lezi v té oteviené poloro-
viné vytaté osou useCky AD, kterd obsahuje bod D, a
pfitom na pfimce AD leZi jen v pfipadé¢ S = D .

UkaZme, Ze¢ tim je popsidna hledand mnoZina. Je-li
S = D, existuje zfejmé ostrouhly trojuhelnik ABC, pro
ktery je bod D stfedem strany BC (napf. rovnostranny).
Necht S je nyni bod uvedené poloroviny, neleZici na
ptimce AD. Pak pfim-
ka SD neprochazi bo-
dem A, a pfitom SD
< SA. KruZnice k& =
= (835 SA) tedy obsa-
huje bod D uvnitf a
protind pfimku SD
v bodech, které ozna-
¢ime B’ a C’' (obr.
58b). Trojuhelnik
AB'C’ je pravouhly, s
pravym uhlem u vr-
cholu A, bod D lezi
uvnitf strany B'C" a S
je stfedem B’'C’. Zvo-
lime-li tedy na strané
B'C’ body B a Ctak, ze BB’ = CC’ je dostateCné malé
(aby trojahelnik ABC byl ostrouhly , a aby usetka BC
obsahovala bod D) dostaneme trojuhelnik vyhovujici
aloze.

ZAVER. Hledani mnoZina se sklid4 z poloroviny vy-
taté osou useCky AD, z niZ jsou vynaty body na pfimce
AD, s vyjimkou bodu D, ktery je ponechdn.

‘ Obr. 58b
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3. KATEGORIA C

V Skolskej kvizovej sutazi obsadili prvé Styri miesta
Dusan, Milan, Tomas a Viclav. Pri hadke ich priatelov
o poradi, v akom skon¢ili, odzneli tvrdenie:

Cyril: Prvy bol Dusan, druhy Milan, treti Tomas,
Stvrty Vaclav.

Emil: Vyhral Viclav, Tomas bol druhy, DusSan treti,
Milan §tvrty.

Ivan: Milan bol prvy, Tomd$ druhy, Viclav treti,
Dusan stvrty.

Je pravda, Ze Tomas$ nezvitazil. Z vyrokov Emila a Ivana

je pravdivy préave jeden, z Cyrilovych vyrokov ani jeden.

Aké bolo teda skuto¢né poradie?
(5 bodov)

RIESENIE. Z uvedenych tdajov vyplyva hned, Ze
zvitazil Vaclav alebo Milan a Tom4$ obsadil bud druhé
alebo $tvrté miesto.

Predpokladajme, Ze zvitazil Vaclav. Potom z toho, ¢o
vieme o Emilovych vyrokoch, vyplyva, Ze Tom4s nebol
druhy. Musel preto obsadit §tvrté miesto. Druhé a tretie
miesto zostdva pre DusSana a Milana. Z nepravdivosti
Cyrilovych tvrdeni vychddza, Ze DuSan bol druhy a Milan
treti. Takto zistené poradie vSak nestihlasi s tym, Ze prave
jeden z Ivanovych vyrokov je pravdivy.

Z toho vyplyva, Ze prvy bol Milan. KedZe posledné tri
vyroky Ivana su nepravdivé, musel byt Toma§ Stvrty.
Pre DusSana a Viclava nam zostava druhé a tretie miesto.
Véclav vSak na zaklade nepravdivosti Ivanovho tretieho
vyroku nemohol byt treti, o znamend, Ze bol druhy

153



a tretie miesto DuSana potvrdzuje aj jediny Emilov prav-
divy vyrok.
Skutoc¢né poradie teda bolo: Milan, Vaclav, Dusan,

Tomas.
l C-II-1b l

Jsou dany dvé kruZnice &, = (Sy37) a ky = (S35 72)s
pro né€Zz plati §;S, >nr +r,.

Narysujte obrazek pror; = 3,5cm,r, = 2cma §,S, =
=9cm.

Ozna¢me 4, B, C, D body, z nichZ kazdy je prasecikem
jedné vnitini a jedné vnéjsi te¢ny danych kruZnic.

Dokazte, ze body A, B, C, D, S, a S, leZi na téze
kruZnici. (5 bodt)

Obr. 59

RESENI. Jestlize existuje kruZnice k& prochdzejici body
A, B, C, D, S,, S, pak z osové soumeérnosti dvojic bodii
A, B a C, D podle ptfimky &, S, plyne, Ze jeji stfed leZi na
pfimce S;S,. KruZnice %, pokud existuje, je tedy kruZnici
opsanou nad primérem S,S,. Tvrzeni obsaZené v uloze
tudiZ bude dokdzano, jestlize dokdZeme, Ze pro kazdy
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prusecik X jedné vnéjsi a jedné vnitfni teCny kruZnic k,, &,
plati

X §; XS, = 90°.

Posledni tvrzeni dokdZeme napf. pro prisecik B tecen z,

a t, (obr. 59). Body E a F jsou po fad€ body dotyku tecen
ty a ty s kruznici k. Uhly EBF a FBC jsou vedlejsi.
Pfimky S;B a S,B jsou zfejmé osy téchto dvou uhld,
a proto

X §;BS, = 90°.

[ C-11-2a_|

Podla gregorianského kalendédra je priestupny kazdy
- rok, ktorého poradové Cislo je delitelné Styrmi s vynim-
kou posledného roku tych storoci, ktorych poradové Cisla
nie s Styrmi delitelné. 29. februar 1972 pripadol na
atorok.

a) UrCte, na ktory defi tyzdna pripadol 29. februar
najzriedkavejSie od reformy kalendara roku 1582 do roku
1973.

b) Ako sa podelia o 29. februar jednotlivé dni tyZdia
v rokoch 1973 aZ 2400, ak nedojde k reforme kalenddra.

(6 bodov)

RIESENIE. Kvéli zjednoduseniu zapisu rieSenia na-
zvime 29. februdr diiom V a jednotlivé dni tyzdna oznad-
me Cislami takto: pondelok — 1, utorok — 2, streda — 3,
§tvrtok — 4, piatok — 5, sobota — 6, nedela — 7.

a) V priebehu storocia prejde od jedného diia V po
druhy 4.365 + 1 dni, tj. 208 tyzdiiov a 5 dni. Deni V
pripada preto v priebehu storo¢ia na jednotlivé dni tyZzdiia
v tomto poradi (zapiSeme si poradie poslednych 8 prie-
stupnych rokov):

2,7,5,3,1,6,4,2.
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Pri prechode zo storocia, ktorého poradové Cislo nie je
Styrmi deliteIné, do nasledujiceho storocia prejde od
posledného diia V' jedného storo¢ia do prvého dia V
nasledujiceho storodia 8. 365 -+ 1 dni, tj. 417 tyzdiiov
a 2 dni.

V storoci, ktorého poradové Cislo je delitelné Styrmi je
celkom 25 dni V, v ostatnych storociach je o jeden deit V'
mene;.

Z vyssie uvedenej tvahy vyplyva, Ze poradie doteraj-
Sich 18 dni V' 20. storo¢ia zacind pondelkom, tj. ¢islom 1
a den V pripadol na 1, 6, 4, 2 po trikrat, na 7, 5, 3 po
dvakrat.

Postupnost 24 dni V' 19. storoCia koncila sobotou, tj.
Cislom 6 a zalinala Cislom 3 (streda), priCom sa v nej
vyskytli 3, 1, 6 po Styri razy a 4, 2, 7, 5 po tri razy.

Postupnost 24 dni V' 18. storoCia koncila Cislom 1,
zacinala Cislom 5 a vyskytovali sa v nej Styri razy 5, 3, 1,
po trirazy 6, 4, 2, 7.

V 17. storo¢i sa postupnost 24 dni V' koncila ¢islom 3
a zaCinala zrejme cislom 7, priCom sa v nej vyskytuje
7,5, 3 po styri razy, 1, 6, 4, 2 po tri razy.

Zostava nam eSte zistit, na ktoré dni tyZdila pripadol
deit V od reformy kalendara roku 1582 do roku 1600.
Bolo to celkom 5 dni V, ktoré za sebou nasledovali
v tomto poradi: 3, 1, 6, 4, 2.

Zistené vysledky zapiSeme do tabulky, ktord udiva,
kolko raz pripadol defi V' na jednotlivé dni tyZdnia od roku
1582 do roku 1973 (viz tabulka str. 157).

Ako priamo z tabulky vyplyva, najzriedkavejsie za
uvedené obdobie pripadol 29. februar na nedelu.

b) Od roku 1973 do konca 20. storoCia zostava este
7 dni V, ktoré budt nasledovat v poradi: 7, 5, 3, 1, 6,
4, 2. Postupnost dni V' v 21. storo¢i zalne teda opit Cis-
lom 7 (nedela), ako tomu bolo v 17. storo¢i a za predpo-
kladu, Ze nedojde k reforme kalendéra, sa v rokoch 2001 —
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17.

19. 20. Spolu

Den tyzdna 16. 18.
stor. stor. stor. stor. stor.

1-pondelok 1 3 4 4 3 15
2-utorok 1 3 3 3 3 13
3-streda 1 4 4 4 2 15
4-§tvrtok 1 3 3 3 3 13
5-piatok — 4 4 3 2 13
6-sobota 1 3 3 4 3 14
7-nedela - 4 3 3 2 12

2400 bude presne opakovat situacia z rokov 1601—2000.
Pri rozdeleni dni V' na jednotlivé dni tyZdila dostaneme
preto po od¢itani prvého stlpca (16. stor.) a po pripo-
¢itani jednotky v kaZdom riadku (dm V' do konca 20.

storocia) tento vysledok:

pondelok; utorok | streda

Stvrtok | piatok | sobota | nedela

SEEE
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|_C-11-2b |

Jsou dény kruhy K;= (S;;70 mm) a K; = (S;;
15 mm), pficemz §,S, = 85 mm. Diéle je dén bod M
takovy, ze MS; = 35 mm, MS, = 50 mm.

Bodem M vedme pfimku o tak, aby kruh soumérné
sdruZeny s K, podle o leZel v kruhu K.

a) Jakou c¢ast roviny vyplni vSechny tyto piimky o?

b) Jakou &ast roviny vyplni vechny tyto kruhy ?

(6 bodu)

RESENI. Sestrojme jednu piimku o0 bodem M jako na
obr. 60 a podle ni k S, soumérné sdruzeny bod S;. Pak

Obr. 60
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plati MS, = MS;. Proto v§echny body soumérné sdru-
Zené k S, podle primek svazku M leZi na kruZnici m =
= (M, MS,). Kruh K; soumérné sdruzeny s K, podle
pfimky svazku M se bude v krajnim pfipadé dotykat
kruZnice k; uvnitf; jeho stfed pak leZi na kruZnici / =
= (85 1, — r, = 55 mm). Vzhledem k vzdjemné poloze
kruznic m a / jsou takové body dva: P a Q na obr. 60.
Osy uhld <t SMP a <2 S;MQ jsou krajni pfipady os
soumérnosti vedenych bodem M, podle nichZ prejde
kruh K, v kruh leZici je$t¢ v kruhu K,; nazveme je po
radé p, g.

a) Primky p, ¢ jsou v nasem pripadé raznobéiné a vy-
tvori dvé dvojice vrcholovych ahla. Kazda pfimka svazku
M, ktera patfi Ghlim o, f neobsahujicim kruh K,, je
osou soumérnosti podle podminek tlohy.

b) Kruhy soumérné sdruzené s K, podle pfimek leZi-
cich ve vrcholovych uhlech «, f vyplni atvar, ktery je na
obr. 60 vysrafovan; sestiva z vyseCe mezikruzi a dvou
ptlkruhu.

| C-1I-3a |

Dokazte, Ze pro kazdé¢ redlné ¢ > 2 ma rovnice

(1) . [,1?7_3_t_?€ ]

c

alespon jedno a nejvyse dvé feSeni.
(7 bodu)

RESENI. Mé-li rovnice (1) fe$eni, musi byt x celé
Cislo. Podle definice celé Casti musi pak platit nerovnosti
) x < 1973 +x _

x+1
c T s
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tj. zdrovenl
(c — Dx < 1973
a
(c—Dx >1973 —¢.

Celé cislo x musi tedy spliiovat nerovnosti
1973 — ¢ _ 1973
(3) | <X = pog

Obracené necht x je celé Cislo, které pri daném ¢ > 2
vyhovuje nerovnostem (3). Potom vyhovuje také nerov-
nostem (2), takZe skute¢né plati (1): toto Cislo x je feSenim
rovnice (1).

Zbyva tedy jen zjistit, kolik celych ¢isel vyhovuje ne-
rovnostem (3). Ponévadz ¢ >2 >1,je

1973 1973 —c| ¢

c—19¢—1 *c—1>1’

takZe nutné aspon jedno celé &islo lezi v mezich udanych
nerovnostmi (3). Na druhé strané je vSak pfic > 2

c
c—1

takze v téchto mezich leZi nanejvys dvé cela ¢isla. Rovnice
(1) ma tedy skutecné pfi libovolném ¢ > 2 alespont jedno
a nejvyse dvé reseni.

< 2’

| C-11-3b |

V roviné je dano pét boda 4,, 4,, As, Ay, Ay, z nichz
Zadné tfi nelezi v jedné pfimce. Kolika zplisoby je moZno
vybrat Ctyfi z nich tak, aby tvofily vrcholy konvexniho
Ctyfuhelnika? Diskuse.

(7 bodu)
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RESENT. Rozligujeme t#i piipady. Prvni je ten, Ze dané
body jsou vrcholy konvexniho pétithelnika. Pak vy-
pusténim kteréhokoli z nich dostavame Ctvefici, jeZ ma
pozedovanou vlastnost. V tomto pfipadé mda uloha
5 teSeni.

V druhém ptipadé probereme situaci, v niz ¢tyfi z da-
nych bodu (feknéme A,, A,, A;, A,) jsou vrcholy kon-
vexniho ctyfihelnika a zbyvajici (bod As) leZi uvnitf
Ctytfahelnika. Bod A5 nemuZe leZet ani na Ghlopfic¢ce 4,45
ani na A,A4,. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, Ze
Ay je uvnitf trojuhelnika A,4,B, kde B je pruselik 4,4,
a A,A,. Pak vypusténim jednoho z bodu 4,, 4, nebo 4,
vznikne pozadovand Ctvefice. V tomto pfipadé ma uloha
tfi feSeni.

Posledni pripad vede k diskusi, Ze tfi body (feknéme
A,y Ay, As) jsou vrcholy trojihelnika, zbyvajici dva (body
A,y Ap) jsou uvnitt, Primky A, A4, A,A4 AzA, rozdéli
trojuhelnik A4,4,A4; na Sest trojuhelnikii. Bez ujmy na
obecnosti 1ze predpokladat, ze A; leZi uvnitt trojuhelnika
A,CA,, kde C je pruseCikem pfimek 4,4, a A;d,. Pak
vypu$ténim bodu A, ze zikladni pétice vznikne poZado-
vany konvexni Ctyrahelnik. Zde existuje jen jediné feSeni.

SHRNUTI. Uloha mé4 bud 5, nebo 3, anebo 1 feseni
podle toho, jak jsou dané body v roviné umistény.

4. KATEGORIE Z

I Z-11-1 I

Naleznéte nejmensi prirozené &islo x takové, aby kazdé

z Cisel x, 616, 700, 924 bylo délitelem soucinu ostatnich
tii.
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RESENI{. Necht x je takové ptirozené dislo, %e kazdé
z Cisel x, 616, 700, 924 déli soucin zbyvajicich tfi. Plati

616 = 23.7.11,
700 = 22.52.7, (1
924 =22.3.7.11.

Z (1) plyne, ze Cislo 924 déli souin 616 . 700 . x, pravé
kdyZ existuje pfirozené Cislo a takové, Ze

x=3a. (2)

Dale podle (1) plati, Ze Cislo 700 déli soucin 616 . 924 . x,
pravé kdyz

X =5 b, (3)
kde b je prirozené Cislo.
Cislo 616 déli soucin 700 . 924 . x, jak vyplyva z (1) pro
kazdé ptrirozené Cislo x.

Nejmensi pfirozené Cislo x vyhovujici zaroveii pod-
minkam (2) a (3) a délici pfitom soucin 616 . 700 . 924 je
ziejmé Cislo

3.55=175.

l Z-11-2 l

Je dina tiseCka A B a kruZnice m opsana kolem stredu M
useCky AB polomérem vét§im neZ je polovina usecky 4B.
Necht S je stfed kruZnice opsané trojuhelniku ABC.

a) VySetfete geometrické misto boda S, kdyz bod C

probiha kruZnici .

b) Jaké bude toto geometrické misto, kdyZ polomér

kruZnice m bude rovny poloviné délky usecky AB?

RESENT. a) Stfedy kruZnic, opsanych trojuhelnikéim
ABC musi leZet na ose o Gselky AB, ktera je spoleCnou
stranou viech uvaZovanych trojuhelniki (obr. 61).
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Je otdzka, zda obrd-
cené kazdy bod piimky
o patfi hledanému geo-
metrickému mistu, kte-
ré nazveme G. Do G
patfi body S, S,, které
jsou stiedy kruZnic
opsanych rovnoramen-
nym  trojuhelnikim
ABC; a ABC, (kde C;,
C, jsou pruseiky o
s m).

Kazdy bod X vni-
ttku  aseCky  S,C
(popt. S,C,) je stie-
dem kruZnice x = (X

0 AX), kterd protne
kruZnici m ve dvou bo-
Obr. 61 dech (vzniknou tak do-

konce dva uvazované trojuhelniky). Z trojihelniku 4S; X
plyne AX > AS,. Protoze AS, = $,C; a §,C, > XC,,
je AX > XC,. Kruznice (X; AX) tedy protind kruz-
nici m.

Proto bod X patfi do G. Také kazdy bod Y prodlouZeni
uselky S,C, za bod C; (popt. S,C, za bod C,) patii do G,
nebot kruznice y = (Y'; AY) protne vzdy kruZnici m.

Naproti tomu bod M do G nepatfi, nebot kruZnice
(M; MA) a m se neprotnou.

Je-li Z bod vnitfku useCky MS, (popi. MS,), pak
z trojuhelnika AZS, plyne AZ < AS,. Dile plati A4S, =
= §C; a §,C, < ZC,. Proto je AZ < ZC,, takze kruz-
nice m a 2 = (Z3; AZ) se neprotnou. Bod Z do G tedy
nepatfi.

b) Je-li polomér kruZnice m roven %AB, splyne m
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Obr. 62 s kruznici opsanou kazdému
trojahelniku  ABC. Pak G
obsahuje jediny bod — stied
M kruznice m.
ZAVER. V piipad¢ a) tvo=
i G dvé polopfimky S,C; a
A 12 g S:C, (viz obr. 61), v piipadé
b) jediny bod M (viz obr. 62).

Bod M lezi uvniti A ABC a je PQ || AB, RS || BC,
TU || CA (viz obr. 63). Dokazte, Ze

PO RS  TU
AT BCTCA™

Obr. 63

RESENI. Z podobnosti trojahelniki A ARS ~
~ A ABC plyne

'BC = :{de . (1)
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Z podobnosti trojahelnika A UBT ~ A ABC plyne

Ur UB
AC T 4B @
Podle (1) a (2) plati
PQ TU PQ+ AR + UB

ABF—~+ 7B €)
Ctytuhelniky AUMP a RBQM jsou rovnob&zniky, a proto

. AU = PM a RB = MQ,
tj.

PQ — PM + MQ = AU + RB. (4)
Dosadime-li podle (4) do (3), dostdvime
PQ +_%+Q (4U + RB) + AR | UB
AB o AB a
(AU + UB) + (AR - RB) _ AB + 4B ~2Wb':1
- Az~ 4B
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JINE RESENI{. Oznaéme po fad& A’, B’, C’ prise&iky
piimek AM, BM, CM (obr. 64) s prot&j$imi stranami.
Podle feSeni tlohy Z-I-3 b) pak plati

AM BM  CM

a2 TBF oo~ 2 %)
Z podobnosti A ARM ~ A ABA'a A ARS ~ A ABC
dostavame

AM AR AR RS

A4~ 4B’ AB ~ BC’

takZe
AM _ RS
AA’ BC*
Podobné dokaZeme, Ze
BM _TU  CM _ PQ
BB’ CA’ CC'  AB°
Plati tedy
PQ RS ,TU CM  AM , BM
4B " BC "ca~cc T aa " BB”
tj. podle rovnosti (%)
PQ RS TU
4B " BC TCAd~

l Z-11-4 l

Je déan rotacni vélec V' s vyskou v a polomérem pod-
stavy r. VySetfujme vSechny rotacni vélce V’, jejichZ po-
lomér podstavy je r -+ m a vySka je v — m, kde 0 << m <<
< o. Urcete Cislo m tak, aby povrch vélce V'’ byl dvojni-

2.
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sobkem povrchu vélce V. Jaka je podminka feSitelnosti?

RESENI. a) Vilec ¥ ma povrch

S=2nr42nro.
Viélec V' méa polomér ' = r + m a vyS$ku v’ = v — m.
Povrch vélce V' je tedy
S'=2n(r+mP+2x(r+m).(v —m).
Podle textu ulohy plati
§'=2.85,
tj.
2n (r + m)? + 2n (r + m) (v — m) =
=2.Q2nr?* + 2nrv).
Po tpravé dostavame
2n(r +m).[(r + m) + (v — m)] = 4nr (r + v),
odkud vyplyva
(r+m).(r +v)=2r(r +v).
Ziejmé r | v + 0, a proto
r-+m=2r,
tj.
m=r.

ZKOUSKA. Prom=roplati?' =2rao =o —r.

Potom je
S'=2n@2r2+2n.2r(v—1r)=
=8nr:+4nrv — 4dnr? =
=2.Q2rr* 4+ 2nro) =2.8.

b) Je-li dan libovolny vilec V o poloméru podstavy r
a vysSce v, pak podle odstavce a) ma vialec V' splitujici
podminky uvedené v textu tlohy " = 2r a vySku o' =
= v — r. Velikost vySky musi byt kladné Cislo, a proto
valec V' existuje, pravé kdyz

v >r.
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