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l1l. Sout&Zni dlohy I. kola
(Komentar a feSeni)

1. KATEGORIE A

Je dana posloupnost {a,}, kde a,, = 7" — 3"*+4,

a) Rozhodnéte, zdali je tato posloupnost rostouci nebo
klesajici.

b) Urcete mezi Cleny a, nejmens$i a nejvétsi (pokud
existuji).

c) Urcete, pro kterd n plati a, = 0.

d) Dokazte, Ze pro kazdé prirozené Cislo n plati: a, je
délitelno Ctyfmi.

Tato tloha se da fesit pomoci rekurentniho vzorce pro
¢leny posloupnosti, ktery vyjadfuje porovnani ¢lent roz-
dilem. Mimoto uZijeme je$té¢ porovnani podilem. Vy-
pocteme

Apyy — Ay = (7n+1 — 3n+5) — (771 - 3n+4> >
tj.
Apyy — Ay = 6(7" — 3n+3) : (1)
Pro rozhodnuti v otdzce a) je tfeba zjistit, pro ktera »n je

77



Ap — a, =0 a pro kterd je a,.; — a, = 0. Porovnanf{
cisel 7" a 3"*3 podilem dava

™ 1T\ 1,
Fﬁ—ﬁ(g) >2ﬂ7.2. (2)

Pro vseckan =5 16217“ 2% > 1,1, 7" — 3"13 > 0.

Pro n =4 je 7* — 37 = 2401 — 2187 > 0. Plati tedy
nerovnost a,,; — a, > 0 pro vSecka n = 4. Zbyva vy-
Setfit » = 1,2,3. Sestavime tabulku pro n» — 1,2,3,4,5,
kterou budeme potfebovat pro otdzku c).

n 1\2'3 4 | 5

' )

a, =T — 3"+ —236 ’ —680 ‘ —1844| —4160| — 2876,

Z tabulky (3) je vidét, Ze posloupnost {a,} je klesajici pro
= 4 a rostouci pro 7 .
Kladne a zaporné cleny najdeme z tabulky (3) timto
vypoctem:

(LN N A I U SR
3T+i"‘ﬁ'(3) ~81 2" ~gg2? @

ProtoZe pro n = 6 je 2,3" >> 140, dostaneme ze (4) pro
n==6

7" 140 5 _ 1

CITR VU T
tj. pron = 6 je

a, = 7" — 3nt4t >

Nejmensi Clen je a4, nejvétsi ¢len neexxstuje.
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Otézka d). Protoze 7" — 3" 43 je sudé pro vSecka n, plyne
z (1)
Apyy = Gn -+ 40, , (b, celé).
Je-li tedy a, niasobkem cCtyft, plati to i pro a,,,. Podle
tabulky (3) je a, nasobkem Ctyf, proto je kazdé a, né-
sobkem Ctyf (indukce).
Resitelé mohou rozhodovat o znameni &isla 7% — 3#+3

(viz (1)) pomoci logaritmii: je totiz
n
7n—3"+3<0¢(1) Y PRMPL £

3 “jog7 _ log3"

V roviné ortonormadlnich soufadnic x,y zobrazte mno-

zinu v$ech bodi, o jejichZ soufadnicich x,y plati:
N ol + 1y < 4
a zaroven
8=+l =y =m,
kde symbol [a] znali celou ¢ast redlného Cisla a. V této
mnoZiné urcete vSechny body, jejichZ soufadnicemi jsou
celd cisla vyhovujici vztahu
y =0 —lx].
___.__

Uloha A-I-2 pokraduje v tematice schodovych funkci
a funkci z nich odvozenych. Nejdfive byste mohli sestro-

jit po fadé grafy funkci x |- [x], x |- V8 — x2, x |>
> (V8= a2], x 1> 1] — |l

Tyto grafy jsou na obr. 19, 20, 21, 22. Pak uz zbyva jen
sestrojit prunik graft relaci |x| + |y| = 4 (obr. 23) a
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y
y X — [X] xr+—> {8 —y2
' | X X
— [212, 0] [0o]  [22,0)
L ]
Obr. 19 Obr. 20
J7
y \
x> [18x2] [ x> |- x|
4[0,2] \/
[0.1] X / / /
Farz,0] pio] (22,4 [0 0]
Obr. 21 Obr. 22

[/8 =] =y = [x] (obr. 24). Poznimka: irkované
useCky a body vyznaCené bilymi krouZky nepatii pfi-
sluSnym grafim.
Koneénym vysledkem je dvoubodova mnoZina
{[050], [—152]} .
Uloha A-I-2 je spise &asové niro¢na ne% myslenkové ob-
tizna.
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M f04)

[xl+ 1yl £ 4
Ixi+1yl £ 4 .
&)=y = 1
Obr. 23 Obr. 24

Nech je dany pravidelny n-aholnik 4,4,. ..A4, vpisany
jednotkovej kruznici. Vypoditajte

r 2
> A .
i,j=1
i<j
.__
_ Tato uloha se fesi asi nejvhodnéji komplexnimi ¢isly.
Resitel si jen potiebuje uvédomit vzorec pro vzdélenost

bodi A = [«], B = [f], kde «, p jsou komplexni Cisla.
Plati

AB=|a—f,AB*=|a — B |* = (« — B) (x — B), (5)
kde «, f jsou &sla komplexné konjugovani k o, 8. Na
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prvni pohled je vidét, pro¢ sahame po komplexnich
¢islech: kdybychom pouZili ortonormalnich realnych sou-
fadnic, méli bychom misto jednoduchého vzorce (5) slo-
Zit&j$i vzorec

AB* = (o — B1)* + (g — B2)?>
kde «;, B; jsou (redlné) souradnice bodi A, B.
Na obr. 25 oznacuje 2 komplexni ¢islo, jehoZ obrazem

A=[22)
A =[z]
A=[29
' A
\ [00] [
A=[29]
As=(2¢]
As=[29]
Obr. 25

je ten vrchol A, pravidelného n-uhelnika A4,4,...4,,

ktery leZi v prvnim nebo druhém kvadranté a je nejblizsf

vrcholu A, = [1;0] (na obr. 25 je n = 7). Ztejmé je
A, = [3*] a ddle plati 2 — 1 =0, 2 # 1, tj.

g1l Lgm 2L 1L 2z+1=0. (6)

Je vhodné uvédomit si, jak si miZeme pomoci geo-

metrickou tivahou: uvaZime, Ze hledany soucet S je soud-
tem druhych mocnin délek vSech stran a viech uhlopfitek
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n-uhelnika A,4,...A4, (kazd4 je vzata jen jednou, coZ
vyplyva z podminky 7 << j). Proto plati

S = 5 (Al + Al + ... + Ay 14B).
Pouzijeme-li vzorce (5), vyjde

S:%((z—l)(z“— D4+ (2—1)(—1)+ ..

cee F (2 — 1) (2" — 1)) .
ProtoZe zk — zn* (k=1,...,n—1), je
S=%(n—1——2(z+z2+ coo 2% 4 n— 1),
neboli podle (6)

S=nn—1)—n(z+22+ ... +2"")=
=nn—1)+n=n.

Resitelé ulohy A-I-3 by se méli sezndmit se souvislosti
teorie pravidelnych mnohouhelnik s kofeny binomické
rovnice x® = 1 (Kreisteilung). Je to sice klasicka partie,
ale pfitom je to estetické a uZiteCné pouZiti aritmetiky
komplexnich ¢isel. MoZna, Ze by takové stru¢né pouceni
bylo nejleps$im uvedenim do problematiky tlohy A-I-3.

Dokazte:
a) V tétivovém pétithelniku s vnitfnimi uhly oy, oy,. . .,
o (v tomto pofadi) plati
o 4 oy + g + g + o5 = 37,
o ooy ST, g 0y >, g+ g >,
g+ oy >, o5 ooy >
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b) Jsou-li oy, oty ..., g duté thly (tj. 0 < oy < )
spliujici vSechny uvedené vztahy, pak existuje tétivovy
pétithelnik s témito vnitfnimi thly (v tomto potadi).

Uloha A-I-4 je pro fesitele kategorie A velmi snadna.
Pro rozieSeni jeji prvni ¢asti staci uvédomit si dvé skutec-
nosti:

(a) Kazdy tétivovy pétiahelnik je konvexni a soucet
velikosti jeho vnitfnich Ghlu je 37;

(b) s pomoci vztahu oy + o, + oy + a; | a5 = 37
1ze vypocitat velikosti v§ech thlt na obr. 26.

Obr. 26

s w7

Obr. 26 zaroveii také vede k rozfeSeni druhé Casti ulohy.
Sestroji se A A;A,Ag, jehoZ uhly maji velikosti uvedené
na obr. 26; tento trojuhelnik se da sestrojit, nebot je
oy + oy >, 0y g > T, 0 oy g oy f oo =
— 3m. Déle se sestroji v poloroviné opacéné k A,A4;A4,
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trojuhelnik A4,A4,A4;, jehoz thly maji velikosti uvedené
na obr. 26 (Ghly o, o, jsou duté). Protoze je

* Asd Ay = — 5 AsAzA,
tezi podle znamé véty V bod Az na kruznici & opsané
trojuhelniku A,4,4;, tj. vSecky Ctyfi body A, A,, A3, Ay
lezi na kruZnici k. V poloroviné opacné k A;A4,4, se dile
sestroji trojuhelnik A,4,4, tak, aby jeho thly mély veli-
kosti uvedené na obr. 26. Podle véty V leZi bod A4, na
kruznici opsané trojuhelniku A,4;4;, coz je kruznice k.
Lezi tedy vSech pét vrcholu 4,, 4,, A;, A,y A5 na kruz-
nici k.

Kli¢em k feseni je véta V, kterou si mizeme zopakovat
napt. v souvislosti s Prolemaiovou vétou nebo nékterou
konstrukeni ulohou o tétivovém Ctyfthelniku. Tuto vétu
lze pouzit i pfi feseni tlohy A-I-6.

[A-1-5 |

V mnoziné vSech realnych Cisel je dana binarni operace
xXy=x+y-+xy.
Zjistéte, pro které trojice redlnych cisel x, y, 2z plati
(xXy) ¥ z=(x%2) % *2)
(distributivnost operace % vzhledem k operaci -%).
,,7,._”_‘

Uloha je z oblasti strukturalni matematiky. Nezvyklé je
snad to, Ze jde o distributivitu operace k ni samé. Prepi-
Seme-li danou operaci podle jeji definice, dostaneme na-
konec rovnici

z14+2)0+x0+y) =0,
kterd ovSem neplati pro vsechna x,y, z. Operace % neni
tedy distributivni sama k sobé, '
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Do tematiky ulohy vnikneme tak, Ze feSime #lohu:

Ur¢it konstanty a, b tak, aby operace
xVy=ax | by
byla distributivni sama k sobé. Rovnici
xVINVz=xV2VQYVs2
prepiSeme postupné takto:
(ax 4 by) V 2 = (ax + b2) V (ay + b2),
a(ax + by) + bz = a(ax + bz) + b (ay + bz2),
tj.
: ba+b—1)z=0. @)
Vztah (7) plati pro vSechna x,y, z, pravé kdyz je b = 0
nebo a + b = 1. Prikladem operace, kterd je distribu-
tivni sama k sobé, je tedy tfeba
xVy=ax+ (1 —a)y,

kde a # 0.

| A-1-6 ]

Je dan konvexni ¢tyfahelnik A BCD, jehoZ prodlouZené
prot¢jsi strany se protinaji v bodech E, F. Dokazte:

a) KruZnice k,,k,,k5,k,, které jsou opsany po fadé troj-
thelnikim AED, BEC, ABF a DCF, prochazeji tymz
bodem G.

b) Stiedy O,,0,,0,,0, téchto kruZnic lezi na kruZnici
prochézejici bodem G.

¢) Paty kolmic z bodu G na vSechny strany Ctyfuhel-
nika ABCD lezi na téze ptimce.

Je to uloha tradi¢ni, ale pfitom zaludna. Rozhodné je
tfeba o ni podrobnéji hovofit. Jde totiZ o vyhledani vhod-
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ného aparatu. PonévadZ je to tloha polohovd, zda se pfi-
rozené uzit metody soufadnic. KdyZ to vSak zkusime,
pozname, Ze i kdyZ se pouZiji komplexni soufadnice
v roviné, vyjdou sloZité vyrazy; proto tak radéji postupo-
vat nebudeme. SloZité je, Ze v uloze je smés prvkd pro-
jektivnich (Ctyfroh) a prvkia metrickych (kruznice). To
vede zcela prirozené k mySlence pro;ektlvxzovat alohu, tj.
nahradit kruZnice kuZeloseCkami a pak uZit prostfedki
projektivni geometrie. Tato cesta je vSak skoro vSem
stfedoskolakum nedostupnd. Nezbyva tedy neZ se vratit
k aparatu elementdrni geometrie, ale snaZit se cestu trochu
usnadnit. Ti, kdo znaji zaklady kruhové geometrie, si jisté
uvédomi, Ze v tloze jde o konfiguraci kruhovych kifivek
v Mobiové roviné. Pfibereme-li k sedmi bodam A4,B,C,D,
E,F,G (G je spole¢ny bod vSech Ctyf kruZnic ky,ks,ks,k,)
jesté nevlastni bod N~ Mobiovy roviny *), dostaneme
konfiguraci osmi boda a osmi kruhovych kfivek (jsou to
pfimky AB, BC, CD, DA a kruznice ky, ky, ks, ky).
Kazdym bodem konfigurace
r={A,B,C,D,E,F, G, N>,
AB, BC, CD, DA, ky,ky, ks, ky}

prochézeji pravé Ctyfi jeji kruhové kiivky (coZ je spoleCny
nazev pro prlmku a kruin1c1) a na kazdé jeji kruhové
ktivce leZi prave Ctyfi jeji body. Cist a) tlohy A-I-6 z4d4
vlastné diikaz existence konfigurace I

Pro elementarni dikaz této existence mame k dispozici
jen vétu o obvodovych uhlech, resp. vétu V o tétivovém
Ctyfuhelniku; je v8ak zndmo, Ze G¢innym prostfedkem
v kruhové geometrii je zobrazeni, zvané kruhovd inverze.

*) Jak znidmo, ma Mdbiova rovina jediny nevlastni bod, kterym
prochizeji vSecky pfimky, ale kterym neprochdzi Z4dnd kruZnice.
Nejndzornéj$im modelem Mdobiovy roviny je kulové plocha, jejiZ jeden
vyznaény bod je obrazem nevlastniho bodu.
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Doporucujeme vam, abyste se pfi této pfileZitosti s jeho
zakladnimi vlastnostmi sezndmili.

Misto abychom dokazovali, Ze existuje bod G, kterym
prochazi kazda z kruZnic &,, ks, k;, k4, zménime kruhovou
inverzi situaci tak, Ze
budeme dokazovat ob- D' : Obe. 2
dobnou vlastnost pro
dvé kruZnice a dvé
primky.

Zvolime bod A4 za
stred inverze; jeji moc-
nost zvolime libovolné
(tfeba tak, aby vSecky
body B, C, D, E, F le-
zely vné zakladni kruz-
nice).

Oznacdime-li p =
= AB, ¢ = AD a A
oznalime-li  Carkova-
nim obrazy bodu v inverzi, dostaneme situaci naznacenou
na obr. 27. Pomoci tohoto obrazku provedeme vypocet:

{C,G,D, — @:C’FIDI = 7 — {C/F/A -
—n—(n— XCBA) = ¥ CBA = 4 CBE =
—n— 3 CGE.

Prvni rovnost vyplyva z véty o obvodovych uhlech, tfeti
a Sestd z vlastnosti tétivového Ctyfuhelnika (véta V).
Z rovnosti

S CGD =7 — X CGE (8)

plyne, Ze body D’, G', E’ jsou kolinedrni, tj. Ze pfimka k;
prochazi bodem G’. K uplnému dikazu je tieba ovSem
jesté doplnit tvahu o uspofadani bodli na kruznicich,
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Vyménou oznaceni (k, < k, p' < ¢, E' & F',B' < D’)
dostaneme z (8) rovnost
‘i CIG/BI = T — <a: CIGIF/;

z ni vyplyva, Ze také F Obr. 28a
ptimka k; prochdzj bo- R
dem G’. Pifejdeme-li
inverzi zpét k necarko-
vanym bodum, je Cast
a) ulohy A-I-6 rozfe-
Sena.

Principem  dukazu
Casti b) je odiivodnéni,
ze Ctyrahelnik
0,0,GO; je tétivovy
(zménou oznaceni pak
dostaneme, Ze 1 Ctyi-

thelnik 0,0,GO, je
tétivovy a tim bude
¢ast b) rozieSena). Po-
névadz obé kruZnice %,
k, prochazeji body E,
G, je 0,0, | GE; na
zakladé toho vyjadiime
< 0,0,G (obr. 28a).
Ponévadz kruZnice &,
prochazi body A4, B,
G, F, vypolteme
< 0,0,G (sttedovy
thel) pomoci < AFG
(obvodovy thel).

Pomoci obr. 28ab
jsme tedy ziskali:

89



< OlozG = ¢ == é ) G()Zb = T — l GBE = © —

— X GCE= ¥ GCD,
3 0,0,G = % ¥ A0,G =  AFG = < DFG.

Protoze Ctyithelnik DFGC je tétivovy, je < GCD +
+ X DFG = = ,tj. < 0,0,G + <% 0,0,G = m, tj. také
tyfahelnik 0,0,GO; je tétivovy, coZ jsme méli dokazat.

Jako impuls pro feSeni ¢asti ¢) ulohy A-I-6 by snad
mélo stalit upozornéni, ze kazdd kruZnice sestrojena nad
n€kterym pramérem GF, GD, GC, GE obsahuje pravé
dvé& paty kolmic spusténych z bodu G na piimky 4B,
BC, CD, DA. Pokud zna fesitel Simsonovu vétu, je Cast
c) trividlni. Nebot bod G leZi napf. na kruZnici k, opsané
trojuhelniku ADE, a proto paty kolmic spusténych z bodu
G na pfimky AD, DE, EA lezi na Simsonové piimce.
Snad by bylo nejvhodné&jsi, kdyby si fesitel tuto vétu
pfedem odvodil*), napt. vypoétem pomoci komplexnich
Cisel (stfed opsané kruZnice se zvoli za potatek soufadnic;
vrcholy trojuhelnika pak jsou obrazy komplexnich jed-
notek &y, &, &, bod, z n€hoZ spoustime kolmice, je obra-
zem komplexni jednotky &).

Uloha A-I-6 je dosti rafinovan4 a niro¢nd; muzZete se
vSak na ni naucit hodné véci z tradini geometrie.

*) Viz téz Ptiklad 14 na str. 69 v 15. svazku SMM — M.Koman:
Jak vy$etfujeme geometrickd mista metodou soufadnic.
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2. KATEGORIE B

Dokazte, ze pre kazdé dve realne cisla a, b plati

la+ol _ |laf 10|

T+ja+b ~1+1a " T+
Zistite vSetky pripady, v ktorych nastane rovnost.

+

Tuto ulohu muZeme fesit velmi primitivné, jedinym
pouzitim zndmé nerovnosti |a + b| = |a| + |b|, kterd
plati pro vSecka realna Cisla a, b. Pfedpokladame, Ze dana
nerovnost plati pro jistou dvojici a, b; vynasobime ji
kladnym ¢islem (1 + |a]). (1 + |8]) . (1 + |a + 8]); do-
staneme

la + &l (1 + lal) (1 + b)) =
=lal(1+|a+ b))+ [5]) +
+ 161 (1 + la + &) (1 + |al) (1)
a dale po upravé
(la| + 18] — |a + b]) + 2|ab] + |a + b| . |ab] = 0.(2)

Tento vypocet (rozbor tlohy) je vlastné hledanim vSech
mognych feSeni nerovnice

la + bl ;; !al__ w!., _____lél - (3)
[Flatbl =T+a  T+8"
Ukazalo se vsak, %e nerovnice (2), odvozena z (3), ma za

feSeni vSecky dvojice realnych ¢isel a, b. Da se tedy oce-
kavat, Ze totéZ bude platit pro nerovnici (3). To se dokdze
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obracenim postupu: pro libovolnou dvojici redlnych Cisel
a, b plati (2); z (2) lze odvodit (1); délime-li (1) kladnym
cislem (1 + |a)) . (1 + 16]).(1 -+ |a 4 b|), dostaneme z (2)
nerovnost (3).
Tento postup, 1 kdyz trochu téZkopadnéjsi, je priroze-
néjéi nez takové triky, jako je napf. secteni vztaht
la + b = |a| + (b,
la + b| (la| + [6]) = |a + bl(lal + b))

a dal$i umé¢lé upravy, tj. pouZiti nerovnosti

o _ lal
T la] + 6] = 1+ [a]
B bl

1+ |al + (6] = 14 |b]
Také na dalsi otdzku tlohy snadno odpovime. Rovnost
v (3) nastane, pravé kdyZz plati rovnost v (2). Rovnost
v (2) nastane, pravé kdyz je
o lal + 18] — |a + 8] = 0
a zaroveil
lab] = 0,
tj. pravé kdyz aspoii jedno z Cisel a, b je rovno nule.
Domnivame se, Ze by se méla prevést danad dikazovd
uloha na ulohu urcovaci a méla by se fesit upravami (1),
(2), tj. feSeni nerovnice (3) by se mélo prevést na feSeni
nerovnice (2) a méla by se prokdzat jejich ekvivalence.
Pripojujeme jesté tuto pozndmku: Uloha B-I-1 svadi
k tomu, abychom se zminili o funkcich konkdvnich a kon-
vexnich.
Funkce f(x) jedné redlné proménné x se nazyva kon-
vexni, resp. konkdoni v otevieném intervalu I, pravé kdyz
pro kazda dvé Cisla x, x, € | plati

7% ) = 5 (e + A=)
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resp. »
FE5") = 5 (fe + fw)

Typicky graf konvexni a konkavni funkce ukazuji obr. 29
a 30.

Y 2

i
{ |
- | I x
! Z T B J
0| | X X1+X2 X
I 1 7 2
J
Obr. 29 Obr. 30

Mai-li funkce f v kazdém bod¢ intervalu | prvni a dru-
hou derivaci, je konvexni (konkdvni), pravé kdyz f"'(x) =
= 0 (f"(x) = 0) pro vSecka x € I. Podle tohoto kritéria
snadno poznime, Ze napf. funkce x |- x* je konvexni

v kazdém otevieném intervalu, funkce x - 1 — o je kon-

kavni v intervalu (0; + co).
Studujeme funkci f: x | Tj|if||7| neboli

X1 —+—— .

Pro kazdé dveé realna Cisla a, b plati
a+b _ la+b @
l+la+ b — 11 la +8]°
2
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kdyby se tedy podatilo dokéazat konvexitu funkce f v in-
tervalu (—oo; -+ o0), tj. platnost formule

a -+ b‘
2] 1 (_Ia] I 1] ‘) ,
U
2
neboli
lat+b _ lal 1B
RIS RN T Rk ®)

2

vyplynula by z (4), (5) dokazovana nerovnost. Bohuzel
viak funkce f neni konvexni pro vSecka x.To ukazuje
jeji graf na obr. 31.

Obr. 31

Studujeme-li konkdvni a konvexni funkce, miZeme si
dokazat 1 Fensenovu formuli jako zajimavé cviceni na praci
s nerovnostmi a na velmi zajimavy a neobvykly zptsob
uziti matematické indukce. (Viz napt. Meschowski: Unge-
16ste und unlésbare Probleme der Geometrie, Berlin,
Springer-Verlag.)
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Dokazte, ze pro kazdé « plati

sin o = (—l)[;] 1= cos?x,
kde [x] je celé ¢islo vyhovujici vztahlim
Kl=x<[x]+1.

Naleznéte obdobny vztah pro vyjadfeni cosax pomoci
sinc.
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Uloha B-I-2 vyZaduje, abychom dokazali uptesnéni
formule z goniometrie. Vzorce

sine = 4 |/1 — cos2x nebo [sinz| = |/T — cos«

vivy

se maji nahradit urcitéj$i formuli

o

sino = (-~~1)["] - J/T = cos?«.
Jinymi slovy: pomoci funkce x |— [x] (cela ¢ast z x) se
ma vyjadrit, v kterych intervalech je funkce « |+ sino ne-
zaporna, a v kterych je nekladna.

Doporudujeme, abyste sestrojili graf podle obr. 32, na
kterém je patrno, kterymi ¢astmi roviny probihd sinuso-
ida. Jsou to vySrafované Casti roviny. Hranice k nim ne-
musime pocitat, nebot pro vSecka celd ¢isla & je sin kx = 0.

Naobr. 32 je dale zakreslen graf schodové funkce x |+ [—i%]
Ziejmé je
(— 1)[51 — 1pro [%] sudéa (— 1)[5] — —1pro [:] liché;
to plati, i kdyz je Cislo [%] zdporné.

Analogicky se odvodi vzorec pro kosinus:

cosa = (— 1)[%i§] -1 = sin%x-

Toto odvozeni je nepatrné sloZitéjsi; v obou pfipadech se
doporucuje sestrojit graf schodové funkce; oviem v prv-
T ol . e
nim pfipad¢ je funkce « |- [;] déna, v druhém pfipadé
, . 1 o < v .
musime funkci o [ 5 + — nejdrive najit.
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Obdobné Ize upravit dalsi skupinu dvou goniometric-
kych vzorcii

o = 1 — cosa
sin . — (_1)[21:] . V_ZCO— , (62)
cos — = (— )[1 a] . “/l—j;-?géq— . (6b)

Mimoto je mozné odvodit ze vzorcu (6a), (6b) pfislusny

VzZorec pro tangentu.

Ze 100 osob koupilo na predvanoénim trhu 80 lidi
textilni zbozi, 70 lidi knihy a 55 lidi elektrotechnické vy-
robky. Kolik osob nejméné koupilo vyrobky vsech tfi
druha? Jestlize kazda z uvedenych 100 osob si koupila
asponi jeden z uvedenych vyrobkd, kolik osob nejvyse
koupilo vyrobky vsech tfi druha?

Tato uloha naleZi do oblasti tiloh z naivni teorie mno-
zin. Kli¢em k jejimu fesSeni jsou Vennovy diagramy a jeden
ze vzorcu o poctu prvka tfi kone¢nych mnoZin, jejich pra-
niki a sjednoceni. Oznalime-li n,, Ngs Mg pocty prvka
mnozin My, My, Mg, piy, pos, ps; polty prvku prunikd
M; n My, M, 1M, M 0 My, 5, 555, 53, pocty prvkit sjed-
noceni M;uU M,, M2U M3, M, U M, a koneln& o3, S5
pocty prvkﬁ priniku M; n M, nM; a sjednoceni M, U
U M,U M,, plati vzorce:

Si93 = My + My + Ny — Pra — Pog — P + Praz> (72)
Sias + My + Mg - 3 = S35+ Sa3 + Sg1 + Pros . (7b)
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PouZijeme vzorce (7b). Dostaneme

Pres = My + gy + ng — 25355 + K,
kde
K = (5323 — $19) + (S103 — S23) + (5123 — 831) = 0.

.Proto

Pios = My + Ny + ng — 28393 8)
V nasem pripadé€ je s;p3 = 100, 7, = 80; ny, = 70, n3 =
= 55. Z (8) pak plyne

Doz =5. )

Odhadujeme p,,; (polet zakaznikd, ktefi koupili vy-
robky vSech tfi druht), a to zdola pro prvni otdzku, shora
pro druhou otdzku.

Omezeni shora dostaneme z upravené formule (7a). Je

Si93 = My + Ny + Ny — 2P1pe + Z,
kde

Z = (Pras — P12) + (Pros — Pas) + (Pros — Ps) = 0.
Je tedy

. ny + ny + g — 2P1ag = Sy93
neboli

1
Pros = 5 (ny + ny + 13 — S19). (10)

V nasem piipadé da (10)
1 105
Pros = 5(80 + 70 + 55 — 100) = 5>
tj.
Pz = 52. (11

Hlavni mySlenka feSeni je asi tato: Je tfeba znat for-
mule (7a), (7b) a upravit je tak, aby obsahovaly jednak
vyraz K = 0, jednak vyraz Z = 0; tak dostaneme odhady
Pro py.3 shora (11) a zdola (9).
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Zbyva otazka, zda obou hranic (9), (11) pro p;,; muze
byt dosazeno; také tuto otdzku bychom meéli studovat.,
Ma-li byt py3 = 5, musi byt K = 0, tj. musi platit
S19 = Sg3 = Sg; = Sy93 = 100. Pak je podle zndmého vzorce
Pra =y + ny — 5, = 80 4 70 — 100 = 50; obdobné
Doz = 25, Py — 35. Vennuv diagram s polty prvki je
na obr. 33.
Obdobné se postupuje pfi zkoumdni situace pyp; = 52;
vyjde napf. diagram jako na obr. 34.
Nakonec otdzka: Pro¢ nemuZe mit diagram na obr. 34
néktery z téchto tvarii jako na obr. 35?

99



[ B-1-4]

V roviné je déna kruZnice k£ a na ni bod 4. Najdéte
mnozinu vrcholi B vSech trojuhelnikt ABC, u nichZ
bod C lezi na kruznici k a o nichZ plati BC = AB = AC.

_.__

Uloha B-I-4 vy%aduje urdit sloZitéj$i mnoZinu bodi
v roviné, a to jednak intuitivné, jednak provedenim pii-
sluSnych dikaza. Pred-
nosti ulohy je, Ze neni na
prvni pohled patrné, co je
hledanou mnoZinou M
vrchold B. Vyslednd
mnoZina M je ohranicena
vesmé&s kruhovymi oblou-
ky; na obr. 36 je vySrafo-
véana. Hranice k ni patii —
vyjimku ¢ini body 4,C,,
které omezuji priamér da-
né kruZnice & se stfedem
S. Hranice mnoZiny M se

N\ N
skladd zobloukda AT, AT,
kruZnic k,k, se stfedy
S1,Sy,  které  vzniknou
otoCenim kruZznice & o 60°
kolem bodu A4, a to
v kladném i zaporném smyslu. Dalsi ¢asti hranice mno-

Ziny M je oblouk T,C,T, kruznice A se stiedem A.
(Body T;,T, jsou body dotyku kruZnic k,, 4, resp. &y, 4.)

Mnozinu M vySetfite intuitivné. MuZete postupovat
napf. takto: Zvolite-li libovolny bod Cek, C # A4, je
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mnozina v§ech pfislu$nych vrchol B uzaviend kruhova
use¢ U, kruhu se stfedem A4 a polomérem A4C, omezeného
osou o usecky AC; z
ni jsou vypustény bo-
dy usecky AC (obr.
37). Nebot pro vSecky . A& o
body usece U, a jen
pro né plati
BC = AB = AC.

Poloha U, usete U,
je use¢ T,ST,C,T.
KdyZ bod C probihd Obr. 37
nékterou polokruZnici

6‘:;1, probihda C; polokruZnici f;?l a C, polokruznici

T,A. Odtud lze oduvodnit, Ze useCka C,C, nélezi vidy
vysrafovanému obrazci. ProtoZe podle obraceni Thaleto-
vy véty kazda z pfimek C,C, prochazi bodem S, lze
snadno dokazat, Ze kazdy bod X, ktery leZi v pruniku
vysrafovaného obrazce a poloroviny 7;7,A4, nalezi mno-
ziné M, s vyjimkou bodu 4. Pro body X bilé ,,Co¢ky‘ to
dokazat nelze (proc?).

Ze skuteCnosti, Ze vSecky body C, C,, C, naleZi vysSra-
fovanému obrazci a Ze ¥ C,AC, = 120°, plyne, Ze kazda
z use¢i U, nalezi vySrafovanému obrazci. Oddélené je
tfeba prozkoumat hrani¢ni body. Ziejmé je A ¢ M;
kdyby bylo C, e M, tj. C, = B, bylo by AB = AC, =
< AG, tj. B = C, coZ je nemoZné.

V pfedchozim je ovSem jen ndstin feSeni. Je moZné, Ze
nékdo z fesiteltl zvoli metodu soufadnic. Je-li polopfimka

AS Kladn4 poloosa x, AS = 1, vede vySetfovani mno-
ziny M k analytickému vyjadfeni

x+y 21, (1+ 92 +y0) <4,
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kde ¢ je redlny parametr. Zkoumadni téchto nerovnic viak
asi presahuje moZnosti vétSiny stfedoskolaki.

I B-I-5 I

V mnoziné vSech redlnych Cisel je dana binarni operace
xXy=x+y-+xy.

a) Zjistéte, zda je tato operace komutativni a asocia-
tivni a zda mé neutrélni prvek.
b) Urcete vSechna redlné Cisla x, pro ktera plati

a * (x % x)=>b % x;

provedte diskusi vzhledem k redlnym parametrum a, b.
_._—

Také tato uloha vnasi do XXII. ro¢niku MO jisté prvky
strukturalni matematiky, tj. studium vlastnosti bindrnich
operaci. ZjiSténi komutativity a asociativity je véci jedno-
duchého vypoctu; je tfeba zduraznit kvantifikaci: pro
vSecka x,y, 2 musi platit

XKy =y hx (xKy) Kz—xK(y ).

Pri dikazu asociativity vypocteme
xXy)Xz=E+y+xy) ¥X2z=
=x+y+xyt+z+x+y+a)z

Xy *2=x+@*2)+x(y*2)=

=x+yv+z+yz+x2(y+ 2+ y2).

Operace % je tedy komutativni a asociativni.
Neutralnim prvkem muZe byt jen takovy prvek e, Ze pro
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viecka x plati e X x = x X ¢ = x, neboli vzhledem
k tomu, Ze operace je komutativni, plati

x+e-+t xe=x,
j.e(l | x) — 0,t.e— 0. Cislo 0 je skute¢né neutrlnim
prvkem.

Rovnice a X (x % x) = b X x je ,,kvadratickd‘‘, nebot
obsahuje vyraz x % x. Klicem je opét prevedeni operace
2% na operace -, . ; vyjde

at+x+x+x+alx+x4+x2)=>b+ x4 bx
neboli
I4+ax®+@Q2a—b+1)x+(@a—b)=0.
Vysledek diskuse miiZeme shrnout do tabulky:

b=—1 | bs—1

a= —1 vSecka x x = —1

a#+#—1 |x=—1 |x=—1, ——

| B-1-6 |

Ak mozno lichobeZniku vpisat kruZnicu, potom geo-
metricky priemer diiqk oboch jeho ramien je vicsi ako
geometricky priemer dlZok oboch jeho zakladni. DokaZte.

Nepouzijeme-li pfi jejim feSeni trigonometrie, odvo-
dime pomocnou vétu o teCnovém lichobéZniku; ta je
klicem k feSeni ulohy.
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LEMMA. Budiz " C Obr. 38
ABCD te¢novy licho-
béZnik se zakladnami
AB = a,CD = c ara-
meny BC = b, AD —
= d. Budte x, vy, 2, ¢
délky tecen vedenych
po tadé z vrcholu A4,
B, C, D ke kruZnici
vepsané lichobéZniku 4
ABCD. Pak plati
(obr. 38).

Xt = yz . (12)

DUKAZ. ProtoZe je AB || CD, je spojnice dotykovych
bodu obou zikladen s kruZnici vepsanou primérem této
kruZnice. Vyjadfime dvojim zptusobem vysku lichobéZnika
ABCD:

O+2P—0—2=E+0)—(x—1?.

Odtud plyne (12).
Nyni vypolteme rozdil druhych mocnin geometrickych
praméra |/ac, |/bd; je tedy

bd —ac=(x+0)(y+2)—x+yE+1)=
=Xxy + 3t —yz — xt,

bd —ac=(x — 2)(y —1). (13)

Ziejmé je x + 2, y # t; je-li totiZ napf. y = 1, plyne
z (12) x = 2z a ABCD je rovnobéznik. Zvolme oznaceni
tak, aby bylo x > 2; pak je y > . Nebot kdyby bylo
t > v, platilo by tx > yz, coZje ve sporu s (12). Je-li vsak
X >,y >t,je podle (13) bd > ac.

TRIGONOMETRICKE RESENT. Na obr. 39 je opét
teCnovy Ctyfuhelnik ABCD a jemu vepsana kruZnice se

tj.
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Obr. 39

sttedem S a polomérem ¢. ProtoZe je <t BAD -+

+ ¥ CDA ==, je < SAD + qADS:%,
X ASD = g Obdobné je < BSC = % Je-li tedy

L CSD = ¢, je = ASB = © — ¢. Plati tedy pro dvoj-
nasobné obsahy trojahelnikt ABS, BCS, CDS, DAS:
AS .DS = dp, BS.CS = bp, AS . BS . sing = ayp,
CS.DS .sing = cp.

Odtud
(bd — ac) 0> = AS.BS.CS.DS (1 — sin%) >0,
nebot je 0 << ¢ << . Protoze je (bd — ac) 0* >0, p* >0,
je i
bd — ac > 0.
Druhé feSeni je trikové: klicem k nému je vyjadieni
obsahti trojuhelnikt ABS, BCS, CDS, DAS dvojim
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zpusobem. Prvni feSeni je pfirozenéjsi; klicem je uvedené
lemma.

3. KATEGORIE C

[ CI-1 |

Mnoziny M;, M,, M,;, M,, M;u M,u MU M, maji
po fad& my, ny, ny,m,, s prvka; pfitom plati M, n My =
= M, n M, = 0. Dokazte, Ze plati

2s = ny + ny + ng | ny.

MuzZe nastat rovnost a v kterém piipadé?

Uloha C-I-1 uvédi i do kategorie C tematiku mnoZi-
nové algebry a Vennovych diagrami, kterou uvedla do
kategorie B uloha B-P-I.
M Uloha C-I-1 je leh¢i, by-
y M; lo by vhodné doplnit ji
ulohou, ktera je uvedena
dale. Ostatné ani uloha
B-P-1 neni pro ucastniky
kategorie C nedostupna.
Asporii tvod k feseni ulo-
hy B-P-1 by si méli pte-
Cist 1 WCastnici soutéZe

M M. kategorii C.
Pro feSeni tlohy C-I-1
Obr. 40 si zopakujeme tytéZ tii
formule jako pfi feSeni tlohy B-P-1 a nakreslime dia-
gram (obr. 40), kde uplatnime pfedpoklady M, n M, —=
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= 0. Oznalime s, 5,, polty prvkll mnoZin
,U My, evidentné plati

~ . ~
§ == S35 5 = Sus

S13 Ny mgy o Sy = ny | ony . (1)

M, nM,
U ’

ﬁ1 M:})

Se¢tenim prvnich dvou
a druhych dvou vztahi
dostaneme  dokazovanou
nerovnost.

Rovnost 2s = n, -+
-+ ny + ny + n, nastane
jen v pfipadé, kdyZ nasta-
ne rovnost v prvnich
vztazich (1). Z rovnosti
s = 5,5 plyne, Ze obé bilé
Casti diagramd mnoZin
M,, M, znadi mnoZiny
prazdné; obdobné je to- Obr. 41
mu s rovnosti s = s,,. Diagram pak je na obr. 41.

Dopliikova tloha, o které jsme se zminili, se tykd ome-
zeni Cisla s shora. Oznalime p’ pocet prvka priniku
(MU M,) n(Myu M,). Podle prvniho vzorce z feSeni
ulohy B-P-1 je

S+ p =513+ Su (2)

(vzorec jsme aplikovali na mnoZiny M, U My a MU M,).
Z (2) plyne
$ =83+ So e 3)

Z poslednich dvou vzorct (1) a z (3) dostaneme
s=mn + ny - ny -+ ny. 4)
Uhrnem % (n, + 1y + 1y + 1) <5 = n+ny+ny+n,

Rovnost v (4) nastane, pravé kdyz kazdé dvé z mnoZin
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M,, M,, M;, M, jsou disjunktni (z rovnosti se odvodi po-
moci (3), (2) p’ = 0).

Vypocitajte sucet vsetkych Sestcifernych Cisel, z ktorych
kaZdé ma dekadicky zapis obsahujuci vSetky cislice 1, 2, 3,
4,5, 6.

Tato uloha je vlastné jistym predbéhnutim kombina-
toriky. Elementy kombinatoriky jsou vSak tak pfistupné
a zajimavé, ze se mohou probirat na zakladni Skole.
Domnivame se, Ze by se feSitelé méli seznamit pii prile-
zitosti feSeni ulohy C-I-2 s nazvem ,,permutace’* jako
zkratkou pro ,,uspofddanou z-tici prvka‘‘ (v naSem pri-
padé Sestici).

Postup:

a) Uvédomime si,jak vypsat v§ecky permutace 3,4 prvkda.
b) Na zakladé tohoto systému odvodime vzorec pro vy-

pocet po¢tu vSech permutaci » prvka (n = 2, 3, 4, 5,

6); nazvu ,, faktoridl a prisluSného znaku (6!) nemu-

sime uZzivat.

c) UvaZime, jak zjistit, kolikrat se vyskytuje jista cifra

na jistém misté ve vSech permutacich cifer 1, 2, 3, 4, 5,

6(etol.2.3.4.5krat), tj. 120krat.

Pocet vSech vySetfovanych Cisel je 1. 2. 3. 4. 5.6 = 720.
Na prvnim misté se objevi kazda z cifer 1, 2, 3, 4, 5, 6
pravé 120krat. Tyto cifry vzhledem ke své mistni hod-
noté prispéji do celkového soultu sCitancem

120.1.10% 4 120.2.10% 4 120.3.10° +
+120.4.10° 4 120.5.10% 4 120.6 . 108,
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t.

120.105(1 + 2 +3 +4 +5 + 6) = 120.10°.21.
Obdobné tomu je na 2., 3., 4., 5. a 6. misté; pfislusné
prispévky jsou

120.10%.21, 120.103.21, 120.10%.21,
120.10.21, 120.21.

Zidany soucet je tedy
§— 120.21(105 | 10* | 10° | 10 |10 | 1) —
=120.21.111111.

Soucet s je Gctyhodné Cislo 279 999 720.

Zde mame dobrou prileZitost ocenit vyhodu spekulace
a dedukce oproti bezduchému mechanickému pocitani.
Piipustime, Ze by poctar byl velmi rychly a absolutné
spolehlivy. Napsani 720 Sesticifernych cisel ,,pod sebe*
by mu trvalo asi 36 minut (pfedpoklddime napsani
20 ¢isel za minutu). Secteni jednoho sloupce by mu trvalo
asi 24 minut (predpokladame seCteni 30 jednocifernych
¢isel za minutu). Celkovy vypocet by tedy trval

6.24 4 36 = 180 (minut) ,

tj. nejméné tfi hodiny.
Jak by vypadal vypocet pomoci kalkulacky ?

Reste graficky a poletné v oboru redlnych &isel rovnici
Bx +2] =[x + 1];
pfitom [a] znadi celou Cast Cisla a.
___‘ —
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Uloha C-I-3 néle?i do tématu ,,schodovyich funkci®,
které jsou jednim z hlavnich témat XXII. rocniku MO.
Uloha C-I-3 navazuje na ulohu C-P-1. Pfi jejim fesSeni
miZeme pouit VETY: Je-li ¢ Cislo celé, pak plati pro
vSecka t:

[c+tl=c+[1]. (5)

Tato formule se dokdZe snadno pfimo z definice ,,celé
cdsti‘‘. Plati totiz
c+)—1<[c+t]=c+t, (6)
t—1l< ] <1, \
a tedy
tt+c—1<[t]+c=t+c. @)
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PonévadZ podminkdm 7 -+ ¢ — 1 << x = t - ¢ vyhovuje
jediné celé cislo x, plati vzhledem k 6) a (7) vzorec (5).
Danou rovnici upravime na tvar

Bx] +2=[x] +1
[3x] = [x] — 1; (8)

rovnice (8) mé podle (5) taZ feSeni jako dana rovnice.
Text ulohy Zad4, abychom ji feSili nejdiive graficky

a pak teprve pocetné. Grafy funkci x |- [3x], x |- [x] — 1

jsou dvoje schody; ,,vyska stupné“ je vidy 1, ,,délka

neboli

stupné*“ je u prvni funkce ; , u druhé 1. Obé ,,schodi§té*
stoupaji zleva doprava, a to prvni strméji, druhé poma-
leji. Grafy (obr. 42) ukazi také ,,setkani‘ obou ,,schodist®.
To si ovéfime vypoctem podle nasledujici tabulky (T).

(T)

x | =3|—2|—1|_2|_1] ol X 2| 1| 2] 3
3|73 3| 3

Bx] | —9|—6|—3|—2|—-1] of 1| 2| 3| 6| 9

[x] — 1| —4| —3| —2| —2| —2| —1| =1 —=1] o] 1| 2

Podle grafu i podle tabulky (T) jsou feSeni dané rovnice
vSecka Cisla x, pro néz plati

2 1
—— —
3_x< 3"

Snadno dokdZeme, Ze rovnice jind feSeni nemad: radime
vam, abyste odtvodnili to, co vidite na obr. 42, napft., Ze
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pro vSecka x = — %je [3x] > [x] — 1. Skute¢ng, je-li

——;—éx< 0,je —1=3x<0, tj. 3x] = —1,

[JC] —1=—1—1=-2; ic-lix?O,je [3JC] ~3x—1>
Sr 1=

Obdobné dokazeme, Ze pro vsecka x < ‘% je [3x] <

< [x] —1.

C-1-4

Nech AB = a, BC = b, CD = ¢, DA = d su dizky
stran dotycnicového Stvoruholnika ABCD.
Ak plati a®> + b* = ab + c¢d + bc + ad — ac — bd, je
ABCD deltoid. Ak okrem toho plati
b* 4+ ¢ =bc + ad + ¢d + ab — bd — ac ,
je ABCD kosoltverec. Dokézte.

Klice k feSeni této Glohy jsou dva:
(a) Znalost véty: soucty délek protéjsich stran te¢nového
Ctyfuhelnika jsou si rovny; vzorec a + ¢ = b + d.
(b) Charakteristika deltoidu a kosoCtverce: vypukly Ctyi-
uhelnik je deltoidem, pravé kdyZ néktera dvojice soused-
nich stran jsou shodné usecky a zbyvajici dvojice soused-
nich stran jsou také shodné tsecky; (vypukly) ¢tyfuhelnik
je kosoltvercem, pravé kdyZ jsou vsecky jeho strany
navzdjem shodné.
ReSeni ulohy zaleZi v tom, Ze vyuZijeme prvni dané
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rovnosti a rovnosti @ 4 ¢ = b + d. Danou rovnost upra-
vime na tvar

ala+¢)+bG+d)=(@+c)b-+4d).
Dosadime b + d = a + ¢; vyjde
(@a+c)(a+b)=(a+tc). )

ProtoZe je a +¢ >0, plyne z (9) a + b =a + ¢ {j.
b = ¢, a = d. Podle véty (b) je tedy ctyruhelmk deltoid.
Druha z danych rovnosti vznikne z prvni cyklickou zd-
ménou: a—>b-—>c—>d->a. Proto muzeme obménit
cyklicky i vysledek: mimo vztahy b = ¢, a = d budou
platit jesté vztahy ¢ = d, b = a . Podle véty (b) (druha
Cast) je tedy v tomto pfipadé Ctyfuhelnik kosoctverec.

C-1-5

V roviné je dana
Ztvercova sit slozend z ,
jednotkovych cCtverct.
Zvolme libovolny pra-
vouhly trojuhelnik T,
jehoz vrcholy lezi ve
vrcholech sité a odvés-
ny v primkach sité.
Ozna¢me p obsah troj- a
uhelnika T, %, resp. v,

pocet vrcholu sité, kte-

ré jsou na hranici, resp. ve vnitfku trojahelnika T. Do-
kazte, ze plati

Obr. 43

2p—h—20+2=0;
.. _
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Uloha C-I-5 podobné jako C-I-6 vnasi do soutéZe
téma z kombinatorické geometrie.
Pri feseni ulohy C-I-5 zatneme experimentovat napf.
s pravouhlym trojuhelnikem o odvésnidch a = 6, b = 4
(obr. 43); a, b jsou obecné ¢isla celd, jejich nejvétsiho spo-
le¢ného délitele oznacime 6. Na Cisle 6 zfejmé zaleZi;
jsou-li a, b nesoudélnd, nelezi na pfeponé mimo vrcholy
Zadny mfiZovy bod. Prvni impuls k feSeni tlohy bude te-
dy odvozeni vzorce
h=@—1D+0G-1D+0G—-1)+3,
tj.
h=a+b+ 4. (10)
Dalsi poznamka se tykd odvozeni vzorce pro 2v; pod-
nétem je doplnit trojuhelnik na pravouhelnik (obr. 43).
Uvnitf pravouhelnika je (¢ — 1) (b — 1) mfiZovych bodu;
zfejmé vsak plati
@—1D0G—-1)=20+06—1,
neboli
20=ab—a—b—0+2. (11)

primky sité

primky sité

Obr. 44
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Proto%e 2p = ab, dostaneme z (10) a (11)
2p—2v—h=
=ab—ab+a+b+06—2—a—b—56=—2.
Pokusime se rozsifit odvozeny vzorec pro libovolny
miiZovy trojihelnik, tj. trojuhelnik, jehoZ vSecky tfi
vrcholy jsou mifiZové body. Dostatecny podnét dava

obr. 44.
] C-1-6 |

V roviné je dan vypukly pétithelnik 4,4,4;4,A45 a
uvnitf ného bod A, ktery neleZi na Zadné uhlopricce.
Kolika rtznymi zpusoby lze sestrojit dva trojuhelniky
s vrcholy v bodech 4; tak, aby trojuhelniky nemély Zadny
spole¢ny bod? (Diskuse.)

Tato tloha se muze
vyfesit v podstaté expe-
rimentalné. Naértneme
konvexni pétithelnik
A, A,A;4,45 a sestro-
jime  vSechny jeho
uhlopficky (v poltu 5).
Tim se rozdéli péti-
uhelnik celkem na 11
Casti obr. (45) tii typt;
tyto typy oznalime £2,,
,, 2,. Na obr. 45 jsou
oblasti typu 2, vysra-
fovany, oblasti typu 2,
jsou vyteCkovany, ob-
last typu £, je bild a
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ohraniCena tlustou carou. Oblasti jsou oteviené (bez hra-
nic) a bod Ag naleZi jedné z nich.,

Lezi-li bod A4 v oblasti 2, jsou Zzadané dvojice troj-
thelnika 3, napi. (4,444, A3A3A44), (A1AgAs A3A4A5),
(AyAsdgy A;A3A3). Polointuitivné ovéfime, Ze tyto
dvojice vyhovuji. M¢li bychom si uvédomit, %e vSech
dvojic trojuhelnikd je 10 (stali zvolit tfi vrcholy tak, aby
mezi nimi byl 4g). Snadno ovéfime, Ze zbyvajicich sedm
dvojic trojuhelnikii, mezi nimiz jsou trojthelniky A;A4;A;,
AzAdAg, AyA5Ag AyA4Ag, A1AzAg, AzAzAg, AA4As,
nevyhovuje.

LeZi-li bod A4 v oblasti 2,, jsou Zadané dvojice troj-
uhelnika 4, napt. (A, 4,44, A3A4A45), (A1 A5Ag, AyA3Ay),
(Agdsdyy ArAyAs), (AgAusy AyAsdy). S
b Lezi-li bod Ag v oblasti 2,, je Zadanych dvojic troj-
uhelnikd 5, a to (Agd,1 4y A3AuAs), (AgAsAs, A1ALA5),
(Ao Asdys Ay AsAy), (Ao As, A, AsAr), (A dsAy, AyAyA,).

Tim je zéroven provedena diskuse feSeni.

4. KATEGORIE Z

Dokazte, Ze existuje jediné prvocislo p takové, Ze p,
P -+ 2, p - 4 jsou prvocisla.

Vysetfovani aritmetickych posloupnosti, jejichZ vSecky
¢leny jsou prvocisla (nazveme je p-posloupnosti), je pro-
blémova situace, ze které lze vytézit fadu péknych uloh.
P-posloupnost s diferenci 2 miZe obsahovat nejvyse tfi
Cleny. Jsou-li totiz x, x | 2, x -|- 4, x -| 6 Ctyfi Cleny
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p-posloupnosti, jsou pro zbytky pfi déleni tfemi tii moz-
nosti uvedené v nasledujici tabulce ve tfech fadcich:

x x+2 x + 4 x4+ 6
0 2 1 0
1 0 2 1
2 1 0 2

Protozeje x =2,jex +2=4,x+4=6,x+ 6 = 8.
V kazdém fadku tabulky je tedy aspoil jeden ndsobek tif
vétsi neZ 3 a to je Cislo slozené.

Omezime-li se jen na posloupnosti tf¥i¢lenné, prichazi
v Gvahu jen prvni fadek tabulky a prvni ¢len musi byt
ndsobek tfi, ktery je prvocislo, tj. x = 3; déle je x + 2 =
=5, x + 4 = 7, coz je feSeni nasi ulohy.

Omezime-li se jen na posloupnosti dvojclenné s dife-
renci 2 — tj. na tzv. prvociselna dvojcata, pfichdzi v Gva-
hu jen p-posloupnost 3, 5 a pak p-posloupnosti podle 3.
fadku tabulky, napf. 17, 19 nebo 29, 31 nebo 41, 43 atd.
Prvni ¢len x dvojice nemuZe koncit v dekadickém vyja-
dfeni trojkou, pokud je x > 3; nebot pak by druhy ¢len
kon¢il pétkou a pfitom by platilo x 4 2 > 5, tj. druhy
¢len x + 2 by bylo ¢islo sloZené. Jak je znamo, neni do-
sud rozfeSena otdzka, zda mnoZina prvociselnych dvojcat
je nekonelna.

Do série tloh z této problémové situace patfi napft.
uloha nalézt vSecky p-posloupnosti aspoil tficlenné s di-
ferenci 4. (Diference p-posloupnosti, kterd m4d aspon tfi
¢leny, nemuze byt Cislo liché — proc¢? Jak je tomu u dvoj-
¢lennych posloupnosti ?)

Sestavme tabulku pro ¢tyfclennou p-posloupnost s di-
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ferenci 4; do tabulky zapisujme zbytky pfi déleni tfemi

(jsou tfi moZnosti, uvedené ve tfech fadcich tabulky).

rx x+4_: x+ 8 x 4+ 12
0 1 2 0
1 2 0 1
2 0 1 2

ProtoZe je x = 2,jex +4=6,x + 8 =10, x 4 12 =
= 14. V kazdém fadku je tedy aspon jeden nasobek tfi
vétsi nez 3, tj. Cislo slozené. Zdvér: neexistuje ctyrilennd
p-posloupnost s diferenci 4.

Omezime-li se na tfiClenné p-posloupnosti s diferenci
4, pfichazi v tivahu jen prvni fadek a prvni ¢len je x = 3;
dalsi Cleny jsou x + 4 =17, x + 8 == 11.

Omezime-li se na dvoj¢lenné p-posloupnosti s diferenci
4 a vyloucime-li posloupnost 3, 7, pfichdzi v vahu jen
druhy fadek tabulky. Sem patfi ,,dvojcata““ 7, 11; 13, 17;
19, 23; 97, 101 a dalsi. Snad i téchto dvojcat je nekonecné
mnoho.

Uloha o p-posloupnostech s diferenci 4 by mohla byt
avodem k tuloze Z-I-1. Bylo by moZné vySetfovat ob-
dobnym zpusobem i p-posloupnosti s diferenci 6; zde
bychom vypsali do tabulky zbytky pfi déleni péti. VSecky
tyto tlohy jsou vhodnou pfileZitosti k procviovani dal-
§iho pojmu elementarni ¢iselné teorie — k pojmu zbytku,
resp. zbytkové tfidy.
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[z12]

V pisemné praci se vyskytl lomeny vyraz

ax +b

x+c ;
a, b, ¢ byla urcita Cisla. Ludék si pamatuje, Ze pii dosazeni
x = 1 dostal vysledek 1, pfi dosazeni x = —1 dostal —1,

kdyZ dosadil x = 2, zjistil, Ze se neda hodnota daného
vyrazu vypocitat. Pomozte mu najit Cisla a, b, c.

__.__
Z textu ulohy dostaneme
at+b 1 —a+b b 1
1+¢ 7 =1 4 ’

Hodnotu vyrazu nebylo mozno vypocitat pro x = 2, pro-
toZe jmenovatel byl roven nule, tj. ¢ + 2 = 0. Z uvede-
nych rovnic dostaneme
a:—zrbzly C:—‘Z.
Lomeny vyraz, s kterym se Ludék potykal, byl tedy
1—2x
x—2°
A nyni pfipojime k tuloze Z-I-2 komentaf, ktery je
urCen pro vyspélejsi ucastniky MO.
Uloha Z-I-2 je uloha na uréenost linedrni lomené
funkce. Jde o funkci tvaru
ax + b
et d m
kde a, b, ¢, d jsou konstanty. Zpravidla jesté predpokla-
dame, Ze je ad — bc +# 0.
Z teorie vime, Ze tfemi dvojicemi Xx; —> ¥y, Xy —> Vs,
X3 — y3, kde x; jsou navzajem ruzna Cisla a y; jsou na-
vzajem ruznd Cisla, je urCena funkce (1) jednoznacné; tj.
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jednoznacné jsou urceny poméry a : b : ¢ : d. Pomoci této
véty lze vytvofit libovolné mnoho tuloh takového typu,
jako je tiloha Z-1-2.

Napt. je-li x, = 0, x, = 1, x3 = —1, dostaneme pro
koeficienty a, b, ¢, d rovnice
£~ at+b —a+b . )
d =i #c+d_y2’ —————C—I—d_—y‘s'

. . b
Protoze je Pl

(Pro¢?) Z (2) pak dostaneme
b=y, a+ty =0y +yy —at+y=—cy+3.0)

=1y, je d#0 a muzeme wvolit d — 1.

Sectenim poslednich dvou rovnic (3) vyjde
2y1 = c(¥2 — y3) + Y2 + 3
a odtud

o — 291 — Y2 — Vs . (4a)

Vs — Vs
Z druhé rovnice (3) pak vypoclteme

g Y2 205ty (4b)
y — Y3

Podle (4a), (4b) je

( y.;) (yz - .yl) = ),

ad — bc = a — ¢y, = 2
$ vyz““y:s

Jedna ze tii podmmek muZe byt nahrazena jako v uloze
Z-1-2 tim, Ze k urCitému x nelze vypocitat pfislusné y.
Necht je napf. opét x, = 0, x, = 1, x3 = —1, y; vSak

120



nelze vypocitat, tj. —c¢ 4 d = 0. Podminky pro koefi-
cienty tedy jsou

b_, atb_

d = cF d"*yza
Muzeme opét zvolit d = 1; pak je

d=1b=y,c=1,a=2y,—
Opétje ad — bc = 2(y, — ¥;) # 0. Funkce

y = 2y, —y)x +n
x+1

skute¢né spliiuji dané podminky.
Uloha obdobného typu, kterd miZe byt uvedenim do
této tematiky, zni:

—c+d=0.

Koeficienty funkce y — gx iz jsou takové, Ze se medd

vypocitaty pro x = 1 a Ze pro £ddné x nevyjdey = 1.

ax -+ b_
—x+ 1
Uplatnime druhou podminku: poloZime y = 1 a budeme

se snazit vypocitat x. Dostaneme rovnici —x | 1 =
= ax -} b neboli

Prvni podminka vede pfi d = 1 k vyjadieniy =

x(1 4a)=1-—0». (5)

Rovnice (5) je nefeSitelnd, pravé kdyz a = —1, b # 1.
Danym podminkim tedy vyhovuje nekonené mnoho
funkci

 —x+b
y—m, b?é]..

Urlenost linedrni lomené funkce (1) tfemi dvojicemi

121



[x5¥] je v souhlase se skute¢nosti, Ze pfi ¢ # 0 je grafem
funkce (1) rovnoosd hyperbola, jejiz asymptoty jsou rovno-
béZné s osami soufadnic (ortonormalnich). Sméry asymp-
tot urluji oba nevlastni body hyperboly a je tedy tfeba
jesté tfi dalSich bodu. Zvolime-li tyto tfi body tak, Ze
lezi v pfimce, napf.

(3501, [053], [251], (6)

d4 ndm znidmy postup tyto koeficienty: a = —1, b = 3,
¢ =0, d = 1; linedrni lomena funkce prejde ve funkci
polynomickou

y=—x+3,

jejimz grafem je primka obsahujici vSecky tfi body (6).
Linedrni lomena funkce m4 vSak jesté jiny geometricky
vyznam. Zvolme soustavu ortonormdlnich soufadnic;
mimo osy soufadnic zvolme bod S. Promitneme-li pro-
ménny bod X = [x; 0] osy x z bodu S do (proménného)
bodu Y = [0; y] osy v, pak plati

ax + b .
= & d’ (1bis)
A kde a, b, ¢, d jsou
y Obr. 46 vhodné redlné kons-
tanty, ad — bc # 0
(obr. 46). Obracené
vSak neplati, Ze kazda
linedrni lomena funkce
(1bis) vyjadfuje pro-
mitnuti osy x do osy y.

0 X=[x0] CISELNY PRIi-
KLAD. Budiz § =
= [2; 1]; pak bod A4 = [3; 0] se promitd do bodu B =
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= 0;3]abod P = [0; 0] se promitd sam do sebe. Plati tedy

b ~3a+ b N

Posledni podminka (7) vyjadfuje, Ze bod [2;0] nema zadny
prumét na ose y. Zvolime-li d = —2 (a to mazeme), daji
nam rovnice (7)

a=1,b=0,c=1,d= —2
a vyjadreni funkce (1 bis) je

0:

X

y:x—2

Jak je vidét, poskytuje tloha Z-I-2 mnoho moZnosti
k davérnému seznidmeni s linedrni lomenou funkci,
s jejim uZitim v geometrii, k procviCovani soustav tfi
linedrnich rovnic v souvislosti s vétou o urcenosti linedrni
lomené funkce tfemi dvojicemi [x;y]. Velmi doporucujeme
interpretovat linedrni lomenou funkci jako analytické vy-
jadreni zobrazeni (projektivniho) — viz posledni feSeny
priklad; véta o urcenosti linearni lomené funkce se pak
jevi jako analyticky prot€jSek Staudtovy véty o urenosti
projektivity. V zadané uloze Z-I-2 je lomeny vyraz de-
homogenizovan, koeficient pfi x v jmenovateli je totiZ
roven 1.

| Z-1-3 |

Je-li bod O libovolny vnitfni bod trojihelnika ABC
a jsou-li 4,,B,,C, po fadé pruseciky pfimek 40, BO, CO
s proté&j§imi stranarni, pak plati
ocC,
cC,

a) 1+ Ly 1;

BBI
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A0  BO | CO
b) BB, T e, =

44, " BB, e

Dokazte.
.*,.i__

1. V této tloze jde o poméry délek, coz napovida, Ze
jde o ulohu z afinni geometrie. Pro star$i Ctenafe bude
uziteCné, uvedeme-li feSeni, které se opird o wlastnosti
délictho poméru; znalost zakladnich vlastnosti déliciho po-
méru totiz umoziiuje sestrojit si mnohé varianty ulohy.
Resitelé kategorie Z najdou jednoduché feseni na str. 127
odst. 5, 6.

2. Jsou-li X, Y, Z tfi rizné body v pfimce, definujeme
délici pomér (XYZ) tak, ze

volime znaménko -, leZi-li bod Z vné Gsecky XY, a zna-
ménko —, lezi-li bod Z wwnité useCky XY.

Utvorime-li z danych kolinearnich bodt X, Y, Z vSech
Sest permutaci, dostaneme Sest hodnot déliciho poméru:

(XYZ}xlAYXZ):;?(XZY);14~L

, 1 1 21
(ZXY) = 1= (YZX) = 1 —a="a

@YR)=1— ;to=ate ()

3. Dalsi dulezité vlastnosti délicich pomért vyjadiuji
véty Menelaova a Cevova.

VETA MENELAOVA. Je dén trojuhelnik ABC
a pfimka p jeho roviny, ktera neprochazi Zddnym z vrcholi
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Obr. 47
A, B, C a protina ptimky AB, BC, CA po tadé v bodech
C,, A,, B,. Pak plati
(ABC,) . (BCA,) .(CAB,)) = 1.

VETA CEVOVA. Je dén trojuhelnik ABC a bod S
jeho roviny, ktery nelezi na Zzddné z pfimek AB, BC, CA;
pfimky AS, BS, CS necht protinaji piimky BC, CA, AB
po fadé v bodech A,,B,, C,. Pak plati

(ABCz) . (BCA2) . (CABz) . ‘—1 .

Ob¢ situace ukazuje obr. 47. Pfipomindme jeSté, Ze
délici poméry jsou tvofeny ,,cyklicky“ a Ze obé véty lze
obratit.

4. ProtoZe v uloze Z-1-3 leZi bod O uvniti ABC, plati
(obr. 48)

04,
aq oA,

e,
BB,

oC
- (OBB,), -~2=(0CC). (2
(0BB), ‘GGt = (0CC). @)
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Obr. 48 _ Aplikujeme Menelaovu vétu
¢ na AABA, a piimku OC;
' vyjde

(ABC)).(BA4,C).(4,40) =1

\p, 2 déle podle (1)

'/"’///// (A4,0) — (ABC,).(BA,C),
i .:IIIII///////////////,/////ll/{{{‘ (A4,0) = (ABC) [1 —
7 meay. 3)
Podle (1) je '
(044d) = (AOlAl) T 1 (jmlo)' @

Oznacime-li
(ABC,) = 43, (BCA,) = A, (CAB)) = 4,,
prepiseme (3) a (4) ve tvaru
(AA,0) = 25(1 — A) = A3 — A5,
1

(OAAI) - m. (53)
Cyklickou zaménou dostaneme
1
(OBB) = y—7—71° (5b)
1
LOCG) =5 Ay b= Ash
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4 ¥ v T 941 e
Podle (2), (5a), (5b) vypocteme soucet 2,44, (zapis
znamena soucet tfi pfislusnych ¢lent)
04, 1 1
AA, 1 — 23+ 1123'*‘ 1 — N+ A +
1
T4, F Ak
ProtoZe je podle Cevovy véty 1,4,43 = —1, rozSifime-li
prvni zlomek Cislem 4,, dostaneme
OA A, 1
Ad, Tk =1 T LT Ak
Ly 1 2 243 2 2/3
1
T L F AR
04, 1— 2 1
AA, 1 — A, + 1213+ 1 — A4+ 44" ©)

Prvni zlomek na pravé strané (6) rozsifime cCislem 4,;
vyjde

S 04, P

AA, Y — MAy—1

Tim je dokazana prvni rovnost.

5. Protoze je AO = AA, — OA,, je

1— 2, 1

+1~%+A@:L

40 _ | 04,
A4, AA,’
a tedy
N40 . NTo4
£, A4, £, A4, '
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40
A4,

Tim je dokdzdna druhd rovnost. Pfitom zépis S
et

znamena soucet prislusnych
tfi Clend.

6. Ponévadz obé dokazo-
vané rovnosti vyjadfuji vlast-
nosti, které se zachovavaji
podobnym zobrazenim, daji
se dokazovat jednak pouZi-
tim podobnosti, jednak po-
moci obsaht. VSimneme si
dvou podobnych trojuhelni-
ki A4,4AQ, A,0P (které se
mohou redukovat na usecky
AA,, OA,, je-i AA, |
| BC) — viz obr. 49. Pri
oznaceni z tohoto obrazku
dostaneme

04, u, au, ABCO
AA, v, av, ABCA’
0B, 0G,
BB,’ CC,
neme prvni rovnost; druhou rovnost dokazeme jako diive
(viz odst. 5).
Tento zptsob je na prvni pohled jednodussi, ale prvni
zpusob (odst. 4) ukazuje obecnéjsi metodu, které se da
pouzit i v pfipadé, Ze napf. bod O lezi vné trojuhelnika
ABC; pak oviem podily

04, 0B, 0G,

AA,’ BB,’ CC,

Cyklickou zaménou urcime . Sectenim dosta-

se musi nahradit prislusnymi délicimi poméry.

128



Je dén kvadr ABCDEFGH se stfedem S, jehoZz hrany
maji délky AB = a, AD = b, AE = ¢. Uvnitf kvadru je
dan bod X.

a) Vyjadiete soudet druhych mocnin vzdilenosti bodu
X od vsech vrchola kvadru pomoci a, b, ¢, SX.

b) Plati vysledek odstavce a) i pro body leZici vné
kvadru nebo na jeho povrchu?

___.___

Tato tuloha nevyzaduje vibec vynalézavost — je to
drilova uloha na algebraické vypocty. Kvadr ABCDEFGH
rozdélime na osm kvadrd, které maji vidy jeden vrchol X
a za prot&§i vrchol jeden z vrcholi daného kvidru.
Vzdélenosti AX, BX, CX, DX, EX, FX, GX, HX jsou
délky télesovych uhlopficek téchto osmi kvadra; tyto
vzdalenosti vypocteme pomoci délek hran téchto kvadru.

Oznadime-li vzdélenosti bodu X od stén ADHE, ABFE,
ABCD po fadeé x, y, 2, jsou tyto délky hran

XY, 2 a— % b—y, ¢c— 2z, @)
Pak se vyjadfi
AX?: = x4 y* + 22, BX?*= (x — a)® +y* + 22,
CX2=x—a)+(y—0b2+2%4...,HX? =
=2+ =05+ (z— ) ©)

SXE=(—SP+O— P tE— 5. O

Pritom uZivime rovnosti (x — a)? = (¢ — x)%,(y — b)? =
=0 —yP@E—P=(c—2"
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Hledany soucet je podle (8)

o=8(x>+y*+ 2> —ax — by — cz) + 4(a® + b + c?).
(10)

Z (9) plyne

B2t+yr+—ax—by—cz= SX*—é(a2 452 + ).

(11)
Spojenim (10), (11) dostaneme Feeni tlohy a)
o =8 S8X?%+ 2(a®+ b + ¢?). (12)

LeZi-li bod X na povrchu nebo vné kviddru, nahradime
v (7) rozdily @ — x, b6 — ¥, ¢ — 2 absolutnimi hodnotami
la — x| = |x —al,|b—y| =]y —bl,lc — 3| = |z —cl|;
dalsi vypocet i vysledek (12) zGstdvaji nezménény. Tim
je rozfeSena uloha b).

Je patrno, Ze cely postup, zejména pfi feSeni Ulohy b),
je v podstaté obchdzenim metody sourfadnic. Domnivdme
se, Ze olympionici by se méli s timto principem sezndmit;
jde zejména o vzorec pro vzdalenost bodua [xi,y;, 2],
[%25 V25 25]

d? = (% — x2)* + (01 — ¥2)* + (51 — 20)*.

Musime ovSem zdiraznit, Ze plati — obdobné jako
vzorec pro délku télesové uhlopficky kvadru, z néhoZ
vlastné vznikl — jen v soustavé ortonormalnich soufadnic.
Dile musime zduraznit, Ze vzorec plati, at jsou Cisla x;, v;,
z; jakdkoli — nezdpornd Ci zdpornd; to je jeho hlavni
prednost.

ProtoZe mezi pfipravnymi Glohami neni obdobna uloha
stereometrickd, bylo by vhodné rozfesit si nejprve tuto
ULOHU:

Jsou dany dva rtzné body A, B; mame vysetfit mno-
Zinu vSech bodlt X v prostoru, pro které plati AX? -
+ BX? = k, kde % je kladna konstanta.

130



Oznadime M stied tGseCky AB a dokdZeme, e MX je
konstantni; je tfeba diskutovat feSeni vzhledem k para-
metrim k, AB. Za urcitych pfedpokladi je hledanou
mnoZinou kulova plocha.

Slozitéjsi je uloha, kde jsou dany tfi nekolinearni body
A, B, C a vySetfuje se mnoZzina vSech bodi X v prostoru,
pro néZ plati AX? + BX? + CX?* = k, kde % je kladna
konstanta. Vysledkem je za urcitych predpokladu opét
kulova plocha, jejimzZ stiedem je tézi§té trojuhelnika A BC.

KdeZto pfi feSeni prvni tlohy se vystaci ,,s planimetric-
kymi vypocty*, pfi druhé tloze se neobejdeme bez sou-
fadnic.
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