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Il. PFipravné ulohy I. kola
(Komentarf a feSeni)

1. KATEGORIA A

| A-p-1 |

Urdite vSetky prirodzené Cisla x, pre ktoré je vyraz
x* — 23x% 4 42 delitelny Cislom 83.

_._.¥_

Tato tloha mé tematiku na prvni pohled béZnou, ale
je tu prece néco nového, totiZ tzv. kvadratické zbytky.
Dany trojclen

xt — 232 + 42 (1)

rozloZime v soudin
(x% — 21) (x® — 2);

protoZe 83 je prvocislo, je Cislo (1) nasobkem 83, pravé
kdyZ je asponi jedno z Cisel x* — 21, x> — 2 nasobkem 83.
Ziejmé stali vySetfovat Cisla x = 0 az x = 82, tj. hledat,
jaké zbytky dava cislo x® pfi déleni Cislem 83. Mohli
bychom pomoci tabulky druhych mocnin pfezkouset
vsech 83 pripadu. To je vSak pfili§ pracné, proto se sna-
Zime pocet vySetfovanych pfipadd sniZit; tim zaroven
vnikneme trochu do teorie tzv. kvadratickych zbytki.
Predné dokdZeme pomocnou vétu (lemma L,):
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(L,) Jsou-li x;,x, dv€ rizna cela Cisla z intervalu {0; 82)
takovd, ze x} — 21, x; — 21 jsou nédsobky prvocisla

83, pak je x;, + x, = 83.

Obrdcené: Je-li x celé Cislo z intervalu <0; 82), pro
které je x2 — 21 nasobkem 83, pak je také (83 — x)* — 21
nasobkem 83.

DUKAZ: a) Nechtje x2 — 21 = 83k;, x2 — 21 = 83k,,
kde 0 = x, < x;, = 82. Pak je

(x3 — 21) — (x3 — 21) = 83(k, — &) ,
tj.

(2 — x5) (1 + x5) = 83 (ky — ky) .
ProtoZe je 0 < x; — x, = 82, je 83 délitelem Cisla x; + x5}
protoZe je x; + x, < 2. 82 = 164, je x; + x, = 83.

b) Necht je x2 — 21 = 83k, kde 0 = x = 82. Pak plati
(83— x)?—21=832—-2.83.x+ x*— 21 =
= 83(83 — 2x) + 83k = 83m,
tj. (83 — x)* — 21 je nasobkem cCisla 83.

Je zfejmé, Ze v lemmatu (L;) muZeme nahradit ¢islo 21
libovolnym pfirozenym cislem, napf. Cislem 2; také
prvocislo 83 miZeme nahradit jinym prvocislem.

Druhé lemma zni:

(Ly) Plati-li pro prirozena Cisla x, x;, X, vztah x = x;x,
a déavaji-li pri déleni Cislem 83 cisla x2, x3, x3 po
fadé zbytky 2z, 2;, 2., je Cislo 2 — 2,2, ndsobkem
Cisla 83%).

DUKAZ: Nechtje x2 = 83k, + 2, x2 = 83k, + 2y,
x? = 83k + z; pak je x* = x} . x3 = 83(83k.k, + ky2y +
+ ko2) + 2129, 1.

*) Obé lemmata se vyslovi mnohem pfehlednéji, uZijeme-li pojmu
,kongruence®.
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) 83k + 2 = 83m + 22,,
tj.
83(m — k) = 2 — 2,2, .

Z lemmatu (L,) vyplyva, ze staci vySetfovat kvadratické
zbytky Cisel 0 aZ 41. Dalsi moZné zjednoduSeni dostaneme
tak, Ze vypolteme kvadratické zbytky prvocisel mensich
nez 42 pti déleni Cislem 83. Jsou uvedeny v tabulce:

(T
x |’2|3|5r7|11]—13{17‘19’23\29\31“7!41
2 ”4’9|25l49|38|3}40\29‘31‘11’48’4”2{

(2 je zbytek pfi déleni Cisla x? Cislem 83). Pak muZeme
(s pouzitim tabulky 7;) pocitat zbytky zbyvajicich sloZe-
nych ¢isel od 1 do 20, tak%e dostaneme tabulku (7,):

(Ty)
3|4[5 |6 |7 |8 ]9 [10]11[12[1314]15 1617 |18 19 |20
z||1]4 o |16[25 |36 \49 164]81 \;7 |38 la_lm]é |30|59 7 40|75 29‘68

8
—
[N

A dale s pomoci tabulky (7,) urCime ostatni kvadratické
zbytky. Napft. 36 = 2. 18, tj. 362 = 22. 18%; zbytek 2 je tyz
jako pro 4 .75 = 300, tj. 51. Anebo 26 = 2. 13, 262 =
= 2%, 132%; zbytek z je tyZ jako pro 4.3 = 12. Nebo
39 = 3.13,39% = 32. 13%; zbytek je tyZ jako pro 9 . 3 =
= 27 atd.

ZAVER : Kvadraticky zbytek 2 nedostaneme pro Zadné
Cislo x z intervalu <0, 82) a kvadraticky zbytek 21 dosta-
neme jen pro Cisla x = 41, 42.

Uloha m4 tedy dvé t¥idy feseni:

x, = 41 + 83n,
%, — 42 | 83n., &)
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kde n probiha viecka nezaporna cela Cisla. Je tfeba )este
provést ZKOUSKU, %e viechna &isla (2) skutené maji
tu vlastnost, Ze &islo (1) je nasobkem cisla 83.

Pro predvedem postupu by bylo asi vhodné zvolit
misto prvocmla 83 mensi prvocislo, napi. 41. Pak by se
oviem mél zménit i dany trojélen; ULOHA by mohla
znit napf. takto:

Urcete vSecka pfirozena Cisla x, pro kterd je vyraz
x* — 35x% 4+ 66 délitelny Cislem 41.

Urcete vSechna redlnd &isla x, ktera spliiuji rovnici

_2‘q_c__~1_ n dx + 17 5xm—é
][]

pfiCemZ symbol [a] znamend celou Cdst redlného Cisla a,
to je celé Cislo, pro které plati

[al=a <[a] + 1.
_._..(‘

Tato uloha patfi do skupiny tloh o funkci ,,cela Cdst
z Cisla. . .“. Uloha téZe tematiky je také mezi pfipravny-
mi alohami kategorie C (C-P-1). Pfi feSeni tilohy A-P-2

uvazte, ze Cislo

je celé; feSeni x 1ze tedy hledat jen

mezi raciondlnimi Cisly. PouZijeme substituce

5x — 4 .
3 =y (yeeld) ©)
z (3) dostaneme
x = 3 +4 ;L 4 . 4)
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Vyjadiime
2x——1:2y+1 dx +1 4y 47

3 5 2 6 10
Misto dané rovnice pro x mame pak fe$it rovnici
2y + 17, [49+7] _

a to v mnoziné C vSech celych Cisel. Pri feSeni mtZeme
kombinovat (tak jako pfi C-P-1) pokusy s deduktivni
tvahou. Pokusy nidm daji tuto tabulku:

y —a|-3l-2|-1]o |1 |2]3|4a|5]6
[23’;“ 1] —2|—1f-1]=1]ofo |1 1|1 ]2 ]2
[‘?J’Tj)"l] —1|=1]-1| olo |1 |11 |22 |3

Tabulka ndm da pét feSeni rovnice (5), ktera jsou tlusté
zaramovana. Rovnice (4) da pét feSeni dané rovnice
(o spravnosti vypoctu se presvéd¢ime zkouskou)

% = —0,4; x, = 0,2; x3=0,8; x4 = 1,4; x5 = 2.
Zbyva dokazat to, co naznaCuje horni tabulka, Ze totiZ

rrrrrr

dan4 rovnice, resp. rovnice (5), nema jiné feSeni. Tabulku
doplnime tvahou: Pro y =5 je

[2y+1]£2y+1_4y+2 a [4y+7]<4y+1

5 | =75 10 0 | = 10
a dale

29+ 1] [y +T] _8+9_4 9

[ 5 ]+[ 10 ]: 0 ~5Yt10~
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4
5y+y3/

Rovnice (5) tedy skuteCné nemd Zadné feSeni y = 5.
Obdobny dukaz provedeme proy = —5.

Doporucujeme, abyste fesili rovnici (5) graficky. K tomu
gelu je vyhodné odvodit POMOCNOU VETU:

(L) Pro kazdé ce C a te R\ C (tj. pro kazdé celé
Cislo ¢ a redlné nikoli celé Cislo #) plati vzorec:
c—[t]l=[c+1—1].

DUKAZ: Vyjdeme z definice ,,celé &isti z A*. Lze to
zapsat dvojim zptsobem; bud [4] = A4 < [4] + 1, nebo
A—1<[A4] = A. Z této definice plyne

c—t<[c+1—t]<c—t+1. (6)
Na druhé strané vsak plati

—[l-1<—-t=—1[l,

tj.

c—t=c—[t]<c—1t+ 1. ©)
Vzhledem k predpokladu o cisle 7 nemtZe nastat rovnost
ani v (6) ani (7); ob& tyto podminky jsou tedy totoZné.
ProtoZe vSak v otevieném intervalu (¢ —t, ¢ — ¢t + 1)
lezi pravé jedno celé Cislo, je lemma (L) dokazano.

Pfi feSeni rovnice (5) rozlisime nyni dva pfipady:

9 2rlee, [ igc.

V ptipad¢ a) zjistime, Ze musi byt y = 57 4 2 (n e C).

Vypodteme _yLl =2n 41, &%1 = 2n +—;— .
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Rovnici (5) pak prepiSeme do tvaru
[2n + 1]+[2n+%] =5n+ 2.
Odtud dostaneme 7n = 0, coz dava jedno feSeni y = 2.

V pripadé¢ b) uZijeme pomocné véty (L) a dostaneme
misto (5)

49+ 7 2yt
B

¢ili

Y+ 7 [+ 4.
Po ][5 ®
odtud dostaneme zbyvajici feSeni y = —2, —1, 0, 1.
Rovnici (8) si snadno rozfesite sami.

| A-P-3 |

Ak plati v trojuholniku ABC vztah o = 2§, potom
plati a® = b* + bc. DokaZte a zistite, Ci plati aj obratena
veta.

S ,.,7 =
Uloha A-P-3 je v pravém slova smyslu ,,cvi¢na®;

nevyzaduje v podstaté zadny napad. Z podminky « = 2/
odvodime ihned y = = — 3f a podle zndmych vét

a c _sin3f o, ae 20
5= 2cosf, b snf 3 — 4sin®f = 4cos’*f — 1.
Odtud dostaneme eliminaci
a 1 =5 (9)
b? b’
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neboli
a* = b*+ bc. (10)
Obracené z podminky (10) plyne (9) a odtud podle si-
nové véty
sin (« + ) sinf = (sinx + sinf) (sinaz — sinf)
neboli

sin (o -+ ) sinff =
+B.  x—F —f 2+ B

. . o
= 2sin 5 cos 3 - 2sin 5 cos 5

neboli
sin (o + ). sinf = sin (« + ). sin (e« — ).
ProtoZe sin (« -+ f§) = siny =+ 0, je
sinfi = sin (& — f) .
Odtud plyne bud f= o« — f, nebo © — f = o — f.
Druha rovnost vede ke sporu o = =5 je tedy f = « — f,
tj. o = 2p.

Tuto ulohu muZete fesit bez pomoci. Bylo by vhodné
doplnit ji otazkou: Které trojuhelniky s celociselnymi dél-
kami stran maji vlastnost ,,oo = 2p“?

- Ze vztahu a? = b% + bc neboli a® = b(b + ¢) snadno
dokazeme, Ze Cislo b je druhd mocnina celého ¢isla, pokud
ovsem predpokladiame, Ze Cisla a, b, ¢ nemaji spolecného
délitele vétsiho neZ 1. (Je-li p prvocinitel ¢isla a, pak p/b \/
\ pl/(b + c); kdyby bylo p/b )\ p/(b + ¢)*), bylo by p
délitelem vsech tfi Cisel a, b, c. Je tedy
b=u? b+ c=2%,
tj.
a=uv, b =u ¢c= v —u*. (11)

*) Symbol p/b se Cte ,,p déli b, tj. Cislo p je délitelem C&isla b.
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Obracené zvolime-li dvé nesoudélni disla u, v, pro
ktera plati
1=u<ov<2u,
daji vzorce (11) feSeni tlohy. Podminka v < 2u vyplyva
z trojuhelnikové nerovnosti a + b > ¢. Podrobné feSeni
dopliikové tlohy je velmi poucné.

[A-P-4]

Na priméru MN kruZnice 2 = (S;r) jsou didny body
A # S, B # S, které lezi na opanych polopfimkach vy-
tatych na MN bodem S. Na kruZnici k& urcete vSechny
body X takové, aby osa tthlu A XB prochizela bodem S.

Také tato uloha je velmi jednoduchd a ma jediné po-
slani: pfipomenout feSitelam tzv. Apolloniovu krusnici
(Apolloniovo vytvofeni kruZnice) spolu s jistou vlastnosti
osy uhlu trojuhelnika. Tato vlastnost je vyslovena vétou:

(L,) Je-li U takovym bodem strany AB trojahelnika

AU AC
ABC,7ze &t ACU = <. BCU, pakplatlBU BC"
Véta o Apolloniové krugnici zni:
(Ly). Jsou-li P, Q dva rtzné body roviny o a 4 1
kladné cislo, pak mnoZina vSech bodi X € ¢, pro které

lati PX
plati QX

Véta (Ll) se dokaze snadno sinovou vétou nebo z po-
dobnych trojuhelnikt. Na obr. 1 je CU osa thlu <t ACB;

= 1, je kruZnice, jejiZ stfed leZi na pfimce PQ.
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V jetakovybod,%e <. CAV = Obr. 1
= L CBU, pak je
X CUB = < AUV =
= S AVU = ¢.
Z podobnosti trojuhelnika
NACV ~ ABCU plyne
AC _ BC,
AV~ BU’
AC
protoze AV = AU, je %~ BC =

Jinak je véta (L,)

U
~ BU"
evidentnim désledkem pou- Voo~
%iti sinové véty na AAUC, ABUC. |
Lemna (L,) se dokdZe metodou soufadnic nebo pouZi-
tim véty (L,). Dikaz obou vét (L,), (L,) i doplnéni (L,)
otazkou o pripadé¢ 4 = 1 pfenechavame Ctenaftm.

Pii feSeni tlohy A-P—4 rozli§ime dva pfipady; bod S je
sttedem tseCky AB; bod S neni stfedem useCky AB.
V druhém pfipadé uZijeme véty (L,), hledané body jsou
pruseliky dané kruZnice s Apolloniovou kruZznici. V prv-
nim pfipadé je Apolloniova kruZnice nahraZena pfimkou.
Musime ovSem v obou pfipadech dokdzat, Ze vzniknou
dva priseciky.

Prehlédneme-li tedy soubor pfipravnych tloh pro ka-
tegorii A, vidime, Ze se tu klade diraz na Ciselnou teorii
(tlohy A-P-1, A-P-2 a doplnék k tloze A-P-3); geo-
metrické lohy jsou zcela jednoduché.
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2. KATEGORIE B

[ B=P-1 |

Tti konecné mnoziny M;, M,, M, maji po fadé n,, n,, n,
prvka; mnozina M, U M, U M3 md s prvku.

Dokazte: a) Je-li n; + ny + ny = 2s + 1, ma pranik
vSech tfi mnozin alespoil jeden prvek.

b) Ma-li pranik vSech tfi mnoZin alespoti jeden prvek,
jen, + ny +ng =5+ 2.

Dokazte dale, Ze podminka b) neni postalujici pro to,
aby tfi mnoziny mély neprazdny prunik.

Tato tloha zahajuje sérii tloh, jejichZ tematika je Cer-
pana z nového obsahu uciva. JiZ nékolik let se uéi na
gymnasiich podle komentafi k ucebnicim matematiky,
a tim pronikd nové ucivo ze strukturalni matematiky do
vyuCovani. Zaciname proto zafazovat tlohy s tematikou
z naivni teorie mnozin, kterd poskytuje mnoho prfilezi-
tosti k manipulacim s Vennovymi diagramy. Pokud jde
o konecné mnoziny, nardZime velmi Casto na vzorce
0 poctu prvki koneénych mnoZin, jeZ jsou specidlnimi
pripady vzorct z teorie miry. Zvyknete-li si s nimi pra-
covat, absolvujete tak propedeutiku pro vypocet obsahi
a objemu geometrickych utvart i pro zaklady pravdépo-
dobnosti. Mdme na mysli zejména tyto tfi vzorce: Necht
jsou M;, M,, M, tfi kone¢né mnoZiny, které maji po radé
1y, N9y Mg prvki., Oznacime $;p, Sog, S315 Spo3 POCty prvki
mnozin M, u M,, M,uM;, MU M, M, UM, UM, a di-
le Pyys Poss Pas Pros POCLy prvkil mnoZin M, n My, M,
n M;, M;n M;, M; n M, n M;. Pak plati

ny + Ny = S;p + Pra s
S198 = Si2 T So3 + S31 — (my + g + m3) + Prag, (1)
Sis3 = My + Ny + 1y — (P2 + Pas + Par) + Pros -
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Prlslusny Vennuv diagram, pom0c1 kterého si muzeme
ovéfit vzorce (1), je zndzornén na obr. 2; pocty prvku
S195 Sa> Sg1> S123 M€jSOU K piisluSnym mnoZindm pfipsany.

Pfi feseni uloh B-P-1 a) i b) potfebujeme jesté nerov-
nosti

S12 = S198> S23 = S1a3> Sz = 1o - 2
~Jeli Min len M% # 0,
je p1as = 1 a obricené. M, M,

V dloze a) tedy vyjadfime
P1o3> napf. z druhé formule
(1),a pokusime se dokazat, Ze
P12s = 1. SkuteCné je

Pros = (S1o3 — S12) + (5103 —
— Sg3) + (S193 — S31) + 1y +
+ 712 + n3 - 23123 .

Podle (2) je tedy

DPiaz = My + Ny + 1y —

— 25193 =1.

V dloze b) vychazime z pred- Obr. 2

pokladu p,5y = 1 a uzijeme tfetiho vzorce (1) a vzorcu
Pi2 = Pros> P23 = Progs Pyt = Pres - 3)

Dostaneme

S1o3 = My + Ny + My + (Prag — Pro) + (Pras — Pas) +
+ (P123 - Psl) — 2Pyo3 -
Podle (3) vyjde
S1o3 = My Mg My — 2Pyay3
a tedy za pfedpokladu, Ze p,,; == 1, plati
2 = 2pyp3 =1y + Ny + My — S5
Protipfiklad v uloze b) najdete sami, poradime-li vam,
abyste se snazili pouZit takové trojice mnozin, u kterych
maji priniky co nejmensi pocet prvka; vSecky tfi mno-
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ziny mohou mit dokonce stejny pocet prvka. Ale i na to
vie miiZete pfijit sami. PfisluSny Vennuv diagram pak je
zndzornén na obr. 3. Zde je n, = ny, = ny = n:

Obr. 3 Obr. 4

Pras = 0, 153 = 32 — 3, 1.
ntng+n=3n>3n—1=sy+2.
Doplitkem k uloze B-P-1 muZe byt zjisténi, zda pod-

minka
ny + ng + ng = 25153 + 1
je nutna pro to, aby bylo p = 1. Protipfiklad zde vyZa-
duje situaci, za které maji pruniky co nejvétsi pocet prvkii,
napf. (obr. 4): pak je n, = ny, = ng = 2k + 2, pps = 1,
S103 = 3k + 4, a tedy
n o+ ny+n3 =06k +6 <6k+ 9 =25, +1.

Je dédna funkcia
P+ A+ 1
Vo) = w1 5
realnej premennej x. Néjdéte vietky celé Cisla p, pre ktoré
funkcia V,(x) nadobuda kazda z hodnot —2, —1 a 0.
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Uloha B-P-2 je dost obtiZna; tyka se mno¥iny funkcf
0 jedné proménné x s parametrem p nebo funkce o dvou
proménnych x, p. V textu tilohy nejsou explicitné uvedeny
kvantifikatory, na nichZ vSak velmi zileZi. Bylo by asi uZi-
te¢né formulovat tlohu mnoZinové s pfisluSnymi kvanti-
fikatory. Oznacme M, mnoZinu vSech celych cisel p,

2
pro které funkce V,(x) = (? tf_)f 4;Lix2‘jl nabyva
hodnoty 0, tj. pro které existuje aspoii jedno redlné
Cislo x tak, Ze V,(x) = 0.
Symbolicky:
M,={peC; IxeR; V,(x) =0} .
Obdobné zavedeme mnoZiny M_;, M_,. Re$enim tlohy

je mnoZina
M,nM_ nM_,,.
Hledejme nejprve mnozinu M. Cislo p € C nileZi do M,
pravé kdyz existuje aspoil jedno Cislo x € R tak, Ze plati
P+ +4x+1=0 (4)
a zarovenl neplati
x2—4x +2p=0. (5)
Snadno se lze presvédclit, Ze —4 € M,. Piedpoklide;j-
me, %¢ p #* —4. Pak (4) je kvadratickd rovnice a ma
aspofi jedno realné ieSeni x, pravé kdyz je jejim diskrimi-
nantem nezaporné ¢islo, tj. kdyz
16— 4(p + 4) = 0,

neboli kdyz

p=0.
Je-lip < 0ap =~ —4, ma rovnice (4) vidy dva razné ko-
feny, z nichZ aspoii jeden neni kofenem rovnice (5); jinak
by totizbylo p + 4 = —1 A 1 = —2p, coZ je nemoZné.

Je-li p = 0, ma rovnice (4) jediny kofen x = —5 ten
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neni kofenem rovnice (5). Z toho vyplyva, Ze vSecka ne-
kladna cela ¢isla tvofi mnozinu M,;
My= {peC; p=0;.
VySetfime mnoZinu M_;. Cislo p e C nileZi do M_,,
pravé kdyz existuje aspoil jedno Cislo x € R tak, Ze plati
P+4x*+4x+ 1= —x2+ 4x — 2p (6)
a zaroven neplati (5). Z (6) dostaneme
(p+5%+20+1=0. 6)
Rovnice (6") ma asponi jeden redlny kofen, pravé kdyz
(p+5 @2p-+1) =0 azirovei p + 5 # 0, neboli kdyz
2P2 ’}‘ 11P ’{‘ 5 {; 0:
neboli kdyz

—4<p§—%. (7

Je-li p z intervalu (7), ma rovnice (5) vidy dva ruzné ko-
feny *), z nichZ aspoii jeden neni kofenem rovnice (6")
neboli (6). Z toho vyplyva, Ze viecka celd ¢isla z intervalu
(7) tvofi mnozinu M ;3

M, = {—1, -2, -3, —4}.
Nakonec vySetiime mnoZinu M_,. Cislo p € C nilei do
M _,, pravé kdyZ existuje aspoii jedno Cislo x € R tak, Ze

plati
P+ +4x + 1= —2x* 4 8x — 4p (8)
a zaroveti neplati (5). Z (8) dostaneme
(p+6x2—4x +4p+1=0. 8"
Rovnice (8') ma aspoil jeden redlny kofen, pravé kdyz
16 — 4(p + 6) (4p + 1) = 0, neboli kdyz
4 +25p+2=0,

*) Kofeny splynou jediné pro p = 2.
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neboli kdyz B
62 =2 - 593

—25 + /593
==

lIA

0,08.

9)
Je-li p z intervalu (9) a je-li p + 6 +* 0, ma rovnice (5)
vzdy dva ruzné kofeny*), z nichz asporfi jeden neni kofe-
nem rovnice (8"), neboli (8). Je-li p = —6, ma rovnice

=9

(8") jediny kofen x = — ktery neni kofenem rovnice

4 >
(5). Z toho vyplyva, Ze vSecka cela Cisla z intervalu (9)
tvori mnozinu M_,;
M,={-1,-2,-3,-4,—5,-6} .

Je tedy

MynM, Moy = {—1, -2, -3, -4} .
Postup, kterého jsme pouZili, dava vlastné feSeni obec-
n¢jsi ulohy. Jestlize v textu ulohy nahradime slova ,,celd
Cisla p“ slovy ,,redlnd Cisla p* a oznaCime-li pfislusné
mnoziny K, K_, K_, misto M,, M_;, M_,, zistane
postup feSeni beze zmény jen s tim rozdilem, Ze misto
mnozin M,, M_;, M_, dostaneme intervaly K, K ,,
K.s;

Ko=1{peR;p=0},K,=1peR; -5 <p§—;—},
25— 5% _ <:.?ﬁ@}_

K-2 = {P € R; 8 = 8
Ziejmé je
Kin K, nK,=K,=(-5;-0,5)
a to je feSeni zobecnéné ulohy.
Domnivame se, Ze vhodnym uvedenim do feSeni tlohy
by bylo napf. feSeni této varianty:

*) KO%C’n); splynou jediné pro p = 2.
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Je dana funkce
(4t 4x+ 1
Vo) = x2 — 4x + 2p

realné proménné x. Najdéte vSecka redlnd Cisla p, pro
ktera funkce V,(x) nabyva kazdé z hodnot 0 a 1.

NajdlhSou a najkratSou stranou dotyc¢nicového licho-
beznika su jeho zdkladne. Dokazte.

i'__

Uloha B-P-3 je svym vysledkem mélo zajimava; po
sestrojeni nékolika nacrtka lze nejen z ndzoru zjistit, Ze
tvrzeni véty je pravdivé, ale lze objevit i princip dikazu,
ktery se opird o nésledujici pomocnou vétou:

Necht vidime kruZnici % se stfedem S z bodu X jejiho
vnéjsku pod uhlem ¢ a z bodu Y jejiho vnéjsku pod
uhlem v (obr. 5). Pak plati

SX>SY<=p<yp.*

Obr. 5

*) Pii oznaceni podle obr. 5.
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Domniviame se, Ze toto lemma je postacujicim impulsem
pro feSeni tlohy. Dtkaz lemmatu lze provést trigono-
metricky nebo s pouZitim pravouhlych trojahelnika SXX’,
SYY’ se shodnymi odvésnami SX' = SY’. Pfi vlastnim
odtivodnéni (oznaceni podle obr. 6) volime oznaceni Ghla
pii vétsi zékladné AB tak, aby platilo

= (10)
Mimo to je (protoZze AB > CD)
at+pf<my=n—p 0=n—a. (11)
Z (10) a (11) plyne dale
a<m—f=p, f<m—a=394. (12)

Podle lemmatu dostaneme z (10) a (12)

AT = AW = BT — BU,
AT = AW >CU = CV, (13)
BT = BU >DV = DW .

Z nerovnosti (13) plyne

AB = AT + BT > AW + DW= AD,
AB = AT + BT >CU + BU = BC,
CD = CV + DV < CU + BU = BC, (14)
CD = CV + DV < DW + AW = AD.

Z (14) dostaneme
CD < BC < AB, CD < AD < AB. (15)
Nerovnosti (15) vyjadfuji tvrzeni tlohy B-P-3.

I B-P—4 l

Je dan Ctyfstén ABCD. Body B’, C’ jsou po radé stfedy
hran BD, CD. Oznatme R bod polopfimky opacné
k polopfimce AB, pro ktery plati AR = n . AB, kde n je
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ptirozené Cislo. Déle oznatme A’ prisetik hrany AD
s rovinou B'C’R. Vyjadfete objem Ctyfsténu A'B'C'D
pomoci objemu Ctyfsténu ABCD a pomoci Cisla 7.

Ulohu B-P—4 lze fesit
na zakladé Menelaovy vé-
ty. Snad by bylo vhodné,
abyste se s touto vétou
seznarmll, nebot mi vel-
mi  Siroké  uplatnéni
v mnoha geometrlckych
tlohach. VETA  zni
(obr. 7):

' Je déin trojithelnik
Obr: 7 M. 4BC, v jeho rovind

\ " pfimka p, kterd protini
\ pfimky AB, BC, CA po
radé v bodech C’, A, B,
z nichZ Zadny nesplyne s Zadnym z vrcholt 4, B, C. Pak
pro délici poméry plati:
(ABC").(BCA").(CAB) = 1. (16)
(Stoji za upozornéni, ze délici poméry jsou ,tvofeny
cyklicky*.)
Ne]elegantne)31 DUKAZ Meneclaovy véty se opird
o Mongeovu vétu o skladani stejnolehlosti. Je tfeba si
ovSem uvédomit, Ze konstantu homotetie se stifedem S,
ktera prevadi bod X = S do bodu X' £ S, je délici
pomér (X'XS) (v tomto uspofadani boda). Jak je vidét,
predpokldda tato partie geometrie pevné zakotveni pojmu
déliciho poméru a jeho vlastnosti.
Sestrojime tedy dvé stejnolehlosti H;, H, dané stfedy
a dvojicemi:
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H,(C’ - C', B+ A), Hy(B'~> B’, A~ C);
jejich konstanty jsou », = (ABC’), », = (CAB’). Sloze-

nim téchto dvou homotetii vznikne podle Mongeovy véty
zobrazeni H, H,, které je stejnolehlosti, nebot plati

H,H, (4’ >4, B> C).

(H,H, nemize byt ani identitou ani posunutim.)
Stejnolehlost H;H, ma konstantu »; = (CBA’), pro
kterou podle Mongeovy véty plati

) . My = Ky .
Je tedy

(ABC’").(CAB’) = (CBA') .
ProtoZe vsak

1

(CBA) = goay

plati (16) .

Dukaz Mongeovy véty lze provést snadno metodou
soufadnic (nejlépe s komplexnimi &isly); méné vhodné
jsou jiné dikazy, pfi kterych je tieba rozliSovat rtzné
ptipady podle vzdjemné polohy bodu (napf. vSechny tii
body A’, B’, C’ mohou leZet vné trojihelnika ABC).

V dané stereometrické tloze vyjdeme pfi feSeni z roz-
boru; viz obr. 8. Vyjdeme z takové stény Ctyisténu
A'B'C’'D, aby na ni kolmé vyska byla v jednoduchém
vztahu k nekteré z vySek daného ctyrstenu ABCD. Je
snadne pfijit na to, Ze takova sténa je A'B’D. Oznacime-li
totiZ o’ velikost na ni kolmé vySky Ctyfsténu A'B'C'D
a oznadime-li v velikost vy$ky Ctyisténu ABCD spusténé
z vrcholu C na sténu ABD, plati

o' =—=v, (17)
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Obr. 8

nebot C’ je stied GseCky CD. Vzorec (17) si dokaZete
snadno z podobnych trojuhelnik.

Oznalime-li po fad¢ V, V' objemy ¢tyisténia ABCD,
A'B’'C'D, plati

V= %AABD o, V= % AA'B'D . v,

tj. podle (17)

V' AA'B'D

V — 2AABD’ &)
pfitom AABD, AA’B’'D znali obsahy pfislu§nych troj-

Uhelnikt. PouZijeme véty Menelaovy (obr. 9), a to na
ARBB'’ a ptimku AD. Pak plati pro délici poméry:

_ (RBA).(BB'D).(B'RA) =1,
o (—n).2.(B'RA) =1,
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Obr. 9

tj. podle vlastnosti déliciho poméru postupné
(BRA)=—, (RBA) = —2n,

(RA'B) =1+ 2n,

RB" =(@2n+1).A'B". (19)
Dile je podle (19) 4

AA'BD A'B 1

ARBD RB 2n+1°
rp’ _ 1 ’ o 1

AA'B'D = m'ARBD 30n + l)ARBD
. n + 1

=300 1) AABD,
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neboli
AA'B’'D n+ 1
AABD 22n + 1)° (20)
Pfitom uzivame stale VETY: Maji-li dva trojuhelniky
strany délek s, s, leZici v téZe pfimce a maji-li spoleény
vrchol proti témto stranam, pak jejich obsahy jsou v po-
méru s; : S,.
Spojenim vzorcu (18), (20) dostaneme vysledek.
Chceme-li se vyhnout Menelaové vété, odvodime vzo-
rec (19) zpusobem obdobnym odvozeni vlastnosti téZnic
trojuhelnika; je uziteCné provést jesté dalsi zobecnéni.
V nasi situaci je postup nasledujici (obr. 10) *): Protoze
je AD || BE, BB' = DB’, je také A'B’ — B’E. Na druhé

*) Bod B nemusi byt stfedem strany BD; stFedovou symetrii pak
vystiidd homoretie.
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strané plyne z pfedpokladu a z podobnosti trojihelnikt
ARAA’', ARBE vztah

RA" RA ;
AE AB 7’
RA =n.AE=2n.AB,
RB' = RA" + AB = (2n+4 1). A'B,
coZ je vzorec (19).
Zpusobem, ktery je naznacen na obr. 10, mizeme od-
vodit Menelaovu vétu.

3. KATEGORIE C

[C-r-1]

a) Sestrojte graf funkce
vy =[x+ 2] + [2x — 1].
b) Urcete vSechna feSeni rovnice
[ +2] F[2x— 1] =[x].
Pritom symbol [a] znadi ,,celou Cdst = Cisla a““, tj. takové
celé Cislo b, pro které plati b = a < b | 1.

Tato dloha otvira tematiku funkce ,,cela ¢ast z realného
Cisla®. Je to tematika, kterd je na hranici funkéni a ¢i-
selné teorie.

Promyslete si definici funkce x |- [x]; [x] je celé Cislo,
pro které plati [x] = x << [x] + 1. Timto pfedpisem je
kazdému redlnému &islu x pfifadéno jediné Cislo [x]. Jde
tedy o relaci, ktera je funkci (zobrazenim). Jeji definini
obor je R (tj. mnozina vSech redlnych disel), obor jejich
funkénich hodnot je mnoZina vSech celych ¢isel. Kartéz-
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Obr. 11 sky graf funkce x | [x]

y jsou  zndmé ,,schody‘
T (obr. 11).
G Levy krajni bod kazdé
P useCky naleZi grafu fun-
B kce x |- [x], pravy nikoli.

Jesté si uvédomime, Ze
—*—*—**—4'5-;—+—+—+— moderni vyklad matema-
._J tické analyzy na stfedni
Skole by mél vychézet
z topologickych pojmiu a
G0 T zejména ze dvou duleZi-
tych typu funkci: schodo-
vych funkci (fonctions en
escalier), které jsou zo-
becnénim funkce x | [x],
a z nich odvozenych etdfovych funkci (fonctions étagées).
Pfedstava budouciho vyucovani matematice nds nuti,
abychom — aspoil v matematické olympiadé — vénovali
pozornost funkci x |— [x].
Ulohy a), b) z C-P-1 na sebe navazuji. V uloze a) ne-
pfedpokladame, Ze byste uméli napsat formuli pro funkci

x = [x + 2] 4+ [2x — 1] v intervalu <%~, “+ 1) Je
ovSem patrné, Ze ,,schody* budou mit délku —;— a Ze

v uvedenych intervalech bude funkce konstantni. Prvni
kol bude formulovan asi takto: urcete funkéni hodnoty
vysetfované funkce v intervalech

R
S e
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O3 )2 G5

Snad bychom jesté mohli urcit, kdy je ,,sk0k* funk¢nich
hodnot 1, kdy 2.

Pro feSeni tlohy b) sestrojime jesté do téhoZ obrazku
graf funkce x |- [x] a zjistime prianik obou grafti. Dosta-

neme vSecky body [x;—1] pfislusici k intervalu —% =

=x<0.

Pak bychom méli dokézat, Z¢ mimo uvedeny interval
neni Zadné feSeni rovnice z tlohy b). Vypoclet vychazi
z definice funkce x | [x] a je asi nasledujici:

O =[x+ 2]+ [2x — 1] — [x] >

>x+14+2x—2—x=2x—1, (1)

— D =[x]—[x+2]—[2x— 1] >
>x—1—(x+2)—Q2x—1)=—2x—2. (2

Podle (1) pro vSechna x > % je2x —1 >0,t. @ >0.

Podle (2) pro vechna x < —1 je —2x —2 >0, tj.
—® >0.

v ’ o v 3 1 /_ b _1_\
Reseni maZeme tedy hledat jen v intervalu < 18 )

Grafické provedeni je na obr. 12.

| c-P-2 |

Urcite vSetky také kvadratické funkcie f(x), ktoré pre
vietky redlne &isla x splitujd podmienku

fx + 1) = 4f(—x) .
____‘__
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Obr. 12

Uloha C-P-2 se tyka dal$i diileZité kategorie funkci —
funkci polynomickych. Mame nalézt v§echny kvadratické
* funkce f(x), vyhovujici funkciondlni rovnici

f@x + 1) = 4f(—x). €)
Impulsem k feSeni je zopakovani véty o rovnosti dvou
polynomickych funkci. Rovnost
anx" + @y x" 1 L+ ax +ag =

= byx? 4 by xP 14 ... +-bx 4 by
60



plati pro vSecka x, pravé kdyz

n=p, ay==by ay=1"5y,..., ay=2=,.

Budiz f(x) = ax* + bx + ¢c,a #0.

Podminka (3) zni pak po Gpravé (nahradime x postup-
né vyrazy 2x + 1, —x)

(4a + 6b)x + (a +b—3¢)=0.

Refenim je mno%ina funkci x|>c.(9x2 — 6x + 1),
(I{\Ie#z;)p;)meﬁte na ZKOUSKU! Bylo by uzitetné fesit
i variantu funkciondlni rovnice (3), napf. f(2x | 1) =

= flx — 1) + x=

| c-p-3 |

a) Zjistéte, kolikrat pfipadl, resp. pfipadne, v letech
1601 az 2000 Novy rok na jednotlivé dny tydne.

b) Najdéte stejné udaje pro léta 1801—2200. (Pred-
pokladame, Ze nedojde k reformé kalendafe.)

Tato tloha je v podstaté hrou s kalendafem — matema-
ticky se zbytkovymi tfidami modulo 7. Oznaéme x den
v tydnu, na ktery pfipadl 1. leden 1601 (rok 1601 je uz po
zavedeni gregorianského kalendate, tj. 15. 10. 1582).
Dalsi dny v tydnu budeme oznalovat x + 1,...,x + 6.
Napi. je-li x pondé¢li (a tak tomu skutecné bylo), plati
tabulka:

x| p2]at3)ats

Po| U | s ¢ P S| N

x4+ 5

x -+ 6
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Pocet dni v nepfestupném roce je 365 = 7.52 -+ 1,
v prestupném roce 366 = 7 .52 + 2. Proto ,,umisténi‘
Nového roku v letech 1601 az 1628 bylo nasledujici:

(Ty)

1601 x |1605/x+5 |1609|x+3 |1613|x+1 |1617|x+6 |1621| x+4 | 1625 x+2

1602|x+1 1606/ x+6 |1610|x+4 |1614|x+2 |1618| x |1622|x+5 |1626/x+3

1603|x+2 [1607| x |[1611|x+5 |1615(x+3 |1619(x+1|1623|x+6 |1627|x+4

1604|x+3 [1608| x+1 |1612|x+6 |1616/x+4 |1620|x+2 |1624| x [1628/x+5

Doporucujeme vypsat tuto tabulku. Pro dalsj skupiny
po 28 letech 17. stoleti se ,,umisténi Nového roku opa-
kuje. ProtoZe 100 = 3. 28 -+ 16, dostali bychom pfi ro-
zepsani pro celé 17. stoleti tfi shodné tabulky (T,) a jesté
prvni Ctyfi sloupce — ovSem s upravenymi zapisy leto-
poctt. (Posledni Ctyfi sloupce by zahrnovaly roky 1685
az 1700.)

V kazdé tabulce (T;) se vyskytuje kazdy z dni x az
x + 6 pravé Ctyfikrat; pripojime-li je§té prvni Ctyfi sloup-
ce tabulky (T,), tj. 1éta 1685 az 1700 — je vyskyt dni x,
x + 1,..., x + 6 jako Novych rokt v 17. stoleti dan ta-
bulkou (T,).

(T)
x x+1{x+2|x+3|x+4({x+5|x+6

1601 —1684 12 12 12 12 12 12 12

1685 —1700 2 3 2 3 2 2 2

1601—1700 14 15 14 15 14 14 14
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Zaclina-li rok 1601 dnem x, zacind rok 1701 dnem
x -+ 5, rok 1801 dnem x -+ 3, rok 1901 dnem x + 1; to
vyCteme z tabulky (T,). Je tedy umisténi Nového roku
v letech 1601 az 2000 toto (x je Novy rok 1601):

(Ts)

~__ Novy rok '

\ x |[x+1|x+2|x+3|x+4|{x+5(x+6
Stoleti

17. 14 15 14 15 14 14 14
18. 14 15 14 14 14 14 15
19. 14 14 14 14 15 14 15
20. 14 14 15 14 15 14 14
Celkem 56 58 57 57 58 56 58

Zbyva zjistit, ktery den v tydnu je x. Uréime 1.1. 1901;
je to den x + 1. Proto také 1. 1. 1957 je x + 1. Podle
tabulky (T,) jsou Novymi roky 1957 aZ 72 postupné dny:
x+1Lx+2,x+3, x+4|x+6,x,x+1, x + 2|
x+4 x+5 x+6, x|x+2, x+3, x+4, x+5.
Protoze podle kalendéfe pro rok 1972 je x + 5 sobota, je

x pondéli.

ODPOVED podle tabulky (T,): V letech 1601 a% 2000
je Novy rok 56krat v pondéli a v sobotu, 57krat ve stfedu
a ve Ctvrtek a 58krat v utery, patek a v nedéli.

Domnivame se, Ze tloha, ktera se fe$i spojenim pokust
a dedukce je velmi vhodna pro kategorii C. Impulsy
bylo tfeba dat pro tabelovani- ¢asteénych vysledka (viz
tabulky T;, T, T3). Snad by bylo i uZite¢né seznimit se
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s mechanismem, pomoci néhoz muZzeme urcit den v tyd-
nu, na ktery padne libovolné datum v minulosti 1 budouc-

nosti (plati dokonce i pro
c data julianského kalenda-
te). V kazdém piipadé je
uloha C-P-3 vhodnou
prileZitosti k zopakovani
nejdilezitéjsich znalosti o
kalendafi (napf. prechod
od julidnského kalendare
ke kalendari gregorianské-
mu 15. fijna 1582 a duavo-
dy k tomu).

Obr. 13

Ak pre dizky strén a uhloprie¢ok konvexného $tvor-
uholnika ABCD plati

AC? + BD? = AB® + BC? + CD? + DA?,
‘ potom je tento Stvortholnik rovnobeZznikom. DokaZte.
ﬁ.__

Prupravou pro feseni této ulohy by asi mélo byt uve-
deni formule pro délku té€Znice trojahelnika, coZ je zvlaStni
pfipad véty Stuartovy. Na obr. 13 je a << b, useCkami CD,
CE jsou znazornény téZnice a vys$ka trojuhelnika ABC.
Plati

c
== X

4 .
AE =7 + %, BE= |-

(4)

64



Vztahy (4) plati, i kdy% je <¢ ABC = 90°. Podle Pythago-
rovy véty je

c . c .
t2=v2+x2,a2:v2—l—(5—-x),b2::f02—|—(E—P—x).

®)
Seltenim druhé a tfeti rovnosti (5) dostaneme
a2—{—62=202+-62i+2x2. (6)
Spojenim prvni rovnosti (5) a (6) vyjde
RN
a odtud hledana formule
= (@B — et )

Ovétime jesté, ze (7) platii proa > b,a = b(vyména a, b,
resp. vy$ka rovnoramenného trojuihelnika).

Pomoci formule (7) D Obr. 14
muZeme napf. vysetfo-
vat mnoZinu vSech bo-
dt v roviné, které maji
od dvou pevanych bodi
(A, B) stily soucet
druhych mocnin vzda-
lenosti.

Formule (7) a obr.
14 mohou byt dosta-
tenym podnétem pro

feseni Glohy C-P-4. Na obr. 14 je AM = CM = %
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BM = v;, DM = v,, BD = v. Podle (7) dostaneme
2“"'1- 2 |- b2 1 2 y2A~1 2 2 1 2.
O = 2(“ + b%) — 3% Vs '~—2—(c +d)~74—u,
seCtenim

'vi+v§=%(a2+b2+02+d2)—%u2. ®)

Podle pfedpokladu je
w4+ 02 =a%+ b% | ¢ | d% ©)
spojenim (8) a (9)
o] + v} = % %, (10)

Podle neostré trojuhelnikové nerovnosti je v, + v, = v,
tj.
o} + 3 + 20,9, = 2%, (11)
Spojenim (10), (11) dostaneme
(o — o2 <0,
tj. v, — v, = 0, a déle podle (10)
v
'v]_ - 7)2 S E .
Dokézali jsme, Ze whlopfitky konvexniho Ctyfdhelnika
ABCD se navzijem puli; ABCD je tedy rovnobéZnik.
Méli byste sami zjistit, kterou charakteristickou vlastnost
rovnobéZnika je tfeba zvolit, abyste dokazali, Ze konvex-
nim ¢tyfahelnikem spliiujicim podminku (9) je rovno-
béZnik. Zjednoduseni ditkazu se dosdhne kosinovou vétou,
ktera vSak nepfichdzi v ivahu pro kategorii C.
Dejme si jesté otazku, zda plati véta obrdcend, tj. zda
kazdy rovnobéznik spliiuje podminku (9). MoZn4, Ze by
bylo vhodné, zacit touto otazkou.
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4. KATEGORIE Z
I Z-P-1 I

Nejmensi pfirozené Cislo x, pro které je 1260x treti
mocninou prirozeného Cisla, je

a) 1470, b) 12602, c) 7350.
Rozhodnéte, ktera z odpovédi a), b), c) je spravna.

Uloha Z-P-1 m4 pfipomenout vyznam rozkladu pfiro-
zeného Cisla v soucin provocinitelt pro feSeni nékterych
jednoduchych tloh z Ciselné teorie. Vyjdeme z VETY:

Pfirozené Cislo pl pk ...pMn je k-tou mocninou pfiro-
zeného Cisla (¢ pfirozené), kde p,, ps,. - ., pu jSOU navza-
jem raznd prvocisla, pravé kdyZ vSecky exponenty 7,
Aos. . .5 Ay jsOu nasobky Cisla &.

V jednom sméru je véta evidentni; jeji obraceni se do-
kaze nasledujicim zptisobem: Je-li

Py P pir = (g g g ey
kde prvodlisla p;, pos. .., pn 1 prvocisla ¢,gs,- - -» ¢, jsou
navzajem raznd, upravime (1) na tvar

VPR . Par = g g
Z véty (V) o jednoznatném vyjadfeni pfirozeného Cisla
jako soucinu mocnin prvocinitelt vyplyva

n=ms P = qi Po=qas-5 P = qn

(pfi vhodném oznaceni)

A=k, Ay = Rtgy. . .3 Ay = Rpty, .
Tim je dokdzdna obracena véta.

Pfi této prilezitosti vénujte trochu pozornosti vété (V),
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kterou znate a které béZné uZivate napf. pfi vyhleddvani
nejvétsiho spole¢ného délitele a nejmensiho spolecného
nasobku nékolika cisel.

Celkem snadno muzeme piedvést obdobnou situaci,
za které jednoznaCnost vyjadfeni neplati; tak se ukaZe,
ze véta (V) neni tak samoziejma, jak se na prvni pohled
zda.

Mnozina S vsech kladnych sudych Cisel obsahuje pod-
mnoZinu Z vSech ¢isel tvaru 2k, kde % je kladné liché
cislos

Z-— {2,6,10,14,18,22, ...} .

Prvky mnoziny Z nazveme zakladnimi Cisly (je to obdoba
prvocisel). Kazdé Cislo x e S\NZ je sloZené, tj. da se
vyjadfit jako soucin asponi dvou zdkladnich cisel. Toto
vyjadfeni v8ak neni vZdy jediné, jak ukazuje priklad:

60e6SNZ;60=2.30=10.6.

MuzZeme jesté rozieSit obdobnou ulohu jako Z-P-1,
napf.: Mdme urcit nejmensi pfirozené Cislo x, pro které
je 720 . x3 ¢tvrtou mocninou pfirozeného Cisla.

Plati 720 = 2% . 3%.5; ma-li byt Cislo x co nejmensim
Cislem poZadované vlastnosti, bude mit jen prvocinitele
2,3 a 5. Necht je x = 2%3%5¢; pak je x3 = 2343%53¢ 3 dile

720x3 — 24+3a _32+3b 5lidc )
Pfitom a, b, ¢ jsou nezdpornymi celymi Cisly, z nichz
aspoti jedno je kladné. Na pravé strané (2) je Ctvrtd moc-
nina pfirozeného Cisla, pravé kdyz kazdy z exponentd
4 + 3a, 2 + 3b, 1 4 3c je co nejmensim ndsobkem Ctyf.
Odtud dostaneme tfeba experimentdlné a = 0, b = 2,
¢ = 1 a odtud x = 45. Skute¢né je

720.45% — 24,32 5 (3%, 5)8 — 24, 3% 5% —
— (2.32.5)4 = 908,
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Ulohy tohoto druhu jsou i vhodnou prileZitosti k procvi-
Covani vypoltll s mocninami.

Formulace ulohy Z-P-1 je dost obvykla v zahranici:
z nékolika odpovédi se ma vybrat spravnd, popfipadé
oduvodnit nespravnost ostatnich. Nékdy byvaji mezi uve-
denymi odpovédmi dvé spravné, nékdy jsou vSecky ne-
spravné. Néktera odpovéd svadi fesitele, aby ji chapal (ne-
opravnéné) jako spravnou, napf. v Gloze Z-P-1 odpovéd
b); Cislo 12602 neni nejmensi Cislo poZadované vlastnosti.
Celkem rychle lze také zjistit nespravnost odpovédi
a): dekadické vyjadieni soucinu 1260 . 1470 kondi troj-
Cislim 200; takové Cislo vSak nemiZe byt tfeti mocninou
Cisla, jehoZ dekadické vyjadieni konéi nulou.

Uloha Z-P-1 je podnétem k formulovani ulohy obec-
néjsi a ke zjisténi, zda je feSitelnd. Jsou dana pfirozena
Cisla N, r, s; mame zjistit, zda existuji pfirozena Cisla x, y
tak, Ze plati

N . x" = y°.

[Zz-P-2]

Zdenék a Jirka bydli v domech A, B ve dvou navzajem
kolmych ulicich; domy A, B jsou od kfizovatky K obou
ulic po fadé vzdaleny 500 m a 400 m. V témZe okamziku
vyjedou oba chlapci na kolech od svého bydlisté po
ulicich AK, BK smérem ke kiiZovatce, kterou projedou.

Zdenék jede prumérnou rychlosti 4 m/s, Jirka pru-
mérnou rychlosti 3 m/s.

Za kolik vtefin od startu bude jejich vzdu$na vzdale-
nost nejmensi a kolik metra to bude?

Tato uloha je jednou z variant znamé dlohy. Po dvou
riznobéZnych primkéch se pohybuji (zpravidla rovno-
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mérnym pohybem) dva body; médme urdit jejich vzda-
lenost v daném okamZiku. Na obr. 15 je zndzornéna situ-

ace; v Case ¢ = 0 jsou oba pohybuyjici se body X, Y
v polohach A, B, jejichZ vzdalenosti od pruseciku P da-
nych piimek jsou AP = a, BP = b(a >0,b >0).V Case
¢ vykonal bod X drahu x > 0, bod Y drahuy > 0. Dané
primky pokladame za osy soufadnic s poéétkem P; pak je
poloha bodu X, resp. Y, v Case ¢ urCena soufadnicemi
a — x,resp. b — y. Oznacxme—h w velikost thlu <t APB

je @ = 90° a podle Pythagorovy véty plati

=(@—x2+0®—-y? . €)

Vzorec (3) plati i v pfipadé, kdy je jedno z Cisel a — x,
b — v nekladné nebo kdy jsou obé nekladna; to si snadno
ovérite, uvazite-li, Ze thel <t APB pak nahradime Ghlem
vedlej$im nebo vrcholovym.

Pohyb bodu X i pohyb bodu Y je rovhomérny s rych-
losti 4 m/s, popf. 3 m/s; proto plati x = 4z, y = 3z (¢ je
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¢as v sekunddch) a po dosazeni do (3) za a = 500 a b =
= 400 vyjde 22 = (500 — 4r)* + (400 — 3r)?neboli 2* =
= (5t — 640)? -+ 400. Funkce 2% i z nabude nejmensi
hodnoty pro 5¢ — 640 = 0, tj. t = 128 vtefin. Nejmensi
vzdalenost bodt X, Y je pak z = |/400 = 20 (metrd).

Pro vyspélejsi Ctenafe rozieSime tlohu jesté v pripadé,
kdy je @ # 90° (obr. 15). Pak plati podle kosinové véty
22=(a—x2+®—y?—2a—x)(b—y)cosw. (3"

Je-li pohyb bodu X i pohyb bodu Y rovnomérny
s rychlosti v,, resp. v,, je X = 1, y = v,t a po dosazeni
do (3’) dostaneme

22 = Rkyt® + kot + kg, 4)
kde
ky = 0% + 0% — 29,9, cos w,
ky = 2(av, cos w + by, cos w — av, — bv,) ,
ky = a® + b® — 2ab cos w .
ProtoZe

ky = (v, — 05)% + 20,95(1 — cos w) =
w

= (v — vy)* + 40,0, sin® 2

je k, = 0, pravé kdyZ v, = v, a sin % = 0, coZ pro

0 < w < = nikdy nenastane. Je tedy funkce (4) vidy
kvadraticka (to je dulezity teoreticky vysledek).
MiuZeme rozresit jesté jednodussi dlohu: drahy boda

budou opét kolmé pfimky, AP = 500(m), B = P, v, =
= 4(m/s), v, = 3 (m/s). Vyjde

2% = 250 000 — 4 000z - 25¢2
neboli

22 = 25[(t — 80)% + 3600] .
Minimum nastane pro ¢ = 80 vtefin a je to 2=
— ]/25.3600 = 5.60 = 300 (metrd).
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I Z-P-3 l

Jsou dany dvé soustfedné kruznice k; = (S3r;) a
ky = (S;1s), kde r, < r,. Na kruZnici k, zvolime dva
ruzné body A4, P a sestrojime pfimku kolmou k AP pro-
chazejici bodem P. Priseciky téZe pfimky s kruZnici &,
ozna¢me B, C.

Vyjadrete

PA? 4 PB? 4 PC?
pomoci 7y a 7.

Uloha Z-P-3 pifimo vybizi k podrobnéj§imu vysetfo-
vani tétiv dvou soustfednych kruZnic. Jsou-li dany dvé
soustfedné kruZnice k;,k, 0 polomérech 7y, ry (ry < 1),
je-li BC tétiva kruZnice k,, ktera obsahuje bod P kruZnice
ky, pak plati

PB.PC =12 —r%, (6)

Vzorec (6) plyne z urceni
mocnosti bodu P vzhledem
ke kruZnici k,, ale 1ze ho od-
vodit primitivnéji.

Plati pfioznacenizobr. 16:
PB = BR — PR, PC =
= CR + PR = BR + PR,
PB.PC = BR* — PR* =
=7r — SR — (r} —
— SR?) =1} —1r}.
Vzorec (6) plati i v pripadé,
kdy tétiva BC obsahuje stied
Obr. 16 S. Pifi feSeni ulohy Z-P-3
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byste méli zkoumat zvla§tni pfipad, kdy S € AP. Zde vyj-
de bezprostfedné

AP? 4+ BP? 4 CP* — 2(r3 + 13). (7

NemiiZe vSak byt S € BC, nebot by nemohly vzniknout
dva riizné body A, P na kruZnici %, jak zada text ulohy.
Kdybychom vsak pfipustili 4 = P a pfimku AP nahra-
dili tecnou kruZnice &, v bodé P, bylo by AP = 0, BP =
=ry, — 1, CP = r, + r,, platil by tedy opét vzorec (7).
K tomuto pfipadu bychom se méli na konci vrétit
z hlediska spojitosti (obr. 17a).

Obr. 17a Obr. 17b

V pfipadé nazna¢eném na obr. 17b vznikne podle obra-
ceni Thaletovy véty pravouhly trojuhelnik APQ
s pfeponou AQ délky 2r,. Plati

AP? 4 BP? + CP?*= AP*+ (CP — BP)* 4 2BP.CP =
= AP? + (CP — CQ)? + 2BP . CP =
= AP* - PQ? - 2BP . CP. (8)
Podle Pythagorovy véty je AP* 4 PQ* = AQ?* = 4r};
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podle vzorce (6) je BP.CP = rj — r}; dosadime-li do
(8), dostaneme

AP? + BP® 4 CP? = 4% + 22 — 2r2 = 202 + 12),

coZ je opét vzorec (7).

Tim je dokazano, ze pfi libovolné poloze seny AP
kruZnice %, plati (7); plati vSak (v dusledku spojitosti)
i tehdy, kdyZ se¢na AP piejde v teCnu kruZnice %;.

Tento zpusob odvozeni vzorce (7) se zda dosti umély;
pfi ném vsak ziskdme zajimavy vzorec (6) a pfiucime se
Casto pouZivanému obratu ve vypoltu (8). Mame-li po-
stupovat takto, musime vy¢lenit lemma (6), uvédomit si
trik (8) a vySetfit specidlni pfipady.

Primitivnéj$im zptisobem je prosty vypocet pomoci sou-
fadnic (to ovSem tucastnici kategorie Z vétSinou neuméji)
nebo je moZno obejit tento postup prostym planimetric-
kym vypoctem.

Oznacime R patu kolmice spusténé z bodu S na pfimku
BC (R je stfed useCky PQ, viz obr. 17b). Oznacime-li
jesté AP = x, je podle vlastnosti stiedni pficky trojuhel-

nika SR — 323 Dile je

PB=RB — PR, PC=RC+ PR=RB+ PR. (9)
Pak je podle Pythagorovy véty
RB? = r} — SR?, PR? = r} — SR*. (10)
Spojime-li (9) a (10), dostaneme
PA? + PB? 4 PC? = x* + 2RB? + 2PR? =

x2 x?
—wtoay-T -3,
tj.
PA? + PB* + PC? = 2(r3 + rd).
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NepouZijeme-li metody soufadnic, musime oviem zvlast
vySetfit pfipad S € BC, tj. S = R.

I Z-P-4 I

Je dan pravouhly trojuhelnik ABC s prfeponou AB.
Ke kazdému bodu D kruZnice opsané trojuhelniku ABC
(D # A, D # B) sestrojime bod E soumérné sdruZeny
s bodem C podle pfimky AB a bod F soumérné sdruZeny
s bodem C podle pfimky AD.

Vysetite geometrické misto a) bodut E; b) bodu F.

__._.__
Tuto snadnou ulohu muZete fesit v podstaté bez po-

moci. Uvédomite si, Ze pfimka AB je pevna, a tudiz i bod
E je pevny; naproti tomu pfimka 4D probiha svazek se

Obr. 18
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sttedem A4 s vyjimkou pfimky AB a teCny ¢ vedené
v bodé A4 ke kruZnici £ opsané trojuhelniku ABC. Bod F
probéhne tedy kruZnici » se stfedem 4 a polomérem AC
s vylou¢enim dvou bodu: bodu E a bodu G soumérné
sdruzeného s bodem C podle pfimky ¢ (obr. 18).

Lze rozfesit i obdobnou ulohu: za stejné situace vy-
Setfit mnoZiny vsech bodt a) E’, b) F’, kde E’, resp. F/,
jsou paty kolmic spusténych z bodu C na piimku 4B,
resp. AD.

Jesté lepsi by bylo ukazat si vySetfenj takovéto upatnice
na uloze hodné zobecnéné, napf.: Je dan trojuhelnik
ABC, ve vnitfku poloroviny opacné k BCA je dina
kruZnice k,. VySetite mnoZinu M vSech pat kolmic X',
spusténych z vrcholu C na pfimky AX, kdyz bod X pro-
bihd kruZnici k.

MnozZina M je v tomto pfipadé prunikem kruZnice se-
strojené nad prumérem AC s uhlem < 77A4T,, kde
Ty, T, jsou body dotyku tecen vedenych z vrcholu 4 ke
kruznici k,. Misto pat kolmic miiZzeme zvolit jako v tloze
Z-P-4 body soumérné sdruzené s vrcholem C podle
pfimek AX. Uloha pfipousti velké mnoZstvi rtznych
snadnych variant.
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