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VI. Zprava o XIV. mezinirodni matematické
olympiadé

- XIV. mezindrodni matematickd olympidda (MMO) se ko-
nala ve dnech 5.—18. VII. 1972 v Polsku, ve VarSavé a v Toruni.
Jejim potadatelem bylo polské ministerstvo osvéty a vychovy.

Praubéh XIV. MMO odpovidal v podstatnych rysech tradic-
nimu programu MMO, jak se v minulych letech jiz ustélil.
Nejprve se 5. VII. sjela do Var§avy mezinarodni jury sloZena
z vedoucich delegaci zucastnénych zemi, aby pod vedenim
svého pfedsedy, jimz byl prof. S. Balcerzyk z toruiiské univer-
sity, vybrala tulohy, pfipravila soutéZ a fidila pak jeji dalsi
prubéh. Pfipravné price skoncily 8. VII. Mezitim piijeli do
Varfavy také zéstupci vedoucich a osmiclenna druzstva souté-
Zicich zaki. Zdci viak byli ihned od svych vedoucich oddéleni
a pfisné izolovani; pééi o né prevzali polsti pravodci — tlu-
mocnici. Jiz 8. VII. odjeli Zaci do Toruné. Tam je pozdéji —
oklikami a ve stalé izolaci — nésledovala také jury.

Vlastni soutéZ se konala v Toruni ve dnech 10. a 11. VII,
Po ni méli Zaci jiz volno a mohli se na velkém autobusovém
vyleté do severnich ¢asti Polska (OlStyn, Frombork, Malbork)
seznamovat s prirodnimi krasami a historickymi pamatkami
tohoto kraje. Jury mezitim hodnotila Zdkovska feSeni soutéZnich
tloh; hodnoceni vedoucich delegaci sjednocovali jako obvykle
koordinatofi z fad mladych polskych matematiki, vétsinou by-
valych olympionikti. Na zavére¢ném zasedani jury dne 14. VII.
bylo pak dohodnuto koneéné rozdéleni cen.

Po névratu zakid z vyletu odjeli vSichni tcastnici MMO na
druhy, spolecny vylet do Poznané. Cestou navstivili 1éZ praslo-
vanskou osadu v Biskupiné a mésto Hnézdno. Z Poznané se pak
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16. VII. vSichni vratili znovu do VarSavy, kde se 17. VII. ko-
nalo slavnostni zakonceni XIV. MMO spojené s rozdilenim
cen.

V pribéhu let vyrostla MMO postupné v rozsdhlou mezini-
rodni akci, jejiz vyznam daleko pfesahuje rdmec samotné mate-
matiky. Svédcila o tom téz kulturni a spolecenska ¢ast programu
XIV. MMO. Velkou pozornost vénovaly MMO polské orginy
$kolské spravy. Ministr osvéty a vychovy §. Kuberski ptijal
6. VII. vedouci delegaci a na zakonceni uspotadal 17. VII.
v palédci v Lazierikdch druhé ptijeti pro vedoudi i jejich zéstupce.
Na zahdjeni soutéze v Toruni dne 10. VII. byl pfitomen na-
méstek ministra J. Wolczyk. Také predstavitelé mésta Toruné
plné oceftovali vyznam MMO; setkali se s celou jury na piijeti
usporddaném 11. VII. v prostorich historické toruiiské radnice.

MMO se dostalo také patfi¢né publicity v polském tisku.
Toruiisky dennik Nowosci vénoval MMO pii zahdjeni znacnou
Cast své titulni strany dne 11. VII; varSavské deniky pfinesly
18. VII. po zakonceni MMO zpravu o jejich vysledcich.

XIV. MMO se zucastnily delegace ze 14 zemi, a to:
Rakouska (A), Bulharska (BG), Kuby (C), Ceskoslovenska
(CS), NDR (D), Velké Britinie (GB ), Madarska (H ), Mon-
golska (M), Holandska (NL), Polska (PL), Rumunska (R),
Svédska (S), Sovétského svazu (SU) a Fugoslivie (YU).
Kromé toho byla od 14. VII. pfitomna téz pozorovatelka
z NSR.

ZucCastnéné zemé vyslaly k soutézi vesmés osmiclennd Za-
kovska druZstva, pouze z Kuby pfijeli jen tii Zaci; celkem bylo
107 soutézicich. Ceskoslovensko vyslalo druZstvo osmi zaki
gymnasii, byli to:

1. Jan Brychta, Praha (Prazacka),

2. Pavel Ferst, Praha (Sladkovského),
3. fan Frynta, Praha (W. Piecka),

4. Karel Hordk, Strakonice,

5. Miroslav Kmosek, Brno (kpt. Jarose),
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6. Petr Slacdlek, Praha (W. Piecka),
7. Jaromir Szmsa, Ostrava (Smeralova),
8. Imrich Vrto, Rimavska Sobota.

Vedoucim &s. delegace byl dr. Frantisek Zitek, CSc., védecky
pracovnik Matematického ustavu CSAV v Praze, zistupcem
vedouciho byl dr. Jozef Moravcik, CSc., docent Vysoké Skoly
dopravni v Znhne

Vlastni soutéz XIV. MMO spocivala jako obvykle v feSeni
$esti matematickych tloh, které mezinarodni jury vybrala z ma-
teridld pfipravenych polskymi poradateli na zakladé navrha
doslych ze ziucastnénych zemi. Na rozdil od nékterych minulych
let jury tentokrate vyslovné opustila zasadu, Ze z jedné zemé
muZe byt pfijata nejvyse jedna uloha, a dala pfednost kvalité
dloh. To se nesporné pfiznivé odrazilo v koneéném vybéru.
I kdyZ dobrych navrha, zvlasté ze stereometrie, nebylo mnoho,
podatilo se pomérné brzy sestavit soubor Sesti tiloh dosti vyva-
Zeny, pfiméfené obtizny a odpovidajici vcelku tradicim MMO.
- Ptijaté dlohy byly rozdéleny do dvou skupin; pronf tfi tlohy
tesili zaci dne 10. VIIL., druhké tii dlohy 11. VII. Pronf den méli
na f'edeni dloh k dispozici 4 hodiny Cistého Casu, druhy den o pul
hodiny vice, nebot posledni, Sesta uloha byla povaZovdna za
zvlast obtiZnou.

Navrhy téchto uloh doSly ze Sovérského svazu (dloha 1),
Holandska (tlohy 2 a 4), Velké Britdnie (Glohy 3 a 6) a Bulharska
(aloha 5); ptivodni znéni Sesté ulohy vSak bylo v pribéhu pfi-
pravnych praci jury dosti pozménéno (zjednoduseno).

Obtiznost tloh ohodnotila jury body: za feSeni prvni tlohy
mobhli soutézici ziskat 5 bodi, za druhou tlohu 6 bodi, za Glohy
3,4 a5 po 7 bodech a za Sestou tlohu 8 bodii; celkem tedy
40 bodu.

O kvalité soutézicich svéd¢i, Ze osm dki ziskalo maximalni
pocet 40 bodu; ti byli oviem odménéni pronimi cenami. Ostatni
ceny rozdélila jury takto: 16 druhych cen Zédktm, ktefi ziskali

30—39 bodu a 30 tFerich cen zaktm, ktefi ziskali 19—29 bodu.
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Kromé toho byly udéleny 3 zovldiini ceny (za elegantni, resp.
originalni feSeni nékterych uloh).

Ctyfi Ceskoslovensti Zaci ziskali t¥eti ceny; byli to ¥an Brychta
(26 boddr), Imrich Vrfo (21 bodt), Faromir Simsa (20 bodd)
a Miroslav Kmosek (19 bodu). Celkem ziskalo celé Ceskoslo-
venské druzstvo 130 bodi, coZ v neoficialni klasifikaci druzstev
podle poctu bodd znamenalo devaté misto.

Celkové vysledky dosazené zicastnénymi druZstvy jsou shr-
nuty v zabulce na str. 171.

ULOHY XIV. MMO

V této Casti zpravy prinasime Ceské texty uloh XIV. MMO
a jejich feSeni. V nékterych pripadech jde o upravena feSeni
autorska, jindy zase o upravené verze feSeni, jak je podali sou-
tézici. Na rozdil od minulych let tedy nereprodukujeme feseni
predlozena Ceskoslovenskymi ucastniky MMO, a to z davoda
technickych a vécnych.

O naSem druzstvu jako celku lze fici, Ze (pomérné) uspélo
v uloze 1, 2 a 4, bylo slabsi v tiloze 3 a 6 a viibec si nevédélo
rady s dlohou 5. Pfi pfipravé ucastniki olympiady v pfistim roce
1972/73 bude nutno vyvodit z této situace nékteré zavéry, jako
napt. to, Ze bude tfeba vénovat vice Casu pfipravé elementd
analyzy. Stalym problémem je i — jak se letos znovu projevilo —
psychicka kondice a taktickd priprava.

1. Dokazte, Ze v libovolné mnoziné deseti rtiznych dvojcifer-
nych pfirozenych Cisel existuji dvé neprazdné disjunktni pod-
mnoziny takové, Ze soucty jejich prvki jsou stejné.

RESEN{. Libovolni mnoZina o deseti prvcich ma 1023 ne-
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Tabulka

Poclet cen
DruZstva ng:.lm
1 1I III zvl.
A 5 136
BG 2 120
c* | 14
cs 4 130
D 1 3 4 1 239
GB 2 4 179
H 3 1 3 2 263
M 49
NL R 51
PL 1 1 1 1 160
R 1 3 1 1 206
§ *%) 2 60
SU 2 4 2 270
YU 3 136

*) V druzstvu Kuby byli jen tii Zéci.
**) Jeden S$védsky Zdk se neztcastnil druhého dne soutéZe a nebyl
klasifikovan.
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prézdnych podmnoZin. Soulet nejvySe deseti dvojcifernych
cisel je nejvyse roven 990. Podle Dirichletova principu existuji
tedy vzdy dvé neprdzdné podmnoziny dané mnoziny deseti
Cisel, takové, Ze soucty jejich prvka jsou stejné. Vynechdnim
eventudlnich spolecnych prvka z obou mnozin dostaneme dvé
disjunktni neprazdné mnoziny s pozadovanou vlastnosti.

POZNAMKA. Byva zvykem na MMO, Ze prvni iloha je
pomérné lehka; zaci také vétsinou tuto ulohu vyfesili s maxi-
malnim ziskem bodi. Ztroskotali (zato Gplné) jen ti, kterym
nenapadlo pouzit Dirichietova principu (nebo jej neznali).

. Dokazte, Ze pro kazdé-pfirozené n = 4 plati:
azdy t&tivovy Ctyidhelnik 1ze rozdelit na tenvovych ctyr-
thelnika, 4 ole Mz ;/,(’\t,;,lv.( !\;\ )C

RESENI. Rozli§ime nékolik piipadi jednak podle tvaru da-
ného tétivového ctyithelnika, ]ednak podle Cisla 7.

I. Necht danym ctyfuhelnikem je rovnoramenny lichobéz-
nik. Ten lze snadno — pomoci (n — 1) rovnobézek se zaklad-
nami — rozdélit na n rovnoramennych lichobéznikd, a to do-
konce pro kazdé pfirozené n. Ponévadz kazdy rovnoramenny
lichobé&Zznik je tétivovy, je tim v tomto pripadé uloha rozfeSena.

II. Necht » = 5; dany tétivovy ¢tyfuhelnik muaZe byt libo-
volny. Jeho vrcholy ozna¢me po fadé 4, B, C, D, a to tak, aby

bylo ¥DAB < ¥ ABC.

Na strané AD najdeme bod E a na strané BC bod F (4 # E #
# D, B # F # () tak, aby EF || AB. Potom ¢tyfuhelnik
EFCD je opét tétivovy, nebot ma stejné whly jako ¢tyfuhelnik
ABCD.

Jestlice ¥DAB — ¥ ABC,
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je ABFE rovnostranny lichobéZnik; ten rozdélime podle I na
n—1 tétivovych ctyfuhelnikd. Spolu s EFCD budeme tedy
mit 7 tétivovych Ctyfuhelnika.
Jestlize vSak
¥DAB < ¥ ABC,

pak na strané AB existuje bod G(4 # G # B) takovy, Ze
xDGB = xGBC.

Je ztejmé, Ze GBFE je rovnoramenny lichobéZnik.

Budiz nyni S stfed kruznice vepsané trojuhelniku AGD.
Spustime z S kolmice na strany trojuhelnika AGD, ktery tak
rozdélime na tfi Ctyfuhelniky, z nichZ kazdy ma dva protéjsi
uhly pravé, takze je tétivovy.

Nyni uz staci jen rozdélit rovnoramenny lichobéznik GBFE
na n—4 tétivovych ctyfuhelnika (zptisobem popsanym v I), aby-
chom dostali rozdéleni ¢tyfuhelnika ABCD na

1+3+m—4)=n
tétivovych ctyfihelnikd.

II1. Necht n = 4. Necht S je stfed kruZnice opsané danému
tétivovému Ctyfihelniku a necht S lezi uvnitf tohoto ¢tyithel-
nika. Spustime-li z S kolmice na vSechny ¢tyfi strany Ctyftuhel-
nika, rozdéli jej na Ctyfi Ctyfdhelniky, z nichZ kazdy ma dva
protéjsi uhly pravé a je tedy tétivovy.

IV. Necht # = 4 a necht stfed S kruZnice opsané danému
étyfuhelniku nelezi uvnitf ného. Vrcholy ¢tyituhelnika oznaéme
po fadé 4, B, C, D tak, aby AB byla nejdelsi strana ¢tyfihel-
nika ABCD. Ponévadz S nelezi uvniti ABCD, jsou oba tihly
‘¥ BCD, ¥ CDA tupé. Lze tedy najit uvniti ABCD dva body
E, F s témito vlastnostmi:

(1) EC L BC, FD 1 AD;
(ii) EF || AB;
(iii) ECDF je konvexni ¢tyfihelnik.
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Z bodu E, F spustime kolmice na 4B, jejich paty oznaéme
G, H tak, aby EFGH byl obdélnik.
Tim mame dany Ctyfuhelnik ABCD rozdélen na &tyfi étyt-
thelniky
AGFD, EFGH, BHEC, CEFD.
Avsak:
1) EFGH je obdélnik, je tedy tétivovy.
2)Je EH 1| BH, EC 1 BC, takze ¢tyfthelnik BCEH mi
dva protéjsi uhly pravé — je tedy tétivovy.
3) Obdobné z FG 1L AG, FD L AD plyne, Ze ¢tyfuhelnik
AGEFD je tétivovy.
4) Dany c¢tyfuhelnik ABCD je tétivovy, takZze
¥ ABC + < ADC = .

Ale
EF || AB, EC 1 BC, takze
¥ CEF = £ ABC + —;— 7
a zaroveni
¥ FDC = xADC — % 7.
Odtud vyplyvé rovnost

¥ CEF 4 x FDC = ¥ ABC + ¥ ADC = m;

ctyftihelnik EFDC je tedy také tétivovy.
Tim je tloha feSena ve vSech pripadech.

POZNAMKA. Na prvni pohled se tato tiloha jevi jako ¢a-
sové velmi ndrocnd. Je tomu skutecné tak; to je oviem osud
téméf vSech uloh z geometrie, kdy se maji slovné popisovat
konstrukce a podrobné vypisovat geometrické dvahy. To se
viak tyka hlavné Cistopisu — vlastni feSeni hledaji a odvozuji
Z4ci pfirozené na narysovaném obrézku, coz jde rychleji. Kromé
toho byla tloha zafazena na prvni den soutéZe spolu se snadnou
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tlohou prvni, na jejiz feSeni se naopak spotfebovalo méné Casu.

Z naSich zaka jen dva podali uplné feSeni druhé dlohy.
Vétsinou zapominali na to, Ze konstrukce uvedené v III. nelze
pouzit v pripadé IV.

Uvedené feseni neni oviem jediné. Ve skuteCnosti se v soutézi
objevilo téméf tolik variant a uprav, kolik bylo fesiteld. Proto
také tato tloha kladla nejvétsi naroky na koordinatory. Vysledné
bodové ohodnoceni Zakovskych feSeni bylo spravedlivé ve
smyslu rovnosti viech soutézicich, méné uz ve smyslu ocenéni
objektivni obtiznosti rozfeSenych ¢i nerozifesenych piipadi.
Prispéla k tomu i zdsada nedélitelnosti bodid pii bodovani.

| MMO-3 |

3. Pro kazda dvé celd nezdporna Cisla m, n je
(2m) ! (2n)!
mnl(m + n)!

celé Cislo; dokazte.
RESENI. Dikaz provedeme indukci. Tvrzenti plati pron = 0,

nebot
(2m)!0! _ (@Cm)t [ 2m
ml0l(m + 0)! ~ m!m! _< m )

je binomicky koeficient, a tedy celé ¢islo (pro kazdé m = 0).
Predpokladejme, Ze jsme tvrzeni dokdzali jiz pro vSechna
n < k, kde & je pfirozené Cislo a vSechna m = 0. Ozna¢me

(2m)!(2n)!

il (m + ] 0 -
Pfimym vypoctem snadno ovéfime, Ze pro kazdé m = 0 plati
m-+k

f(my k — 1) = f(m, k)—m,
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fom+ 1k — 1) = fom, B 2L
takze
fom, k) = 4f(m, b — 1) — fim + 1, k — 1).

Avsak Cisla f(m, k — 1) af(m -+ 1, B — 1) jsou podle indukéniho
.pfedpokladu celd, tedy také f(m, k) je celé Cislo.

JINE RESENTI je zaloZeno na pouZiti vzorce zndmého z ele-
mentérni teorie Cisel. Je-li n pfirozené Cislo a p prvocislo, pak
»* d&li n! pravé kdyz

(%) a = S [pk] .

Pomoci tohoto vzorce se pak dokaZe pro kazdé prvocislo p, Ze
maximalni a takové, Ze p* déli ¢islo (2m)!(2n)! neni nikdy mensi
nezli maximalni § takové, Ze pf déli Cislo m!n!(m + n)!

POZNAMKA. Zd4 se, Ze i tato tloha byla pro nase Ziky
obtizna. Rozfesili ji jen dva, a to druhym zpiisobem, nebot
znali vzorec (x).

Idea prvniho zptisobu feSeni zaloZeného na odvozeni pomoc-
ného rekurentniho vzorce naSim zikim ziejmé nebyla dost
blizkd. Néktefi se sice timto smérem vydali, ale zapletli se do
slozitych vypoétd rtiznych numerickych hodnot a neuvédomili
si vas, Ze se zad4 jen dakaz toho, Ze jde o celé cisla. Stélo by
snad za pokus posilit pfipravu olympionikti v problematice tzv.
metody neurcitych souciniteli.

4. Najdéte vSecka feSeni (x1, %2, X3, %4, ¥5), kde
xi(i =1,2;3, 4, 5)45ou_kladni realna Cisla, soustavy nerov<"
nosti .
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1 (-
@) (x?—
3 (%% —
@ (x®—
(5) (x5 — xoxa)(x12 — x2x4)

RESENI. Levé strany nerovnosti (1) — (5) roznisobime
a pak viechny nerovnosti seCteme. Dostaneme tak jedinou ne-

rovnost

x3%5)(x2% — x3Xs5)
x4x1)(x¥3% — x4%1)
x5x2)(¥a% — X5X32)

x1x3)(X52 — X1%3)

IIA

IAHIA TIA

IIA

0,
0,
0.

x1%%2% + x2%x3% + x3%x4% + x4%x5% + 252012 +
+ x3%x5% + xa%x1% + x5%2% + x12x5% + X92xy% —

— x12x3x5 — x22x4x1 — Xx32x5X2 — X42x1%3 — X52X2X4 —

— x2%x3%5 — X32x4x1 — X42X5X2 — X52x1%3 — X12%exs <

0,

které ovSem musi kazdé feSeni soustavy (1)—(5) také vyhovo-
vat. Novou nerovnost vynasobime dvéma a upravime na tvar

(x1%2 — x1%4)2 + (x1x2 — x2x4)2 + (x2x03 — X2x5)% +
x3x5)% + (x3x4 — x1x3)% + (¥3x4 — x1x4)% +

x2x4)% + (x4x5 — x2x5)% 4 (¥1%5 — x1x3)2 +

+ (x2x3 —
+ (xaxs —
+ (x1x5 —

x3x5)2 = 0.

Aviak soulet ¢tverci muZe byt nekladny jen v tom pfipadé,
jsou-li vSechny scitance rovny 0. Plati tedy soucasné viechny

rovnosti

X1X2
X2X3
X3X4
X4X5

X1X5

= X1X4 = X2X4 5
= X2X5 = X3X5 5
= X1X3 = X1X4
= X2X4 = X2X5

= X1X3 =— X3X5 .
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Ponévadz viak hleddme jen takové feSeni, v nichZ jsou viechna
xi(i = 1, 2, 3, 4, 5) kladn4, vidime, Ze musi byt

X1 = X2 = X3 = X4 = X5. )

Obrdcené je viak ihned vidét, Ze kazda pétice (x1, x2, X3, X4, X5)
kladnych ¢isel splitujici (x) je feSenim soustavy (1) — (5).

JINE RESENI, které se rovnd? v soutéZi objevilo, spociva
v postupném systematickém vySetfovani vSech moznych uspo-
radani podle velikosti kladnych ¢isel x1, xo, x3, X4, X5 Vyhovuyi-
cich nerovnostem (1) — (5). Lze pfitom vyuzit toho, Ze dand
soustava je zjevné invariantni vaci cyklickym permutacim ne-
znamych, tzn. Ze plati

Je-li (a, b, ¢, d, e) feSenim soustavy (1) — (5), je také
(b, ¢, d, e, a) jejim feSenim.

MiuZeme tedy bez Gjmy obecnosti pfedpokladat, Ze plati

xp S X1, k=2,3,4,5. 6)
Potom ovem v diisledku (1) bude
x92 £ x3%5 ©)
a obdobné podle (5) bude
x52 S xoxa . @®

Dale rozli$ime dva piipady.
I. Necht x4 < x5. Potom ze (4) a (8) plyne nerovnost
x4% £ x1x3 £ x52 £ xoxa,
takZe nutné x4 £ xo. To viak spolu s (8) dava
x52 S xoxg S xo2,
takZe také x5 < x2. Ze (7) potom snadno plyne

%22 < x3x5 < x3X2,
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a tedy x2 £ x3. Celkem tedy mame

X4 S x5 = x2 S X3 S X1 ©)
Z nerovnosti (4) potom dostavame
%42 S xx3 S x52 S 3% (10)

takZe x1 < x3, coz spolu s (6) dava x; = x3. Dosazenim zpét
do (10) vyplyne x;2 < x52, ¢ili x1 < x5, a tedy podle (6) znovu
x1 = x5. Kombinaci (9) a (6) dostaneme rovnosti

X1 = Xz = X3 = X5.
Nerovnost (2) ma pak tvar
(%12 — x1%3)2 £ 0,
coz je pii (6) mozné jen kdyZ x1 = x4. Musi tedy opét platit
X1 = X2 = X3 = X4 = X5. (X)
II. Necht x5 < x4. Potom (4) a (6) dava
%52 = x1x3 S x4 £ x1%4,
a tedy x3 < x4. Ze (7) plyne pak
x2% S x3x5 < X3xg S x4%,

takZe x2 < x4, tzn.
%22 < xox4 £ X1%4 .

Avsak odtud a z (2) dostaneme
x3? Z x1x4 2 x4,

tzn. x3 = x4, takZe je nutné x3 = x4. Dosazenim do (3) dosta-
neme nerovnost
(x3% — x2x5)2 £ 0,

je tedy
.9632 = X2X5 .
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Ponévadz vsak, jak jiz vime, je x2 < x4 = x3, musi byt

X5 = X3 = X4, ale to je spor s predpokladem x4 > x5. Pfipad II
neni tedy mozny a podle I nutné plati (x). (Postacitelnost (x)
je opét ziejma.)

POZNAMKA. Pii fefeni této Ctvrté tlohy byli &eskoslo-
vensti zaci pomérné velmi uspésni; z 56 moznych bodu ziskali
celkem 44 body, ptitom Sest z nich podalo tGplné a spravné
feSeni. Je vidét, Ze jim tato tematika neni cizi a Ze dovedou
najit cesty k reseni.

Relativné ¢astou chybou, ktera se objevovala v zakovskych
feSenich, byl (nespravny) pfedpoklad, Ze soustava (l) — (5) je
invariantni vac¢i viem permutacim nezndmych, nejenom vidi
permutacim cyklickym. Konecny vysledek je sice stejny, avSak
mezera v Uvaze je podstatna a bodové ocenéni na MMO tomu
odpovidalo.

(W65 ]

5. Necht f a g jsou dvé realné funkce definované v intervalu
(—o0, +0) tak, Ze pro vSechna x a y plati

Jf&x +9) + flx —y) = 2f(x)g(y). . {x)
Dokazte: Jestlize f neni identicky rovna nule a jestliie

| f(x) | £ 1 pro vSechna realna x, potom také | g( y)| £ 1 pro
vSechna realna y.

RESENI{. Ozna¢me A = sup | f(x) |; podle predpokladt je
A = 1 (stacilo by ovSem 4 < o0). Necht pro nékteré redlné yo
je |g(yo) | =1+ h > 1. Potom vsak pro kazdé realné x plati

13).8(30) = LfCx +30) + f(x = 300,

a tedy

| flx +30) | + | flx —30) | A
1 = 2/g(yo)l O EL
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coz je v rozporu s definici 4. Neni tedy moZné, aby takové yo
existovalo, je tedy | g(y) | £ 1 pro vSechna realnd y.

JINE RESENI. Ozna¢me opét A = sup | f(x) |. Pon&vad
pro kazdé realné x, y je

21f@) 118 = 1fx+3) |+ [flx—y)| < 24,
je také

4
e
e | = @]
pro kazdé x, pro které je f(x) # 0 (a takova x podle pfedpo-

kladu existuji) a pro vSechna redlna y. Podle definice suprema
Ize ke kazdému ¢ > 0 najit x tak, aby

‘ [fxe) | > A —¢;
pro takové x tedy plati

A
)| = 5 —;

pro vSechna redlnd y. PonévadZ ¢ lze zvolit libovolné malé,
musi byt [g(y) | £ 1 pro vSechna y, c.b.d.

Jesté JINE RESENI je zaloZeno na této pomocné tvaze:
Necht y je libovolné redlné ¢islo. Pak ke kazdému redlnému x
Ize najit x’ tak, Ze plati

&) 2 1f) 1. 1e3) .

Skutecné z rovnosti (x) plyne nerovnost

21f@) .18 = 1fx+3) |+ 1fx =315

to vSak znamend, Ze plati aspoii jedna z nerovnosti

I fx +3) 12 111801,
[fx =) | 2 |fx)].1e) |-
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V prvém piipadé stadi polozit x' = x -+ y, ve druhém piipadé
pak x’ = x — y.

BudiZ nyni xg takové, Ze f(xo) 7= 0 — takové x¢ existuje podle
predpokladu — a budiz y libovolné realné cislo. Postupem od-
vozenym v pomocné uvaze sestrojime nyni posloupnost real-
nych &isel xo, x1, %2, ..., tak, aby pro k2 =1, 2, 3, ... platilo

[fGx) | 2 | fCxr-1) 118D |-
Bude pak ziejmé (dikaz indukei)
|fxx) | 2 | f(x0) |.18(9) |

pro vSechna ptirozend k. Ponévadz vak f(xo) = 0a | flxx) | £ 1
prok =1,2,3, ..., plati pro viechna 2 = 1 nerovnost

fxe)| < 1
|f(xo) |~ [ f(xo) |~

To je oviem mozZné jenom kdyZ je

le) | =1,

lg(y) |k =

coz jsme méli dokézat.

POZNAMEKA. I kdy? tato tiloha neni v podstaté nijak zvla$t
tézka, je jeji tematika v matematickych olympiddach zatim ne
pravé obvykla, Zaci stfednich kol (napf. nadich) vétdinou jesté
neovladaji tak dokonale zakladni pojmy matematické analyzy.
Neznaji, popf. neuvédomuji si napf. podstatu rozdilu mezi
supremem a maximem funkce. Kréatké feSeni (za obecnéjsich
predpokladit) uvedené zde jako prvni podal pouze jeden polsky
zak; bylo odménéno zvlastni cenou. Pavodni autorské reseni je
tu uvedeno jako treti.
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6. Jsou dany Ctyti kesmés rizné rovnob&zné roviny. Dokazte, |

Ze existuje pravidelny Ctyfstén, ktery md v kazdé z danych
rovin jeden vrchol.

RESENT{. Dané &tyti roviny oznaéme 7, o, 0, 7 tak, aby o
lezela mezi 7 a o a aby o lezela mezi o a 7. Déle ozna¢me a vzda-
lenost 7 od p, b vzdalenost g od ¢ a ¢ vzdalenost o od 7.

Vezméme si nyni pravidelny Ctyistén A'B'C'D’ s hranou
délky 1. Na hrané 4'C’ nalezneme bod E’ ve vzdalenosti

AE =

e
a-+b
a na hrané A’'D’ bod F’ ve vzdalenosti

1> T a
AF R
Body B’, E’, F’ nelezi na pfimce a urcuji tedy rovinu, ozna¢me
ji o’. Body 4’y C’, D" vedme po fadé roviny #’, ¢’, 7’ rovno-
béZné s rovinou p’.

Oznacme a’ vzdalenost rovin 72" a o', b vzdélenost rovin o’
a ¢’ a ¢’ vzdalenost rovin ¢’ a 7'. Plati ovSem zfejmé

a:b:c’=a:b:c.
Na Ctyfstén A'B'C’'D’ a roviny ', o', o', T’ aplikujeme nyni
dvé zobrazeni. Prvni z nich bude homotetie (se sttedem napt. 4'),
kterd ze ctyisténu A'B’'C’D’ vytvofi pravidelny Ctyfstén

A"B'C'D" (A" = A') s hranou délky :

pfejdou pritom ve Ctyfi rovnobézné roviny n”, 0", ¢, ©”; jejich
vzdalenosti jsou zfejmé a (" a 0'), b (0" a ¢”), ¢ (¢” a T").

Druhym zobrazenim bude translace a otoceni (ptimé shodné)
takové, aby =" piesla v @, " v 0, ¢” v ¢ a 7" v 7. Ctyfstén
ABCD, ktery timto zobrazenim dostaneme z 4"B"C"D", bude
jiZz vyhovovat podminkam ulohy. ,

. Roviny #', o', o', T’
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POZNAMKA. Toto jednoduché feSeni neni oviem jediné
mozné. Nekteri soutéZici fesili tlohu pomérné slozitymi tiva-
hami o spojitych pohybech v prostoru, pfi nichZ postupné
umistovali jednotlivé vrcholy pravidelného Etyfsténu (s promén-
livou délkou hrany) do danych rovin. Jini se zase pokouseli
fesit ulohu analyticky.

Neni pfitom bez zajimavosti skutecnost, Ze z osmi nasich
ucastnika XIV. MMO pripadl na prosté feSeni na zakladé po-
dobnosti prave ten nejmlad$i — Zak 2. rocniku, ktery se jesté
se stereometrii ve $kole nesetkal.

Jinak byl slabsi vykon ¢s. druZstva u této ulohy piekvapenim,
nebot stereometrie a specidlné pak geometrie Ctyfsténu patfi
jiz tradi¢né k obortim, z nichZ se zad4vaji ulohy v naSich mate-
matickych olympiddach. Také pfi pfipravé olympioniki se ste-
. reometrii vénuje vzdy plni pozornost.

MEZINARODNI JURY XIV. MMO

Predseda: Stanistav Balcerzyk, Torui
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M U. Sangmjatav, Ulanbatar
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