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V. SoutéZni ulohy Ill. kola kategorie A
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1. Doka?te, Ze pro viechna pfirozend Cisla n > 1 plati

(-D(-L) =) 1 o

(5 bodu)
RESENT. Pro viechna pirozena &isla n > 1 je
n3 > n?,
odkud vyplyva
1 1
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Proto také plati

(3 > (-3 8)
AR

_pGEDE=D _ eADL =D 1 w41
. i2 . 2. (nl)? 2" an

=2

protoZze n > 1, je " _:1 >, atudiz

156



1 n+1

2 n

1
> 7
Tim je dokédzéno, Ze pro kazdé prirozené Cislo » > 1 plati (1).
Resil JAN KNYTL

z4k 4.a gymnasia v Novém Ji¢ing

2. Je déna krychle ABCDA'B’'C’'D’. Budiz X obraz bodu C
v nékterém otoCeni kolem osy, které prevede vrchol 4 ve
vrchol B. Urcete mnozinu vSech takovych bodd X, které lezi
na povrchu dané krychle. (8 bodt)

RESENI. Pouzijeme véty, %e kazdé otoeni kolem osy o
v prostoru lze slozit ze dvou rovinovych soumérnosti, jejichZ
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roviny jsou riznobéZné a protinaji se v pfimce o0; za rovinu
soumérnosti jedné z nich lze zvolit libovolnou rovinu svazku o.
Otoceni, které prevadi vrchol A ve vrchol B (obr. 50), ma osu o
(prostorové) kolmou k pfimce AB. Proto pfimka o leZi v roviné
soumérnosti g Usecky AB. Soumérnost ¢o podle roviny pg
pfevede bod C v bod D. Vsechna otoceni prevadéjici 4 v B
dostaneme, slozime-li ¢o se soumérnosti (proménnou) ¢ podle
roviny 0; ¢ je libovolna rovina trsu (B), pro niz plati p ¥ go. Je
tedy vyloucena rovina BCB’. Paty vsech kolmic spusténych
z bodu D na roviny trsu (B) vyplni (podle obrdcent Thaletovy
véty) kulovou plochu I' sestrojenou nad pramérem BD.
Z plochy I' je tieba vyloudit bod C. Obrazy bodu C ve vSech
uvedenych otocenich vyplni kulovou plochu /™, kterd je obra-
zem plochy I v stejnolehlosti se stfedem D a koeficientem 2.
Je tedy I kulové plocha se stfedem B a polomérem BD. Z této
plochy I" je vylou¢en bod M = D pfimky CD, pro ktery plati
DC = MC.

Kulova plocha I, kterd mé stfed B a polomér BD, protne
povrch krychle ve tfech ¢tvitkruznicich: ¢tvrtkruznici k; lezici
v roviné A'B'C’ a omezené body A’, C’, ¢tvrtkruznici k2 v ro-
viné ADA’ omezené body A’, D a ¢tvrtkruZnici k3 v roviné
CDC’ omezené body C’, D. Je M =k U k2 U k3.

l A-TI1-3 |

3. Nech pre postupnost mnohoclenov
Po(x), Pi(x), Po(x)y «v.y Pu(x), ...
Pyx) =2, Pyx)==x

plati

a pre vietky » = 1 vztah
Pn+1(x) + Pn_l(x) = xPn(x). (1)
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a) N4jdite mnohoclen
On(x) = Pu(x) — xPu(x)Pn-1(x) + Pa?a(x),  (2)
pre n = 1972.
b) Vyjadrite mnohoclen [Ppy1(x) — Py-1(x)]? pomocou mno-
hoclenov 2,(x) a Qu(x).

RIESENIE®).
a) Pouzitim vztahu (1), ktory plati pre vetky z = 1, dostane-
me .
Py = x2 — 2, P3 = 3 — 3y, (3)

Dalej vypocitajme priamo z definicie mnoho¢lena Q, a zo vzta-
hov (3) mnohocleny Qi1, Oz, Q3. Dostaneme

O1r=x2—x.x.2+4=4—2x2
Qs = (x2 — 2)2 — x(x2 — 2).x + x2 =4 — x?,

Q3 = (23 — 3x)2 — x(x3 — 3x)(x2 —2) + (x2 —2)2 =4 — x2,
Tieto vysledky nas vedd k domnienke, Ze plati
Qn =4 — xz

pre kazdé n = 1. Pravdivost tejto domnienky potvrdime pouZi-
tim matematickej indukcie:

1° Pre n = 1 zrejme plati Q1 = 4 — x2.

2° Nech pre nejaké n = & = 1 plati Qr = 4 — x2. Doka-
Zeme, Ze potom plati Qx+1 — Qr = 0, t.j. Qr+1 = Q.

Dékaz. Podla vztahu, ktorym bol mnohoclen Q, definovany,
plati pre kazdé £ = 1

Qk+1 — Qr = Pry1?2 — x Ppy1 P + Pi2 — P2 4
+ xPgPg-1 — Pi-1%,

*) Argument x v oznaeni mnoho¢lenov budeme kvéli zjednodu-
Seniu zdsadne vynechdvat. Riesitel ho v3ak pisal.
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z Coho dostaneme po upravich
Ok+1 — Qk = (Pk+1 — Pi-1).(Pr+1 + Pr-1 — xPy).

PouzZitim (1) pre n = k (Co mdZeme urobit, pretoze k& = 1)
Iahko dostaneme Qi+1 — Qr = 0, ¢o sme mali dokézat.
Z predchadzajuiceho je zrejmé, Ze plati

Qn =4 — x2
pre kazdé n = 1. Je teda
Qo2 = 4 — %2

b) Ozna¢me
Rn = Pn+1 - Pn—l-

Podla (1) je pre kazdé n = 1

Rn=xPn‘—2Pn_1.
Teda
Rn2=x2Pn2—4xPnPn_1+4Pn_12. (4)

Zo vztahu (2) je zrejme
On — Pp? = —x PpPy_1 + Pp 2.
Dosadenim posledného vztahu do (4) dostaneme
Ry? = x2Pp? + 4(Qn — Pp?) = (x2 — 4)Py2 + 4 Qn.

PretoZe pre kazdé n = 1 plati O, = 4 — x2, ako sme zistili v a),
bude
an = (PrH-l - Pn—l)2 = Qn(4 - P”2)

pre kazdé n = 1.
Rie$il MILAN KOLIBIAR,
Ziak 3. tr. gymnazia Jura Hronca
v Bratislave
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4. Dokaézte, Ze existuje nekone¢ne mnoho prirodzenych Cisel a,
ktoré maju tito vlastnost:

Pre kazdé prirodzené Cislo n je n* - a Cislo zlozené. )

Udajte pét Cisel a, ktoré majii uvedent vlastnost. (6 bodov)

RIESENIE. Nech je a kladné &islo. Potom plati

x=n+a=n+2ma+a—2m2]a=

= (2 +a)2 — (]2 |/a)?

vev

Cl1ze
4 4
2= +|a+nl2)m + Va—nl2la. @

4
Ozna¢me V2" Va = 2b. Potom je

a = 4b%. ()
Rozklad (1) potom nadobudne tvar
x = (n? + 2b2% + 2bn)(n® -+ 2b% — 2bn). 3)

Oboch cinitelov stucinu (3) upravime
x1= 12 4 26+ 2bn = (n + B + B2,
xo = n2 + 2b% — 2bn = (n — b)2 4 b2

Ak zvolime prirodzené ¢islo b > 1, st podla (2), (4) ¢isla a, x1,
x2 prirodzené a plati x1 = 13, x2 = 4 a teda Cislo x = x1x2 je
pre kazdé prirodzené Cislo n zloZené. Dokézali sme tak, Ze pri-
rodzenych Cisel a, ktoré maju vlastnost (V) je nekone¢ne mnoho.

Ak dosadime do (2) b = 2, 3, 4, 5, 6, dostaneme pét Cisel
a = 64, 324, 1024, 2500, 5 184,

)

ktoré vietky maji uvedenu vlastnost (V).
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5. Kolik dvojic navzdjem disjunktnich podmnoZzin m4 mno-
Zina o n prvcich? (7 bodtr)

RESENI. Nejprve je tieba urcit pocet viech usporddanych
dvojic navzijem disjunktnich podmnozin dané mnoziny, kterd
mé n prvka., Ucastnici soutéZe fefili tento problém celkem
tfemi zpisoby.

1. 2piisob (takto postupovali téméf vSichni fesitelé).

Z dané mnoziny M o » prvcich mime vybrat dvé disjunkeni
podmnoziny A a B. Nejprve vybereme prvni z nich, A. Ta
miZe mit 0, 1, 2, ..., n prvkid; oznaéme % jejich pocet. Pii
daném k pak druhd mnozina B mize mit 0, 1, ..., n—Fk prvkd;
jejich pocet oznacme j.

Mnozinu A o % prvcich lze z dané mnoziny M o » prvcich

vybrat ( Z ) zplisoby. Mnozinu B o j prvcich lze ze zbyvajicich

n—k prvki sestavit < n;k > zpusoby. Celkem tedy bude

302

zplisobd, jak vybrat nejprve mnozinu A a pak mnozinu B.
Podle zndmého vzorce

je viak
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Potom podle binomického vzorce je

j (Z) ok — §<Z>1k2n~k_=(1+2)"=3n,
k=0 k=0

tj. usporadanych dvojic navzajem disjunktnich podmnoZzin mno-
ziny M je 39

2. zpisob. (Pouzil ho PAVEL FERST, 7k 2. d gymnasia na
Sladkovského ndmésti v Praze 3 - Zizkov.)

Predstavme si, Ze vytvafime uspofddané dvojice disjunktnich
podmnozin mnoziny M. Vezmeme-li libovolny prvek mnoZi-
ny M, pak pro néj mame pravé tfi moznosti. Bud se stane prv-
kem prvni podmnoziny, nebo prvkem druhé podmnoziny, nebo
nebude patfit ani do jedné z téchto podmnozin. Ma-li mno-
Zina M n prvka, pak tedy uspofddanych dvojic navzijem dis-
junktnich podmnoZin mnoziny M je

3n,

3. zpiisob. (Pouzil jej MIROSLAV KMOSEK, 74k 3. a gym-

nasia, tf. kpt. Jarose v Brné.)

Mnozina M o n prvcich mé pravé ( : ) k-prvkovych podmno-

zin. Vezméme jednu z nich a uvaZujme mnoZinu vSech jejich
podmnozin. Libovolnd podmnozina a jeji doplnék v oné k-
-prvkové mnoziné tvoii uspofddanou dvojici disjunktnich pod-
mnozin mnoziny M. Pro danou k-prvkovou podmnoZzinu exi-
stuje 2 jejich podmnozin, tedy i 2% uspofddanych dvojic jejich
disjunktnich podmnozZin, sjednocenim jejichZ prvk dostaneme
tuto k-prvkovou mnozinu. Je tedy hledany pocet uspoiddanych
dvojic disjunktnich podmnozin roven

k”%(z)?‘k:%
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ZAVER RESENI{. Kazdi neusporddand dvojice navzijem
disjunktnich podmnozin A, B mnoziny M je v poltu 3" zapo-
¢tena dvakrat — jednou jako [A, B] a podruhé jako [B, A].
Vyjimku tvofi pfipad A = @, B = @, kdy jediné je A = B.
Tedy 37 + 1 je pravé dvojnasobek poctu vSech dvojic dis-
junktnich podmnozin mnoZiny M. Hledany pocet je tedy

3n 41
2

! A-III-6 I

6. V iovine o st dané dva rozne body 4, S. Dalej st dané
kladné ¢isla d, w; & < 180°. Zostrojte vietky body X roviny g,
ktoré majui tdto vlastnost: ‘

Pri otoceni v rovine g okolo stredu S v kladnom zmysle o uhol
velkosti w® prejde bod X do takého bodu X', Ze XX' = d
a bod 4 lezi na usetke XX'. Akt podmienku musia spliiovat
cisla d, w, aby taky bod X existoval? (7 bodu)

RESEN{. ROZBOR. Podle obr. 51 piedpoklidejme, Ze
bod X je feSenim ulohy. Pak plati XX’ = d. Je-li S’ stied
useCky XX, je
sx=2, XSS’=-C—§—, SX=8X'=r=—

2 .
2sm—2-

d

b

fie i o R i
S§S§' =r =7.C05 - = . cotg -

Bod X tedy leZi na kruznici £ = (S r) a zaroven leZi na te¢né ¢
vedené bodem A ke kruznici I == (S, ).

Odtud plyne KONSTRUKCE. Sestrojime pomocny rovno-
ramenny trojuhelnik KLM se zikladnou LM = d a thlem
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¥ LKM = w. Pak je zfejmé KL = KM = r a vy$ka z vrcholu
K na zékladnu m4 velikost # (obr. 52). V roviné o sestrojime
kruznice & == (S;7) al = (§; #'). Bodem A vedeme te¢nu ¢ ke
kruznici /. Praseciky te¢ny ¢ s kruznici & oznalime X, X’ tak,

2\
aby bylo XSX’ = w. Potom pokud bod A4 lezi na tisece XX',
je bod X hledany bod.

Obr. 52 L~ ~ ~M

ZKOUSKA. Z rozboru plyne, 7¢ XX’ — daze ¥ XSX' =

N
= o. Podle posledniho bodu konstrukce plati XSX' = w. Je
tedy bod X’ obrazem bodu X v otoceni okolo stiedu S v klad-
ném smyslu o thel velikosti w°. Podle konstrukce je téZ splnéna

podminka, Ze bod A4 leZi na usecce XX'.
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DISKUSE. KruzZnice % a [ lze sestrojit vzdy a plati v’ < r,
nebot ' = r.cos -623 a0 < % < 90°. K tomu, aby bod A4 lezel

na tétivé XX’ kruZnice & a aby bylo moZno jim vést te¢nu ke
kruzZnici /, je nutné a staci, aby platilo

< SA =,

tj.
2 . cotgﬁ £84 = 4 s P)
2 2 .
2sin—
odkud plyne
) )
2.SA.sm7§d§2.SA.tg7. P9

Tedy (P), resp. (P’), je podminka FeSitelnosti dlohy. Pro d =
=28A1tg % existuje jedno feSeni, nebot 4 €/ a tedy existuje

préavé jedna tecna ¢ ke kruznici /; pro
2SAsin%§ d< 2.SA.tg%

existuji dvé feSeni, nebot bodem A4 lze vést dv€ riizné tecny ke
kruznici /.
Resil KAREL HORAK,
zak 3.b gymnasia ve Strakonicich
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