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IV. SataZné dlohy Il. kola

1. KATEGORIA A

1a. Dokézte, Ze pre vSetky prirodzené ¢isla n > 1 plati

1 1 1 1 1 1
(tra-5-8) (55 2)

1 1 1\ (n+1)?
.(1—!—; ————— > = (6 bodov)

- 1 1 1
RIESENIE. Oznatme pn = TT (1 + o= ﬁ) ;

Zrejme plati:
‘ 1 1 1 1 1
‘ﬁ“ﬁ—ﬁ“(“z)(‘“ﬁ) =

1)\2 1

(1+§) .(1—%).

n 1\2
Preto je pp = 11 (1 —}-—)
k=2 k

(-
-LE (+3)] 5 (-5)
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Oznatme r, = II (1-}-%), sn= II (1—%—).

k=2 k=2
M G+1) Tk
, +
Plati: ro= Tt 221 _ 42 mhed
k=2 I I k
k=2 k=2
_n+1
=732

Analogickym vypoctom dostaneme s, =% . Z toho konecne

mame
n + 1)2
Pn = Tnz-sn = ( 4n )

¢o sme mali dokizat,

| A-II-1b I

1b. Uhlopricky konvexniho ¢tytthelnika ABCD se protinaji
v bodé M. Jsou dany velikosti thla &« DAM = 30°, ¥ ADM =
= 90°, ¥ ABM = 30°, ¥ BCM = 45°, Vypoctéte velikosti
vSech vnitinich ahla ¢tyithelnika ABCD. (6 bodt)

Obr. 39
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RESENT (obr. 39). Ozna¢ime délky tseéek AM = a, BM =
= b, CM = ¢, DM = d. Dale ozna¢ime ¥ CDM = ¢ a vy-
pocteme ¥ DCM = 60° — ¢, ¥ CBM = 75°, ¥ BAM = 30°.

Z N\ ADM, /\ ABM plyne

a=2, b=a.
Sinova véta pro /A CDM da

4 _ sin( —g)

c sin @
Sinova véta pro A BCM da

L. 5
b sin45° "’
Znisobenim (2), (3) dostaneme vzhledem k (1)
d _ sin (60° — @) sin 75°

a sin ¢ " sin 45°

a déle vzhledem k (1)

1)

@

©)

1 e .. sin 75°
7 (sin 60°.cotg @ — cos 60°) *<in 457
¢ili
; - (J@_ cotg ¢ — l) (sin 30° cos 45° - cos 30° sin 45°)
2)/2 2 2
¢ili
1 = = 1
—_— = 3. cot -1 + 3), ——
2T (/3. cotg o — 1)1 +1/3) b
&li :

V3 +13)cotgp =143 +2
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&ili - —

B+ )3 cotgp =3+ /3.
ProtoZe je 0 < ¢ < 180° a cotg ¢ = 1, je @ = 45°, Velikosti
vniténich dhla jsou @ = 60°, f = 105°% y = 60° & = 135°.

2a, V roviné je d4n kruh K. Uréete mnozinu vrchol A4 viech
vypuklych ctyfuhelnik ABCD, o nichz plati, ze AC < BD
a Ze celd uhlopficka BD lezi v kruhu K. (5 bodi)

RESENT. Nejprve dokézeme pomocnou vétu:

Necht ABCD je vypukly ctyfahelnik takovy, Ze AC < BD.
Necht X je nejblizsi bod tsecky BD k vrcholu 4 [podrobngji:
je-li pata Y kolmice spusténé z bodu A na pfimku BD na tsecce
BD, je X = Y; padne-li Y na prodlouZeni usecky BD za bod B
(popt. D), je X = B (popt. X = D).] Potom je AX < BD.

Diikaz. Je-li P prusecik uhlopticek AC a BD, pak je AX <
< AP < AC £ BD.

Je-li nyni ABCD c¢tyfuhelnik splitvjici podminky dlohy, je
BD £ 2r, kde r je polomér kruhu K. ProtoZe celd uhlopticka
BD lezi v K, je bod X z pomocné véty v kruhu K. M4 proto
podle této véty bod A od obvodu kruhu K vzdalenost mensi
nez 2r, tedy od stfedu S kruhu K vzdélenost mensi nez 3r.

Je-li obrdcené A takovy bod, ze AS < 3r, pak sestrojime
¢tyfuhelnik ABCD spliiujici podminky tlohy napf. takto: Pro
A = S staci zvolit ¢tverec o strané % r s vrcholem v 4. Necht
nyni A # S. Kruh K’ se sttedem A4 a polomérem 2r mi s K
spole¢ny néjaky bod P, ktery je vniténi i pro K i pro K’ a ktery
nelezi na pfimce AS. Pfimka SP protne hranici kruhu K ve
dvou protéjsich bodech B a D, polopiimka AP protne hranici
kruhu K’ v bodé C. Je pak ABCD vypukly ¢tyithelnik s prise-
¢ikem uhlopiicek P, ziejmé spliujici podminky tlohy.
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ZAVER. Hledani mnozina je vnitfek kruhu, ktery je sou-
stfedny s K a ma trojnasobny polomér.

2b. Je déna krychle ABCDA'B'C’'D’. Uréete mnozinu M
vSech bodl na povrchu krychle, které jsou soumérné sdruzené
s’ vrcholem C podle nékteré pfimky, kterd prochézi stfedem
useCky AB a je kolma k AB. (5 bodu)

RESENT (obr. 40). Oznaéme M stied hrany AB, x pfimku
prochézejici bodem M a kolmou k AB. Bod X sestrojime tak,
aby stied X' usecky (dvojice) CX lezel na pfimce x, a aby bylo
x L CX; pak MC = MX. Body X lezi tedy na kulové plose »

se stftedem M a polomérem CM = %]/5, kde a znaci délku

hrany dané krychle. Pfimky n! ¢!
x vypliuji rovinu soumér-
nosti usecky AB. Body X x| x/
proto lezi v roviné ADA’, “l /
tedy na kruZnici se sttedem A’ ‘|\ B’
A a polomérem a v roviné 6((
ADA'. Protoze X ma lezet >~
na povrchu krychle, je X na ~de
&tvrtkruznici DA’ této kruz- "7‘_'
nice. / /
UkaZme, Ze obrdcené kaz- 4 Fi
dy bod X této CtvrtkruzZnice A R B
vyhovuje tloze. / Obr. 40

Je toti skute&né MX = % |/5 = MC, takze trojtihelnik MXC

je rovnoramenny. O stiedu X’ usecky CX tedy plati, Ze MX' je
kolmé k XC a je tedy MX' osa soumérnosti usecky CX.
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ProtoZze X lezi v roving€ ADA’ a CX' = % CX, lezi stied X'

v roviné soumérnosti Gsecky AB. Proto MX'(X' # M, protoze
X lezive sténé¢ ADD’A’) je kolma k AB. Bod X tedy leZi v hle-
dané mnoziné M.

ZAVER. Mnozina M je étvrtkruznice s krajnimi body A’ a D
kruZnice o stfedu A4 a s polomérem AD ve sténé ADD'A’.

3a. Dokazte, Ze neexistuje trojica redlnych Cisel a, b, ¢ taka,
aby rovnica

ax?+bx +¢=0 1)
mala prave dva rdzne korene x1, x2 a stiCasne rovnica

bx2 +cx +a=0 2
mala prave dva rdzne korene x2, X3 a rovnica

cx2+ax +b=0 3)
prave dva rozne korene x3, x1. (7 bodov)

RIESENIE. Predpokladejme, Ze existuje trojica redlnych
Cisel a, b, ¢ taka, Ze (1) ma korene x1, X2, X1 7 X2; (2) ma korene
X2, X33 X2 7 x3 a (3) ma korene x3, X1 x3 7 x1. Z toho vyplyva,
7e musi byt a # 0, b # 0, ¢ # 0. Dalej stadial vyplyva, Ze &isla
X1, X2, X3 musia byt redlne. Ak by napr. x1 bolo nerealne kom-
plexné Cislo, potom musi byt xo = x1 (x znamena ¢islo kom-
plexne zdruZené k Cislu x), pretoZe st kofefimi rovnice s redlny-
mi koeficientami. Potom v$ak tieZ x3 = x2 = x1 = x1, €0 je
v spore s tym, Ze X3 # X1.

Zo znamych vztahov medzi korefimi a koeficientami kvadra-
tickej rovnice pre redlne Cisla x1, x2, x3 dostaneme:

b= —a(x1 + x2), ¢ = axix2, ¢ = —b(xz + x3),

a = bxaxs, a= —c(x3 + x1), b= cx3x1. O
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. Vylicenim ¢isel a, b, ¢ vZdy z dvoch rovnic, ktoré si v (4) napi-
sané pod sebou, dostaneme

x1xox3 + xo2x3 + 1 =0,

=0,

x1x2x3 + x12x9 + 1
x1x2x3 + x3%x1 + 1 =0.

®)

Vynéisobenim druhej, §tvrtej a $iestej rovnice zo (4) dostaneme
x12x92x32 = 1 Cize bud x1xex3 = 1, alebo x1xex3 = — 1.

Ak do (5) dosadime xi1xax3 = 1, dostaneme, Ze musi byt
x3 < 0, x2 < 0, x1 < 0, z ¢oho x1x2x3 < 0, ale to je spor.

Ak do (5) dosadime x1x2x3 = — 1, dostaneme, Ze aspoil jed-
no z Cisel x1, x2, x3 sa rovnd nule, ¢o opét vedie k sporu.

Tym sme dokazali, Ze trojica relnych ¢isel a, b, ¢ uvedenych
vlastnosti nemdZe existovat.

\
| A-TI-3b |

3b. Urcete viechny nekonecné aritmetické posloupnosti ce-
Iych cisel
QAps A1y Q25 <« oy Any o« -
takové, aby posloupnost
ag, —a1, A2, —A3y ...y (_l)n Any « -+«
obsahovala pravé 1972 dvojic stejnych ¢lent (Cisel). (7 bodi)
RESENI. PonévadZ {a,} je aritmetickd poslotpnost, plati

an = ap + nd, kde d je diference.
Budiz p, ¢, (p # ¢) dvojice indext takova, Ze

(—1fap = (—1)%aq,

tj. .
(—1)? [a0 + pd] = (—1)?[a0 + ¢d]. ey
Kdyby bylo p + ¢ sudé, plynulo by z (1)
Pd = qd,

131



coz je mozné, jen kdyz d = 0 (nebot p # ¢). Potom viak jsou
vechna a, sobé rovna a tedy v posloupnosti ¢isel (—1)"a,
existuje nekonecné mnoho dvojic stejnych cisel.

Necht tedy p + g = s je liché. Z (1) pak plyne

) ay+ pd = —ap — qd,
tj.
2q0 = — (p+ ¢q)d = —sd.
Ponévadz s je liché, musi ap = rs, kde 7 je celé, takze
d= —2r.

Pfitom nutné ap # 0, a tedy i » 7 0, jinak by bylo d = 0; viz
predchozi pripad.
Budiz (j, k) jind dvojice indexd takova, Ze

(=1 = (—1Dkay.
Stejné jako vySe dostaneme
2a0=—(j+ k) d,

a tedy
Jt+kR=s.
S s 4w . % .s+1
Dvojic pfirozenych ¢isel p, ¢ s danym souctem s je 5 > to
m4 byt 1972 — tedy
e s+ 1=3944,
s = 3943.
Méme tak ay =3943r, d= —2r.

Vsechny posloupnosti {a,} s poZadovanymi vlastnostmi maji
tedy tvar
anp = 3943r — 2rn,

kde r je libovolné celé &islo.
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2. KATEGORIE B

1a. Do jednotkové kruZnice je vepsan vypukly pétidhelnik,
pro jehoz délky stran plati

alb<c<dZe

azaroveia = 1,d = Vf. Vypoctéte b, ¢, e a zjistéte, zda takovy
pétithelnik existuje.

RESENI. Oznatme a, f, y, 9, ¢ velikosti stfedovych thli
piislusnych po fad¢ k tétivam a, b, c, d, e. Podle textu tlohy je

asfsysdse, (1)
nebot vSecky tyto thly jsou duté. Zaroven plati
a = 60° 6 = 90°. @)
Je tedy podle (1), (2)
' 60° < =y =90° = ¢ < 1805 3)
a mimoto
f+y + e =360°— 60° — 90° = 210°. 4)

Kdyby aspoii jeden z dhla S, ¥ mél velikost > 60°, bylo by
B + v > 120° tj. podle (3)

B+ y + &> 120° + 90° = 210°,
coz je ve sporu s (4). Je tedy
g =7y =60°

Z (4) pak plyne ¢ = 90°. Délky stran jsou b = ¢ = 1, e = VZ_.
Existenci pétiihelnika prokdZeme konstrukei. Sestrojime rov-
noramenny lichobéznik ABCD s délkami stran AB = BC =
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= CD = 1, AD = 2 (primér kruznice) a v poloroviné opacné
k ADB k nému pfipojime rovnoramenny trojuhelnik ADE
s pravym uhlem AED.

[B-II-1b |

1b. Je dany trojuholnik ABC a nad jeho stranami AC, BC
v polrovinich opacnych k polrovindim ACB, BCA st zostrojené
rovnostranné trojuholniky ACD, BCE. Nad stranou 4B v pol-
rovine ABC je zostrojeny rovnostranny trojuholnik 4BF.

Ak je M stred trojuholnika ABF, je trojuholnik DME rovno-
ramenny a ¥ DME = 120°. Dokazte. (6 bodov)

RIESENIE (obr. 41). Oznaéme obvyklym spdsobom dlZky
stran a velkosti uhlov: a = BC,b = CA,c = AB, a = ¥ CAB,
p = ¥ ABC,y = ¥ BCA. Nech V je taZisko (stred) trojuhol-
nika ACD a U tazisko trojuholnika BCE. Otocenie okolo bodu 4

o uhol velkosti a prevedie polpriamku A_I7 do polpriamky A_AZ.
Otocenie okolo bodu B o uhol velkosti § prevedie polpriamku

—> >
BM do polpriamky BU. Preto je
*VAM = a, «MBU=§. 1
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Dalej plati

DV —av — -5, am—Bm — -5,
I3 E
BU = EU = 7“3? ©)
Podla vety% u %o podobnosti trojuholnikov vyplyva z (1), (2)
AN ABC ~ N AMV ~ A MBU . 3)
Z (3) dostaneme
VM=% —Eu, MU=-> _ V. (4)
/3 /3

Dalej je xAVD = 120°, x AVM = y, x EUB = 120°,
¥ BUM =y (pozri (3)). Su tri moznosti:
I. y = 60°. Potom lezi V medzi D, M, U medzi E, M a plati
podla (4)
DM = DV + VM = EU + MU = EM.
Okrem toho je

¥ EMD = 360° — xAMV — £« BMU — « AMB =
=360° — a — f§ — 120° = 240° — (a + pB) =
= 240° — 180° 4+ y = 120°.
II. y < 60° (pozri obr. 41). Potom je
¥ DVM =120° 4y < 180°, ¥ EUM = 120° + y < 180°. (5)
Zo (4) a (5) vyplyva podla vety sus
A DVM & N MUE (6)

a z toho EM = DM. Trojuholnik DME je teda rovnoramenny,
ako sme mali dokazat. Dalej je
¥ EMD = 360° — ¥« AMV — ¥ BMU — ¥ AMB +
+ (¥ DMV + « EMU) =360°— a —  — 120° +
+ (180° — 120° — y) = 120°.
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I11. y > 60°. Postupujeme ako v pripade II s tym rozdielom,
Zeje xDVM = X EUM = 360° — (120° + y) = 240° — y <
< 180°. DokéZeme opit, Ze plati (6), z ¢oho hned mdme EM =
= DM. Dalej pocitame « EMD. Pritom v$ak od¢itame
DMV + «EMU = 180° — (240° — y) = —60° + v, t. j.
pripo¢itame 60° — ¥, ako v pripade II. Vysledok je preto rov-
naky ako v pripade II.

2a. Naleznéte vSechna takova relna Cisla a, kterd maji tu
vlastnost, Ze pro kazdé realné Cislo x plati

2% 4 x — 1

ey A M

(7 bodii)

RESENI. Z definice absolutni hodnoty plyne, Ze (1) lze pre-
psat jako dvé nerovnosti: ‘
. b a—1
x2 —x +1

<a. 2

—a

Pro kazdé x je x2 —x + 1 > 0, a proto (2) je ekvivalentni
soucasné platnosti nerovnosti:

x%(a —2)—x(a+ 1)+ (@a+1)>0, 3)

x%a+2)—xa@a—1)+(@@—1)>0. 4)
Nyni rozliSme tfi pfipady:

a) Necht a — 2 = 0, tj. a = 2. Pak (3) ma tvar
—3x +3>0,

coz neplati pro kazdé x. Tedy hledané a # 2.
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b) Nechta + 2 = 0, tj. a = —2. Pak (4) m4 tvar
3 —3>0,

coz neplati pro kazdé x. Tedy hledané a # —2. (Podivime-li
se na (1), vidime, Ze a # —2 je samoziejmé, nebot je zfejmé
a>0) ‘

¢) Necht a # 2 a a # —2. Pak na levych stranich nerovnosti
(3) a (4) jsou kvadratické trojcleny proménné x. Nerovnosti (3)
a (4) jsou splnény pro kazdé redlné cislo x, pravé kdyz

a—2>0a(a+12—4@a—2)(a+1)<0 (5ab)
a zéroven
a+2>0a(@—12—4a+2)(a—1)<0. (6aDb)

Z (5a) a (6a) plyne, Ze '
a>2. M

Pak z (5b) plyne
(@+1) —4a—2 <0,
tj.
a> 3. @®

Dale z (6b) dostavame
(@—1)—4a+2<0,
a> —3. 9

Z podminek (7), (8), (9) plyne, Ze nerovnost (1) plati pro
kazdé x pravé kdyza > 3.

tj.

137



2b. Najdéte feSeni soustavy linearnich rovnic

x —ady + a2z =1, (1)
ax — y +az=—1, 2)
a?x —ay +z=1 3)

s neznamymi x, ¥, £ a redlnym parametrem a. Provedte diskusi
fesitelnosti soustavy vzhledem k parametru a. (7 bodu)

RESENI. Eliminujeme z rovnic (1), (2), (3); z (3) plyne
z =1 — a2x + ay. Po dosazeni do (1), (2) dostaneme

(1 —aYx =1 —a?, 19
1—a?)y=1+a. 2)

Plati 1 — a* = (1 + a?)(1 — a?); protoZe je 1 4 a2 > 0 pro
vSechna redlna a, rozli§imc dva pfipady

N1 —a2+#0, 1 —a2=0{=)a=+1.
V ptipadé I) vypocteme z (1), (2')
1
TIre @
1 .
_adalez (3)
3
PRI ot . (6)

(1 —a)(l +a?

ZKOUSKA ukaze, Ze (4), (5), (6) dava feSeni soustavy (1), (2),
(3) pro kazdé realné a, pro které je 1 — a2 # 0.
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V piipadé II) dostaneme soustavy pro

a=1 x—y+z=1, a=—1: x+y+z2z=1,
x—y+z=-1, x+y+z=1,
x—y+z2=1; x+y+z=1.

Z nich prvni je nefesitelnd, druhd ma nekonecné mnoho feSeni.

| B-II-3a |

3a. Jsou-li a, b, c tfi takova ptirozena Cisla, Ze a3 + b3 + ¢3
je nasobek sedmi, je aspofi jedno z nich nisobkem sedmi. Do-
kaZte._ (6 bodtr)

RESENI. Délime-li ptirozené &islo x sedmi, je zbytek né-
které z Cisel 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Délime-li Cislo x3 sedmi, je zbytek
tyZ jako pfi déleni Cisel 03, 13, 23, 33, 43, 53 63, tj. nékteré z Cisel
0,1,6.

Délime-li soucet a3 + b3 + ¢ sedmi, jsou pro zbytky jed-
notlivych ¢lent tyto moZnosti

0;0;0; 0;0;1; 0;0;6; O;
0;1;6; 1;1;1; 1;1;6; 1;

Posledni ¢tyfi pfipady jsou nemozné, nebot pak by zbytek pii
déleni sedmi byl tyZ jako u souctu

14+1+4+1,14.3,
1+1+6,t.1,
1+6+6,t.6,
6+6-+6,t.4.

Nastane tedy néktery z prvnich Sesti pfipadd, tj. aspon jedno
z Cisel a, b, ¢ je ndsobkem sedmi.

-

>

5 05656
5 65656

-
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3b. a) Necht a, f§, y jsou velikosti vnitfnich dhld daného
trojuhelnika. Dokazte, Ze plati

cos a cos f3 cos y
- - . ) - - =2. (1)
sinf.siny = sina.siny = sina.sinf

b) Necht a, f, y jsou velikosti dutych tihla a necht plati (1).
Existuje trojihelnik, jehoZ vnitfni uhly maji velikosti a, f, y?
B (6 bodu)
RESENT. Jestlize Zadné z ¢isel a, B, y neni nasobkem 7z, pak
vzdy plati:
_ cosa cos 3 cos y -
Viapoy) = sin 8 sin y T Sina. sin y T Shia sin B
1 . . .
S nasm sy [(sin 2a + sin 2f) + sin 2y] =

S S .[sin(a + B).cos(a—p) +siny.cos y]. (2)

sin asin § sin y

a) Jestlize a, f, ¥ jsou velikosti vnit¥nich uhld daného troj-

thelnika, pak
y=an—(a+p),
takze z (2) plyne
Va, B,7) = m.(cos(a — ) — cos(a + B)) =

_ 2.sina.sinf _ 5
~ sina.sinp 7’
tj. (1) plati.

b) Necht a, B, y jsou velikosti dutych uhld a necht plati (1).
Podle (2) pak

sin(a + f).cos(a — f) + sin y.cos ¥ = 2sin a sin f.sin p,
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i sin(a + f).cos(a — B) + sin p.cos y =
= [cos(a — f) — cos(a + B)].sin y .
Po tpravé odtud plyne
cos(a — f).[sin(a + B) — sin y] + sin y [cos y +
" + cos(a + )] =0,

cosa——i_gﬂ.[cos(a p).sin —

ﬁ%"—”—]:o.

atboyy

-+ siny.cos

Tato rovnost zfejmé plati v pfipadé, Ze a + f + » = . Oviem
tato rovnost plati také pro ¢isla a, 8, y, které jsou feSenim sou-
stavy rovnic

7
a—p=-> 3)
Sarf-p =T
2 =
Soustava (3) méa napf. feSeni
5 1 1
a= g7 ﬂ—?n. Y=g 4)

Uhly majici tyto velikosti jsou zfejmé duté. Snadno se 1ze pre-
svédcit, Ze (1) pro né skutecné plati. Soucet Cisel (4) je vSak
vétsi nez zw. Lze tedy vyslovit zavér:

Plati-li pro velikosti a, 8, y dutych Ghl& rovnost (1), pak ne-
musi existovat trojihelnik, jehoZ vnitfni dhly by mély velikosti

a, B, y.
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3. KATEGORIA C

1a. Je dany rovnostranny trojuholnik POR. Uréte mnoZinu
vSetkych vrcholov A4 takych trojuholnikov ABC, ktorych strany
AB, BC, CA obsahuju v uvedenom poradi vrcholy P, Q, R
a pre dizky ich stran plati AB = AC = BC. (5 bodov)

RIESENIE. Priamky stran trojuholnika POR rozdeluji ro-
vinu (okrem tychto priamok) na sedem casti (obr. 42). Ak by
bod A lezal v Casti I, lezal by B v VI, C v IIT a bod 4 v IV,
¢o je spor. Analogicky sa zisti, Ze v I nemdzZe leZat ani bod B,
ani bod C.

Ak by bod A4 lezal v Casti 11, lezal by Bv IV, Cv VIl a 4
v IV (I je podla pfedchadzajucej tvahy vylicena), o je spor.
Napi$me vysledok tejto ivahy do tabulky a analogicky preberme
pripady, ked A lezi v ¢asti III, IV, V, VI, VII. Dostaneme:

4| B | c| 4 Obr. 42 vir
| 1v ‘ VII | 1V Q
1 | vl | I | IV
v | Il | I | IV U I

\Y% 1I III v

/
Vi | mr o m| v A P
VII | IV | VII | IV 7 \"
v

Z tabulky vyplyva, Ze je mozny len pripad, Ze A4 lezi v Casti IV.
Analogicky sa zisti, Ze ak lezi bod A4 na niektorej z priamok —
stran trojuholnika PQR, ale nie vo vrchole, potom A lezi bud
na opacnej polpriamke k PQ alebo na opacnej polpriamke
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k RQ. Ak je konelne A niektorym z vrcholov A POR, potom
mdze byt bud A = P alebo 4 = R, ale nemdze byt 4 = Q.

Z tejto tivahy vyplyva, Ze bod 4 moze lezat len v oblasti IV
a jej dvoch hrani¢nych polpriamkach (vCitane zaciato¢nych
bodov).

~ Obr. 43

Ak vyhovuje A ABC daliim poZziadavkdm tilohy, potom
zAB =z AC =z BCvyplyva,zey =2 ff = a. Teda

3a £ a+f+y=180%tj. a = 60°

Lezi teda bod A v oblasti IV mimo kruZnice & prechddzajicej
bodmi P a R a dotykajticej sa priamok QR a PQ alebo na vicSom
obliku tejto kruznice (obr. 43).

Ozna¢me M mnozinu tych bodov Casti IV so zapocitanymi
oboma hrani¢nymi polpriamkami, ktoré leZia mimo kruZnice %
alebo na obliku PR. Ako sme vyssie ukazali, lezi bod 4 vzdy
v mnozine M.

Ukazme obrétene, Ze kazdy bod mnoziny M je vrcholom 4
nejakého trojuholnika ABC vyhovujiceho podmienkam tlohy.

Ak je A = P, zvolime B = Q, C = R a /\ ABC vyhovuje.
Akje A = R,zvolime B=PaC=Q.Akjed #Pid # R,
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ale A4 lezi v M, obsahuje duty uhol ¥ PAR bod O a jeho velkost
a £ 60°. Priamka vedend bodom Q kolmo k osi tohto uhla
pretne polpriamku AP v bode, ktory oznacime B a polpriamku
AR v bode, ktory oznac¢ime C. Trojuholnik ABC opit spliiuje
poziadavky ulohy.

ZAVER. Hladani mnoZina je mnoZina M vysrafovani
v obr. 43.

1b. Je dén pravothly A ABC, bod D je stiedem jeho pie-
pony AB a bod § je stiedem jemu vepsané kruZnice.

Dokazte: Jestlize CS = DS, pak jeden vnitfni thel A ABC
m4 velikost 30°.

RESENI{. Oznaéme M, N, P po fadé body dotyku vepsané
kruZnice a stran BC,; AC a AB. Pak

SM = SN = SP. )

Z pravouhlého A CNS plyne, Ze CS > NS, a proto téz
DS > PS, takze P # D. Bod S je vnitfnim bodem A ABC,
a proto body S, D, P jsou vrcholy trojihelnika. Podle predpo-
kladu CS = DS, podle (1) je NS = PS, dile ¥ CNS =
= ¥ DPS = 90°, takZe trojuhelniky CNS a DPS jsou shodné
(Ssu). P¥imka CS je osa & ACB = 90°,a proto ¥ SCN = 45°,
tj. také ¥ SDP = 45°,

Bod P je vnitfnim bodem tsecky AB a pfitom P 7 D. Pro
bod P tedy mohou nastat dvé moznosti: bod P lezi bud mezi
body B, D, nebo mezi body 4, D.

Necht P je vnitinim bodem useCky BD (viz obr. 44). Pak

¥ BDS = 45° = & BCS, dile ¥ CBS = ¥ DBS = g,nebof
BS je osa ¥ ABC. Podle pfedpokladu CS = DS, takze
A CSB & A DSB,
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B Obr. 44

tj.
BC = BD = %AB.

Pak sin a =—;—, takze ¥ BAC = a = 30°.

Lezi-li bod P mezi body D a A, pak se zcela obdobné dokéze,
Ze

A CS4A = N DSA,

odtud plyne
AC = AD = %AB s
takze
* ABC = 30°.
C-II-2a

2a. Je dan mnohoc¢len f(x) = x3 4 ax2 + bx + ¢ s celodi-
selnymi koeficienty. Necht existuje celé &islo m tak, Ze Cisla
fm), f(m + 1), fm + 2) jsou nasobky ti¥i. DokaZte, Ze pro
kazdé celé ¢islo x je pak f(x) nésobek tfi. (6 bodur)

RESENT. Bud m takové celé ¢islo, ze f(m), f(m + 1), fim + 2)
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jsou nasobky tfi. Budiz x libovolné celé &islo riizné od m, m + 1,
m + 2. Pro kazdé cislo 2z plati

% —22=(x—2)(x + 2), 23— 2% =(x — 2)(x2 + xz + 22),
takze Cisla
f&x) = fm), f(x) —fm + 1), flx) —fm+2) (1)
jsou po radé nasobky cisel
x—my x—(m-+1), x—(m+2). (2)

ProtoZe (2) jsou tfi po sobé bezprostfedné nisledujici Cisla, je
pravé jedno z nich nasobkem tfi a k nému prislusné cislo (1) je
tedy nasobkem tfi. Protoze vSak také cisla f(m), f(m + 1),
f(m + 2) jsou podle pfedpokladu nisobky tii, je i f(x) ndsobkem
tii.

Tim je véta dokdzéna.

2b. Urcete viecky dvojice redlnych disel x, y, pro které plati
lx+1|+ly+1l=]x+y+1].
Reste tlohu graficky i vypoctem. (6 bodtr)
RESENI. Umocnénim rovnice dostaneme:
+D2+O@F+FD2+2|+ D+ D=
=x2 + y2 4+ 1 + 2xy + 2x + 2y,
2|+ Dy +Dl=2xy —1. ey

a)Prox+1=20ay+1=20nebox+1=0ay+1=50
dostaneme | (x + 1)(y + 1) | = (x + 1)(y + 1), tj. (1) nabude
tvaru

po tpravé

2 + Dy +1) =2xy — 1,
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po upravé
2x+2y+3=0. 2

K této rovnici jesté patfi nerovnice
x+120,y+1=20nebox+1=<50, y4+1=0. 2"

Z obraceného postupu vyplyva, Ze (2), (2") udavaji skute¢né
feSeni dané rovnice.

b)Prox+1=20ay+1=<0nebox+1=<0ay+1=0
dostaneme | (x + 1)(y + 1) | = — (x + 1) (y + 1), tj. (1) nabu-

de tvaru
2+ Dy+1D)=2xy — 1,
tj.
4xy +2x +2y+1=0
neboli
(2x+1)2y +1)=0. ©)
I2x +|1'=0 y
\ x+EI=0 I
N
N [0.0] Y
\ T 1
N .
E7-2] l.k 2y+1=0
TTTRARN] T T
N
N\ 2x+2y+3=0
| | N
Obr. 45 l \
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Rovnice (3) vak ve spojeni s prvni i druhou soustavou nerovnic
x+1=20ay+1=0nebox+1=0ay+1=20 (3)
dava reSeni

1 1
x=—§,y§—l, resp.x§—1,y=—§. @)

¢) Graficky (viz obr. 45). Redeni jsou zndzornéna viemi body
tlusté vytaZené Cary.

3a. Narodny podnik ma vyrobit urcity tovar v troch réznych
typoch v celkovom mnozstve 10 000 kusov. Celkové vyrobné
naklady maju byt 4 300 000 K¢s. Z kazdého typu sa mé vyrobit
aspoil 2400 kusov. Vyrobné néklady jedného kusa typu 4 su
450,— Kcs, typu B 420,— K¢s a typu C 400,— K¢s. Ceny vy-
robkov st stanovené tak, Ze zisk podniku ¢ini pri type 4 16 %,
pritype B 17 % a pritype C 18 % vyrobnych nikladov. Kolko
kusov tovaru z jednotlivych typov mé podnik vyrobit, aby do-
siahol maximalny zisk ? (7 bodov)

RIESENIE. Oznaéme x, v, 2 v uvedenom poradi pocet vy-
robkov typu 4, B, C. Potom plati

x +y + 2 = 10000,
(O]
45x + 42y + 40z = 430 000.

Cisla x, y, 2 st &isla prirodzené a plati o nich
2400 = x < 10000,
2400 = y < 10000, )
2400 = z < 10 000.
Vylicenim neznimej 2 zo ststavy (1) dostaneme
5x -+ 2y = 30 000.
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Druhy ¢len na Iavej strane a prava strana su deliteIné dvoma,
a preto aj ¢islo x musi byt nutne pérne, t. j.

x = 21,
kde ¢ je zatial bliz§ie neurcené prirodzené ¢islo. Pre y a 2 potom

dostaneme
y =15000 — 5z, =z = 3r — 5000.

Po dosadeni do (2) a jednoduchych tpravach dostaneme
1200 £ ¢ < 5000,
1000 < ¢t = 2520,
2466 < t < 5000.

Vietkym trom vyssie uvedenym nerovnostiam vyhovuji len tie
Cisla 7, pre ktoré plati

2466 <t = 2520.
Pocitajme teraz zisk Z podniku:

450.16 420.17
Z =552+ g (15000 —50) +
+ 4_01%01_8(3t — 5000) = 3¢ + 711 000.

Je zrejmé, Ze zisk bude maximalny pri z = 2520 a Cini vtedy
718 560 Kc&s. V takom pripade treba vyrobit 5 040 kusov vy-
robkov typu A, 2 400 kusov vyrobkov typu B a 2 560 kusov vy-
robkov typu C.

| C-II-3b |

3b. Je dan trojihelnik A;A42A43 o stranich délek ai, as, as.
Sestrojte mnoZzinu v§ech takovych boda M trojuhelnika 414243,
Ze pro obsahy plati

A ArAsM £ A AsAsM < A AsAiM. (T bodi)
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RESEN{. Hledanou mnoZinu oznaéme M. Zfejm& M obsa-
huje jen vnitfni body A 414243, nebot jinak by aspoii jeden
z trojﬁhelnikﬁ AlAgM, A2A3M, Az A1 M neexistoval.

Re$me nejdtive dilét ilohu: Uréete mnozinu N vech vnit¥nich
bodtt M trojuhelnika 414243 takovych, Ze pro obsahy plati

A Ar1AM £ N AsAsM. (1)

Trojuhelniky A142M a AsA3M maji spolecnou stranu A:M

Obr. 46 "]

(viz obr. 46). Ozna¢me Bj, Bs paty kolmic spusténych z vrcholu
A1, Az na AeM. Nerovnost (1) ziejmé plati, pravé kdyz

A1B1 £ A3Bs. @)

Ozna¢me C prise¢ik AoM a strany A14s. Ziejmé je C vnitfni
bod tsecky A1As. Necht By # Bs. Pak vznikne A A1CB; a
A A3CBs. Podle véty uu je A\ A1CB1 ~ A A3CBs, takie

A1By A:C

AsBa - A3C :
Nerovnost (2) tedy plati, pravé kdyz
A4:C = 45C. 3)

Ke stejnému z4avéru dojdeme i v pfipadé, Ze By = Bs.
Vyse formulovana diléi uloha je tak pfevedena na wlohu:
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Urlete mnozinu N vSech vnitfnich bodd M trojuhelnika
A1A2A43 takovych, Ze polopiimka AsM protinad Usecku 4143
v takovém bodé C, Ze plati (3). Mnozinou N je ziejmé vnitfek
A\ A142D a vnitiek usecky A2D, kde D je stred strany 41A4s.
Na zakladé feseni dil¢i ulohy se snadno zjisti, Ze hledana
mnozZina M je mnoZina vSech bodl trojuhelnika Ao TE s vyjim-
kou bodu jeho strany AE, kde E je stied strany A1z a T je
tézisté N\ A14243,t3. M = A ASTE \ us. AsE (obr. 47).

Obr. 47

4. KATEGORIE Z

1. a) VySetiete, kterou Cislici kon¢i zapis druhé mocniny prvo-
¢isla v desitkové soustave.

b) Je-li p prvocislo vét§i nez 3, pak Cisla p2 + 14 a p> — 14
nejsou ob¢ zaroveil prvocisla. Dokazte.

RESENI a) Pro prvocislo 2 mame 22 = 4, a tedy posledni
&islice j je 4. Zvlastni postaveni v naSem vysetrovam ma téz prvo-
¢islo 5. Plati 52 = 25 a posledni cislice je tedy 5. Kazdé jiné
prvocislo kon¢i bud ¢islici 1, 3, 7, nebo 9. Konci-li ¢islici 1, pak
druhd mocnina téz kon¢i Cislici 1. Kondi-li ¢islici 3, je posledni
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Cislice druhé mocniny 9. Kondi-li ¢islici 7, posledni islice je
téz 9. Konecné konci-li ¢islici 9, druhd mocnina ma na konci 1.

Miizeme shrnout: ve dvou pfipadech kon¢i druhd mocnina
Cislici 4, resp. 5, jinak druhd mocnina prvocisla konéi bud
Cislici 1, nebo 9.

b) Nyni ke druhé otdzce. Je-li p = 5, pak p2 + 14 = 39, coz
neni prvocislo. Zvolime-li libovolné prvodislo p vét§i nez 5, pak
p? konc¢i bud &islici 1, nebo 9. Konéi-li ¢&islici 1, pak p2 + 14
kon¢i ¢islici 5 a je to Cislo vét$i nez 5. Tedy je p? + 14 sloZené.
Konci-li p2 ¢islici 9, pak p2 — 14 kondi &islici 5 a je vétsi nez 5.
Proto p2 — 14 je ¢islo slozené. Tim je dtikaz podan.

2. Je dan ctverec ABCD. Uvnitt stran AB, BC, CD, DA
sestrojte po fadé body E, F, G, H tak, aby platilo

1 1 1
AE—-Z—BF=—3—CG—ZDH
D G ¢  aaby ctyfuhelnik EFGH byl
lichobéZznik.

RESENI. Pro jednodu-
chost ozna¢me AB = a,
AE = x, kde

Fooo<x< % (obr. 48).

a) Predpoklidejme nej-
prve, ze EH || FG. Potom

Obr. 48 ¥ AEH = % FGC,
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takZe z podobnosti A AEH a /\ CGF je (x # 0)

a — 4x a— 2x

X 3x
To vede k feSeni
9
=
b) Predpokladdme nyni, Ze EF || GH. Potom je
¥ BEF = ¥ HGD,
coz vede k rovnici
2x 4x

a—x a—3x"

Tato rovnice mé jediné nenulové feSeni
x = —a,
které ovSem nevyhovuje.
ZAVER. Jediné fefeni je AE = ;— AB. Konstrukce je pak

snadn4.

I Z-11-3 l
3. Dokézte, Ze pre kazdu trojicu Cisel a, b, ¢ je vyraz
V = a2 + a%? + b%2 — abc(a + b + ¢)

nezaporny. Pre ktoré hodnoty ¢isel a, b, ¢ sa tento vyraz rovna
nule?
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RIESENIE. Zrejme plati
V = a2 + a2c2 + b%2% — a%bc — ab2%c — abc? =
S %(Zazb2 + 2a%c% + 2b2%% — 2a%bc — 2ab%c — 2abc?) =

=%Kﬂw—mﬁc+ﬁﬂ44ﬁw—2w%+bmy+
+ (a%c? — 2abc® + b%c?)] =
= 2 1@ — 9% + Bc — a)? + cXa — B,

¢o je zrejme nezdporné pre kazdu trojicu Cisel a, b, c.
Rovnost V' = 0 nastane vtedy a len vtedy, ked sucasne plati:

ab —c¢) =0, blc —a)=0, cla—>b)=0.

Kombinéaciou podmienok, ktoré vyplyvaju z tychto troch rov-
nosti, dostaneme celkom osem pripadov, z ktorych vyplyva, Ze

V = 0 plati vtedy a len vte-
B dy, ked je splnend niektora
z tychto podmienok:

(]
Na
Q

= ¢,
= 0, ¢ Iubovolné,
= 0, a lubovolné,
= 0, b lubovoIné.

\. // D b) a
- o b
I d)c

QO oo

| T

e Z-11-4

- 4. Je dany pravouhly troj-
- uholnik ABC. Bod D je

e stredom jeho prepony AB
- a bod § je stredom vpisanej
B Obr. 49 kruznice.
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Dokézte: Ak ¥ BAC = 30°, potom plati CS = DS.

RIESENIE. Strana 4B je prepona, a preto ¥ ACB = 90°
a uhly ¥ BAC a & ABC su ostré. Podla predpokladu
¥ BAC = 30° (obr. 49). Ak zostrojime na polpriamke opacnej
k polpriamke CB bod B’ tak, ze CB’ = CB, potom A\ BB'A
je rovnostranny a tedy

BC=%BB’=%AB=BD. 1)

Ak vezmeme dalej do dvahy, Ze priamka BS je osou uhla
¥ ABC, potom dostaneme

xCBS = ¥ DBS. )

Trojuholniky CBS a DBS maju spolocnu stranu BS, a preto
podla vety sus z (1) a (2) vyplyva

/A CBS > A DBS,
takze
CS = DS,
¢o sme mali dokazat.

POZNAMKA. Rovnost BC = %AB dostaneme aj bez po-

mocného trojuholnika BB’A, ak pouzijeme to, Ze

sin écBAC=sin30°=%.
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