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tIl. Souté&Zni ulchy I. kola

1. KATEGORIE A

| A-I-1 |
1. Utvoiime vSechny mozné konecné posloupnosti
l.ei, 2.e2, ..., nep,

kde kazdé z Cisel e, e2, . .., e, je bud 1, nebo —1. Soucet viech
¢lent takovéto posloupnosti oznaéme s(e, €2, ..., €,). Dokazte
vétu:

Ke kazdému prfirozenému cislu % se da nalézt takové pfiro-
zené Cislo p, Ze pro kazdé n > p je mezi soucty s(ex, e, . . ., en)
aspon & - 1 cisel, kterd jsou si rovna.

RESENI. Protoze je

—1 =2 —... —n =S s(er, €2 ...sen) S 1 +2 +...4+n,
n(n 1)

je mezi soucty s(e1, 2, . . .,e,) NEjvyse 2. +1=n2+
® + n + 1 raznych &isel; ptitom viech moznych souctl
s(e1, €2, . . ., en)je 27, Kdyby se kazdé z Cisel — LGl T l) eeiy

—-1,0,1, vyskytlo mezi Cisly s(e1, €2, ..., €n)

n(n 4+ 1)
EYY —2
nejvyse k-krat (kde % je dal$i pfirozené ¢islo), platilo by
k.(n?+mn+1) 227,
Abychom dokon¢ili dtikaz sporem, postaci dokézat, Ze pro kazdé
piirozené Cislo % plati od urcitého indexu » pocinaje
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Pro vieckan > 5 je

2 2
< >

1 1

nebot 5 +% <6<n —1—%, kdyz n > 5. Podle (2) je tedy

o g 12\
an-1 5+1+§

10 1 4

a > — ap-1
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tj.

4\ n-5 4\n 3\58
w>(3) w=(5)" () =

tj. pro vSecka n > 5 plati

an > b.(g)n> 3)

n
kde b je pevné kladné ¢islo. ProtoZe ¢isla b (%) tvori rostouci

geometrickou posloupnost s kvocientem% > 1, lze nalézt ke

kazdému pfirozenému ¢islu & pirozené ¢islo qfak, Ze pro kazdé
n> qje an > k;je-li p = max(5, ¢), pak pro vSecka n > p
plati (1) a véta je dokdzana.

i A-1-2 '

2. Komplexni ¢islo & neni nezdporné, pravé kdyZ existuje pti-
rozené Cislo z a kladné ¢isla ag, ay, ..., a, tak, Ze plati

ap + a1z + ... +apz"=0.
Dokazte.
RESENT. Predeviim je jasné, Ze nezéporné &islo z nemtize
byt kofenem polynomu, jehoZ vSechny koeficienty jsou kladné.
Bud tedy z libovolné komplexni Cislo, které neni nezdporné.
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Je-li Re z < 0, pak miZeme poloZit
ap=22 aa=-—(+2), a=1
a Cislo 2 spliiuje rovnici
24'a1z+a =0,

v niZ viechny koeficienty jsou kladné.

V pfipadé Re z = 0 mizZeme piedpokladat, Ze Im 2z > 0
(jinak bychom piesli k ¢islu z, které rovnéz musi byt korfenem
hledaného polynomu). Pak obraz ¢isla =z lezi v I. kvadrantu ro-
viny komplexnich ¢isel, nikoli na redlné ose. Proto (vzhledem
k Moivrové véré) pro vhodné prirozené Cislo » bude Re 2” < 0.
Podobné jako v pfedchozim odstavci najdeme kladna Cisla ao,
a; takova, Ze plati

22n + @2 +ay = 0.

Cislo z spliiuje samozfejmé i rovnici
(227 + a1z 4 ag)(z + )" = 0.

Upravou levé strany (postupnym nisobenim trojélenu
22" 4 12" + ag vyrazem 2 +- 1) se dostane polynom (stupné 3z),
jehoz vSechny koeficienty jsou kladné.

Tim je véta dokazana.

| A-1-3 |

3. Jsou-li Cisla a, b, ¢ délky stran trojuhelnika Ti, pak existuje
trojuhelnik Tg, jehoZ strany maji délky

a b c
a+1’ b+1° c¢+1°

M

Dokazte.
Muize byt trojuhelnik T podobny trojihelniku Ty ?
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RESENT. a) Zvolime oznaceni tak, aby platilo a < b < ¢, ‘
a dokazeme, Ze pak plati

@ b e
a+1~"b+1 7 c+1
Podle predpokladu je b — a = 0; dale je

b a b—a >0,

b+1 a+1 (@+Lb+1) =

zaménou pismen dostaneme druhou nerovnost (2).

)

b) ProtoZze a, b, ¢ jsou délkami stran trojuhelnika, plati

c<a+bd. 3)
K tomu, aby d¢isla (1) byla délkami stran trojuhelnika, srac?,

 yve s . €
aby nejvétsi z nich, tj. 1
obou ostatnich, tj. aby platilo

podle (2), bylo mensi nez soucet

c a b

c+1 <a-i—l +b+1'

Provedeme vypocet

. a b c M

ar1 701 1l @IDG+DEFD

kde

M=ab+1)c+1)+bla+1)c+1)—cla+ 1)+ 1);

vySetiime, zda je M > 0 nebo M =< 0.

Plati

M=c(2ab +a-+b—ab—a—b—1)+2ab+a-+b,
M=clab— 1)+ 2ab+a+b. )

4)
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Rozlisime dva pfipady: I) ab'— 120,II)ab—1<0.
V piipadé I) je
c(ab — 1) = b(ab — 1),
nebot podle volby oznaceni je b < c. Je tedy podle (5)
M= blab—1)+2ab+a-+b=ab?+2ab+a>0.
V pfipadé II) je vzhledem k (3)
co(ab — 1) > (a + b)(ab — 1),
a tedy podle (5)

M > (a+b)ab — 1) + 2ab + (a + b) =
= (a+b).ab+2ab>0.

V kazdém ptipadé je tedy M > 0 a plati (4).
c) Vzhledem k (2) je T1 ~ Tg, pravé kdyz

a.b.c__ a . b . ¢

Y T a4+l "b4+1"ce41"
Zrovnicei-— a '——-lL—lnea—bz'm“o i

b_a—i—l'b—]—lpy = b, zaménou pismen

dostaneme b = c. Je tedy T1 ~ Tg, pravé kdyZ oba trojihelniky
jsou rovnostranné.

ESEY

4. Oznalme a, f, v velkosti vniitornych uhlov trojuholnika,
s = sin a + sin f 4 sin p. DokaZte tieto vety:

a) Ak nie je trojuholnik rovnoramenny, nemdze byt prisluiné
¢islo s maximaélne.

b) Medzi rovnoramennymi trojuholnikmi mé najvacsi sucet s
trojuholnik rovnostranny.
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RIESENIE. a) Nech je a # B. Zvolme oznalenie tak, aby
bolo a > f. Potom je

sina + sinf} = 2sin a—;—ﬂ . COs a;ﬁ < 2sin——— +ﬂ . (D)

il —/3
2

<1LZ(@1)

vyplyvas =sin a + sin f§ +siny<sm——ﬂ+ mﬁj’_é_{_

atp s a -2*_ 5 , ¥ st velkosti uhlov rovnora-

+ siny. Cisla 2
menného trojuholnika.
b) Nechjetedaa =,y =n — (a.+ B) = = — 2a. Potom
je
s = 2sin a + sin 2a.

Postupnymi upravami dostaneme:

s = sina + (sina + sin2a) = sina + 2sin %.cos-g— =
. a a . 3a a a/. a
—25m7cos—2—+2sm—2—cos7—2cos7(sm7+
3a a a
Tt R Bl g & s &
+ sin 2) 4cos 5 sin a cos 2 8 cos 2 sin 2"

a
Ak ozna¢ime x = <:os2 » potom z poslednej rovnosti dostaneme

= 64x3(1 — x). 2

Vzhladom na to, Ze x > 0, bude nadobudat s maximalnu hod-
notu prave vtedy, ked s2 bude maximélne.
Budeme teda hladat maximum funkcie y = x3 — x* (bez
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pouZitia matematickej' analyzy*) a to v intervale 0 < x < L

Pri hladani maxima tejto funkcie moZno pouZit tiez vetu 12
na str. 93, zv. 17 Skoly mladych matematikov (Hronik: Ulohy
o maximech a minimech funkci). Tu podidme dokaz, ktory sa
opiera len o priebeh kvadratickej funkcie:

Rovnostranny trojuholnik dostaneme pre o = 60°, = 30°,

2
3 27
x = cos230° = Z . Prislu$né hodnoty s2 a s st: s2 =64 . @
22t —V— . Dokazeme, Ze funkcie f(x) = Lol =
"4 4 & ’ 64
=x3 — xt nadobuda maximum pre ¥ = — . Urobime nasledu-
juci vypocet:

A G

4
+<i+e) = e——¢2 — g8

4 16 4

+ 363 - &t = 32(82+2e +§> . Teda

3 3 1
1(3)-1(G+e) = elermrgl
KedZe pri kazdej volbe ¢ # Oje (¢ +-1)2 + —;— >0,jef (%) >

>f (% + e) , ¢im je dokaz skonceny.

*) S pouZitim matematickej analyzy dostaneme y’ = 3x? — 4x3. Pre

i 3 a 3 a V3
- = — &i7 s = Saot N Rt
= 0,x # 0vyjde x 2 CiZe cos 3 2 » z ¢oho cos > 5 °

¢o dava 2£ = 30°% a = 60°. Lahko sa presved¢ime, Ze prislu$n4 hod-

nota s je skutoéne maximadlna.
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5. M je mnozina vietkych mreZovych bodov roviny, t. j. tych
bodov, ktorych kartézske stiradnice st celé ¢isla. Dokézte tieto
vety:

a) Ak obsahuje priamka p dva body mnoZiny M, potom ich
obsahuje nekone¢ne mnoho.

b) Ak obsahuje priamka p dva body mnoZiny M, potom v3et-
ky body mnoZiny M lezia na sustave rovnobeziek obsahujticej
priamku p, pricom kazdé dve susedné rovnobezky maji rovnaka
vzdialenost.

RIESENIE. a) Nech priamka p obsahuje dva rdzne body P,
Q mnoziny M. Kartézsku sustavu suradnic zvolime tak, aby
bod P bol jej pociatkom. Bod Q mé potom celociselné stiradnice
[m, n] # [0, 0]. Priamka PQ = p ma rovnicu

nx —my =0, (€))
Ak je najvdcsi spolo¢ny delitel D(m, n) ¢isel m, n rovny d, potom
m = kd, n = hd, kde D(k h) = 1. Ak dosadime za m, n do rov-
nice (1), dostaneme rovnicu
hx —ky =0,

ktorej v§etky celoCiselné rieSenia maju tvar x = kg, y = Ag,
kde g je celé &islo. Na priamke p leZi teda nekone¢ne mnoho
mreZovych bodov [kg, Aq].

b) Nech priamka p, ktord obsahuje aspoii dva body mnoZiny
M, je dané rovnicou (1). Ak je [x, y] lubovolny bod mnoZiny M,
potom

nx — my = hdx — kdy = d(hx — ky) = ds,

kde s je celé Cislo. Dany bod mnoZiny M lezi teda na priamke
nx — my = ds, 2

ktor4 je rovnobeZna s priamkou p. Ak zvolime, obratene, Tubo-
voInu priamku tvaru (2), potom vSetky celociselné rieSenia rov-
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nice (2) udavaju tie body mnoziny M, ktoré leZia na priamke (2).
Této rovnica mé celoCiselné rieSenie pre kazdé celé ¢islo s.

Vsetky priamky (2) tvoria ststavu rovnobeZiek, z ktorych
kazdé dve susedné dostaneme pre hodnotu parametrov s, s + 1.
Vzdialenost v priamky

nx —my =d(s + 1)
od priamky (2) je

vzld(s-{—l)——dsl__ d
| +m? V2 + m2

a nezavisi teda na disle s.

6. Trojboky hranol ABCA'B'C’ s podstavou ABC, jehoz
hrany maji délky AB = 1, AC = x, je rozdélen rovinami A'BC
a A'B'C ve tii shodné ¢tyfstény. ¢

a) Vyjadrete délky vSech
jeho hran pomoci x.

b) UkaZte, Ze existuje troj- X
boky hranol této vlastnosti. z

Pozndmka. Dva Ctyfstény e B' y
jsoushodné, pravé kdyz exis- .
tuje shodné zobrazeni v pros- ~Nu 4
toru, které prevadi jeden T
v druhy. y t y b

|~

RESENTI. a) Obr. 9. Za- 7
vedeme tato oznaceni délek A z
AC = A'C' = x, A4’ = o
=BB' = CC' =y, BC= ,
= B'C' =z AB =1 1 B Obr. 9

/
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A'C = u, B'C = v. Tetraedry A'BCA, A'BCB’, A'B'C'C,
které jsou po dvou navzajem shodné, maji tyto délky hran:

A'BCA:t,y,1, x, 2, u;
A'BCB':t,y,1,v, 2, u; €))
ABCC:x,2 1,y,v,u.

Z (1) plyne porovninim:
V=X t=x. (2)

Stény uvedenych tfi tetraedrli jsou trojihelniky s témito dél-
kami stran:

AA'B x,y,1; A'BC  «x, 2, u; A'B'C' 1, zx,2;
AA'C x,y,u; A'BB' 1,x,y; ABC 1l,x,u; (3)
A'BC «x, z,u; A'CB" 1, x, u; A'C'C x,y,u;
ABC 1, x, z; BCB'  «x,y, 2} B'CC"  «x,y, 2.

Z (3) dostaneme porovninim bud z = # nebo y = 1 a dile
bud # = 1 nebo y = 2. Kombinovanim dostaneme tyto Ctyfi
piipady
Dz=u=1IDy=u=1LIIy=2=uIV)y=2=1,
Ptipady I) a III) lze fedit spole¢né, obdobné II) a IV). V pii-
padé I je situace v roviné ABA’ tato (obr. 10a). Kosinova véta
pro A BB'Co, A\ A'B’'Cy (kde Cy je pravouhly primét bodu C
do roviny ABA') da

yz-——dz—}-%z——dx.cosw, “ 1=d2+—";—2-+dx.cosw.
Sectenim

y2+1=2d2+322-- ©)
Z A B'CCy, A A'CCy dostaneme

¥ —d2=1— —’;—2 )



Obr. 10a Otr. 10b

odtud

2
d2=5%—1. (5)

Dosadime-li z (5) do (4), vyjde

5 1
2 =2 42 — 2
y2+1 2 x 2+ 2 x2,

tj. '

2 =32 —1).

Délky hran jsou tedy x, |/3(x2 —T) s Lix, 1, x.

V piipadé III) dostaneme obdobné

3y2 = 3x2 — 1,
dilejez =u=y, v=1=x.
V piipadé II) dostaneme (viz obr. 10b) z A 4'CCop, A BCCy,
AN ACCo, N A'AM:

—(x— ) _1>2 RN
1—(x d)+(d 5 +1 n x2,
tj. po upravé

dx = 2x2 — 2, 6)

81



Dile je
2=d241—(x —d)p
tj.
22 =1 —x%+ 2dx. . ©)
Dosadime-li ze (6) do (7), vyjde
22=1—x21 422 — 4,
tj.
22 =73(x2—1).
Délky hran jsou tedy
x5 1, Vixz -1, %1, x.
V pfipadé IV) se vyméni u, 2.
b) Existence hranolu. Zvolime x = %*). Pakje]/?)(xz— 1) =

. 2
= 1 alze sestrojit trojihelnik o stranach délek 1, 1, e Sestro-

jime rovnoramenny trojihelnik ABC o stranich AB = BC=1,
AC = ]/2—37 a doplnime jej na hranol ABCA'B’C’ tak, aby bylo

AA' =BB' =CC' =1, AC= 4 I ardx ¢ %x co
= 1 a aby body A’, C’' lefely ——r——————
v roviné kolmé k ABC procha-
zejici pfimkou AC. Situace
v roviné ABC je na obr. 11;
pfitom A", B”, C” jsou pravo-
hlé praméty boda 4', B, C’
do roviny ABC.

*) Obecnéjéi volba by byla x z intervalu 1 < x < 2.
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Body A", C” padnou pak na pfimku AC aje AC = A"C"= —g_— )

pak bod A” je stfedem tsecky AC (A4’ = A'C = 1) a je tedy
AA"= A"C = % . Vypocteme A'B, B’C. Plati

A’A":A”B:Vl_ﬁ =V£
4 3

PO TERRP I N

I3

a dile

Dile je obdobné

c—1/2 V=% -
BC~V3.V2—V§—x.

Na zikladé délek hran snadno ovéfime shodnost kazdych dvou
ze Ctyisténi A'BAC, A'B'BC, A'B'C'C.

2. KATEGORIE B

1. Najdéte vSechna pfirozena Cisla n, pro néZ se ciferny soucet
¢isla 27 rovna Cislu 5.

RESENI. Je-li # hledané &islo, pak 2" muze koncit bud
Cislici 2, nebo ¢islici 4 (jinak by soucet jeho cifer byl > 5).

Kong¢i-li 27 &islici 2, pak ma 27 nejvyse jesté t¥i dalsi nenulové
Cislice. Ma-li jen jedinou, je to Cislice 3 a 27 ma tedy tvar
3.10% + 2, NemuzZe byt 2 > 1, nebot pak by bylo tézZ n > 1.
Cislo 27 by bylo délitelné ¢tyfmi, ale &islo 3.10% 4 2 nikoli. Je
tedy 2 = 1 a n = 5 vyhovuje uloze. Ma-li 27 pravé dvé dalsi
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nenulové &islice, jsou to 1 a 2. Cislo 2 nemiZe mit na mist&
desitek cislici 2; jinak bychom zase odvodili spor s délitelnosti
Ctyfmi. Je nutné # = 3 a ¢islo 27 mtZe koncit dvoj¢islim bud 02
nebo 12; obé mozZnosti pak vedou ke sporu s délitelnosti étyfmi,
popi. osmi. Mé-li 27 pravé tfi daldi nenulové dislice, jsou to 1,
1, 1. Cislo 27 je tedy aspoii ¢tyfciferné, a proto je n = 10. Jeho
posledni mozna trojéisli jsou 002, 012, 102, 112. Prvé tfi moz-
nosti opét vedou ke sporu s délitelnosti osmi. Déle ¢isla 1 112,
10 112 nejsou celociselné mocniny ¢isla 2, a proto nase ¢islo 27
je ve tvaru 10%¥ + 112, kde £ = 5. Z toho v8ak plyne spor s dé-
litelnosti ¢islem 32, nebot 32 nedéli 112.

Konci-li ¢islo 27 ¢islici 4, pak mé pravé jednu dal$i nenulovou
Cislici, a to 1. ProtoZe ¢isla 14 ani 104 nejsou celo¢iselnou moc-
ninou ¢isla 2, stoji tato Cislice 1 alespori na misté tisicovek, coZ
zase vede ke sporu s délitelnosti osmi.

ZAVER. Dan4 tloha mé jediné feSeni n = 5.

| B-1-2 I
2. Urcete viecky spolecné kofeny rovnic

2x5 — 13x4 4 24x3 — x2 — 28x + 12 = 0, 1)
2x* — 9x3 4 x2 4 36x — 36 = 0. @)

RESENI. Stupeti rovnice (1) pii zachovani jejich spole¢nych
kofendl s rovnici (2) lze sniZit, odecteme-li od ni rovnici (2),
jejiZz pravou i levou stranu vynasobime x. Dostaneme tak rovnici

—4x4 + 23x3 — 37x2 4 8x + 12 = 0. (1a)

Stupeii rovnice (la) sniZime jesté dale pfiftenim rovnice (2)
znasobené 2. Obdrzime rovnici

5x3 — 35x% + 80x — 60 = 0. (1b)

Rovnice (1b) a (2) maji ziejmé tytéZ spolecné kofeny jako rov-
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nice (1) a (2), pokud tyto spolecné kofeny existuji. Dvojice
rovnic (1b) a (2) je zcela obdobna dvojici rovnic (1) a (2), a proto
budeme déle postupovat obdobné. Z rovnice (1b) vyplyva rovni-

ce (nésobenim %x)

2x% — 14x3 4+ 32x2 — 24x =0,
kterou odecteme od rovnice (2). Dostavame tak rovnici
5x3 — 31x%2 4 60x — 36 = 0, (2a)

od niz odecteme rovnici (1b), abychom déle sniZili jeji stupei.
Touto upravou plyne rovnice
% —5x+6=0. (2b)

Rovnice (2b) mé kofeny x1 = 2, x2 = 3, které pfichzeji v ivahu
jako spolecné koreny rovnic (1) a (2). Dosazenim se presvédci-
me, ze Cisla 2 a 3 jsou skutecné spole¢nymi kofeny rovnic (1)
a (2).
Levou stranu rovnice (2) miZeme rozloZit
(x —2)(x —3)2x2 +x —6)=0.
Zbyvajici kofeny rovnice (2) jsou kofeny rovnic

2%x2+x—6=0,

70 %= —2, které vsak rovnici (1) nevyhovuji.

Rovnice (1) a (2) maji spoleéné kofeny 2 a 3 a zZadné jiné.

tj. x3 =

3. Urcete délky stran pravothelnika ABCD tak, aby to byla
pfirozena Cisla a aby se obsah pravouhelnika rovnal p-nisobku
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obvodu trojihelnika ABC; pfitom p je vhodné prvoéislo. Pro-
vedte diskusi poctu feSeni vzhledem k Cislu p.

RESENI. Ozna¢ime-li strany obdélnika ABCD a, b, m4 pro
tato Cisla platit

a.b=pla+ b+ a1 67).
To je ekvivalentni s podminkami
a.b—pla+b>0 ¢))
a?b? — 2abp(a + b) + p2.2ab = 0.
Ma4 tedy platit (1) a
a.b —2pla+b)+2p2=0. 2)

Z (2) dosadime do (1) za a.b a soucasné (2) upravime. Dosta-
neme

a+b—2>0, (a—2p)(b—2p)=2p% ©)

* Vzhledem k tomu, Ze je p prvocislo a Ze nezalezi na pofadi stran
a, b, je splnéna posledni rovnice pouze v téchto pfipadech (pfed-
pokladame a < b):

1) a—2p=1 b—2p=2p% atedy a+b—2p=2p+2p2+1

2) 2 p? 2p+p2+42
3) p 2p 5p
4) —2p2 —1 2p—2p2—1
5) - -2 2p—p2—2
6) —2p —? —P
Vzhledem k nerovnosti v (3) spliiuji dlohu jen dvojice

1) a=2p+1 b =2p + 2p?

2) 2p + 2 2p + p?

3) 3p 4p

Kdyby se prvni dvé feSeni sobé rovnala, muselo by byt
2+1=2+2 a 2+22=2p + 7%
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coz nemiize nastat. Podobné se zjisti, Ze také dvojice 1) a 3) jsou
riizné pro kazdé prvocislo p.
Redeni 2) a 3) jsou stejna pravé tehdy, kdyz je

2p+2=3p a 2p+p>=dp,

coZ nastane jen v piipad¢ p = 2.
Uloha ma tedy pro p = 2 dvé rtzné feleni, jinak vzdy tfi
riiznd reSeni.

I\ Obr. 12

B-1-4

4. Sestrojte lichobé&Znik ABCD
(kde AB//CD); jsou dany délky
jeho uhlopricek AC = e, BD = f
a velikost ¥ BAD = a, ¥ ABC =
p. Provedte diskusi.

RESENI. ROZBOR. Jestlize
a = f, pak je lichobéznik ABCD
rovnoramenny a také e = f. Zrej-
mé i obrdcené: Jestlize e = f, pak
a=pf.

Piedpokladejme, e @ # fae # faZe a -+ f < = (obr. 12).
Z podobnosti trojuhelnikdt A ASB ~ A CSD plyne

sc_sp
sS4  SB’
takze
SC + S4 SD + SB
sA  ~ SB M
z Cehoz vyplyva
sS4 e
SB  f°
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ProtoZe je e # f, lezi bod S na Apolloniové kruZnici /, jejiZz body
maji od bodt A a B staly pomér vzdalenosti rovny gslu~ |
Vedeme-li prisecikem S Ghlopficek pficku GH || AB, je

DC AacC BD DC

GS ~ AS  BC SH
a odtud plyne
GS = SH.

Bod S tedy lezi na téZnici VF trojihelnika ABV, kde V je
prusecik piimek AD a BC a F je stied strany AB.

KONSTRUKCE. I. Necht a 4 f < 7. RozliSme dva pfi-
pady:
a)Je-li a = f ataké e = f, pak « < 2. Zvolime usetku

BD = f a sestrojime kruZnici & pI‘OChaZC]ICl body BD takovou,
ze z kazdého bodu jejiho mensiho oblouku BD je vidét tdseCku
BD pod thlem 7 — a. Na tomto oblouku zvolime bod C.
Bodem B pak vedeme rovnobézku s CD a jeji prisecik s & ozna-
¢ime 4.
Cuytthelnik ABCD je potom hledany lichob&znik.
b) Je-li @ # B a tedy také e =~ f, pak pouZijeme nasledujiciho
postupu (obr. 13, kde e = 6, f = 9, a = 105°, f = 45°):
1. Zvolime tsecku AB’. V jedné z polorovin urenych pfimkou
AB'’ sestrojime A\ AB'V’ takovy, Ze ¥ B'AV' = aa
¥ AB'V' = .
2. Sestrojime téznici V'F’, kde F’ je stied strany AB'.
3. Sestrojime Apolloniovu kruZnici /', jakoZto geom. misto bodi
majicich od bodti 4 a B’ pomér vzdalenosti ? .
. Uréime pruseciky ¢S’ kruznice I” s téznici V'F’.
. Na polopfimce AiS’ sestrojime bod C takovy, ze AiC = e.

. Bodem C vedeme rovnobézku s AB’ a jeji prusecik s AV’
oznacime ¢D.
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7. Bodem ‘C vedeme rovnobézku s V’'B’ a jeji prusecik s AB’
oznalime ‘B.
8. Ctyfthelnik 4 B iC D je hledany lichob¥Znik.

II. Necht a + > 7w (aa < 7@, < 7). Oznatme A*= D,
B*= C, C*= B, D*= A. Pak na konstrukci lichob&Znika
A*B*C*D* lze pouzit bud postupu a), nebo b) z ptipadu I.,
nebot o*+ f*< 7w (a*= 7w — a, f*X=a — f).

IIL. Je-li @ + f = =, pak hledany Ctyfuhelnik ABCD je
rovnobéznik. Ke konstrukci tohoto rovnobéznika je tfeba umét
sestrojit A\ ABD. Jde vSak o zndmou tlohu — déna je strana

BD = f, x BAD = a a t&nice na stranu DB je AS — —2- .

V piipadé @ = f = i;— bude fefenim pravouhelnik.

ZKOUSKA. Zabyvat se budeme jen piipadem I.
a) Body A4 a C lezi vidy v opaénych polorovinich uréenych
piimkou BD, a proto ABCD je ¢tyithelnik. Z konstrukce déle
plyne, Ze ctyfuhelnik ABCD je osové soumérny podle osy
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usecky DC, a proto je rovnoramenny a ¥ DAB = ¥ ABC = a
aDB=AC =ce.

b) Podle 5. bodu je bod ‘C vnitinim bodem ¥ ‘DA B,
podle 6. bodu je AB//iDiC, takze A!BiC!D je lichob&Znik.
Podle boda 1., 7. je ¥ {BA!D = a, ¥ A'BIC = f. Z 5. bodu
vyplyva, ze AiC = e. Dale {B!D = f, coz plyne z toho, Ze podle
konstrukce je A\ AB'iS" ~ A\ AIBLS, kde S je prusecik uhlo-
pricek lichobéznika AiBiCiD; totiz A'S : iBiS = AlS' : B'i§'=
= e : fapodle (1) z rozboru je A4S : iBiS = ¢ : iB!D,

DISKUSE. Samozfejmé a < wa 8 < &, nebot v textu tlohy
se uziva symbolu %.

1. a) Je-li @ = fae = f, mi 1uloha nekoneéné mnoho fe$eni.
Za bod C lze totiz zvolit libovolny vnitini bod mensiho oblouku
DB kruznice k.

b) Je-li @ # fB a také e #~ f, je poclet feSeni udlohy roven
poctu spole¢nych bodi vnitiku usecky V'F’ a Apolloniovy kruz-
nice ze 3. bodu. Pocet feseni je tedy 0,1 nebo 2.

V ptipadech II a III je tomu obdobné jako v pfipadé I.
(V ptipadé III je oviem tfeba povazovat rovnobéZnik za zv1astni
pfipad lichobéznika.)

ZAVER DISKUSE:

1. Je-li a = f# a e = f, pak ma dloha nekone¢né mnoho FeSeni.
2. Je-li @ # B a e # f, pak mé tloha 0,1 nebo 2 feSeni.

3.Je-lia# fae=fnebo a = ff ae # f, pak tloha nemd
fedeni.

5. Dizky stran kvidra ABCDA'B'C’'D’ oznaéme a = AB =
= A'B' = CD = CD',b = BC = BC' = DA = D'4,
¢ =AA" = BB’ = CC’ = DD'. Vypocitajte odchylku priamky
B’D od roviny ACD’ pomocou jej sinusu.
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RIESENIE. Zavedme kartézsku stiradnicov stistavu tak ako
na obr. 14. Priamka DB’ je rovnobeznd s vektorom

.—> .
DB =B — D = (a, —b,c). (1)
Z
o C[a,6,q
I b
A
A, ! \\ BI
|\
|
~— % C=[q,6,0]
(@h,3)
ST
S X
A=[0,00] B=[,00]
Obr. 14

Dalej uréime vektor kolmy k rovin& ACD’. Nech (a, B, y) je
taky vektor. Potom musi platit

(@, 9).(C—A)=0a (af,7).(D'—A4) =0

Cize
(as B, 9).(a, b,0) = aa + pb =0, @)
(a5 B, 7).(0, b, c) = pb + ye = 0. 3
Rovnosti (2) a (3) mozno splnit napr. vtedy, ked poloZime
4 o 1 1
a= a’ - 7,"3 Y= ?:
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t. j. hladany vektor kolmy k rovine ACD’ je napr.

1 11
v (;: _?’:“) (4)
Ak je w odchylka priamky DB’ a kolmica k rovine ACD’, potom
podIa definicie skalarneho stcinu je vzhladom na (1) a (4)

1 1 1
(a: _b: C)' (;>“"7s‘;>

s @ = T 1 1°
Va2+b2+62-l/—a—2‘.+b—2+—62—
t.j
3
wa= T 1 1
Ve + 82 + 2. VF g g

Pre odchylku ¢ priamky DB’ od roviny ACD’ potom plati

sin @ = sin(90° — w) = cos w = 3(a? + b2 + c2)"V/2.

1 1 1 \-12
. (? + 7 + —;2-) .
POZNAMKY. 1. Pri hladani vektora kolmého k rovine ACD’
mozno pouZit tiez vektorovy sucin vektorov.
2. Zakladné poznatky o pocitani s vektormi a ich pouZiti pri
rieeni geometrickych tloh ¢itatel najde v zv. 28 Skoly mladych
matematikov (Budinsky, Smakal: Vektory v geometrii).

INE RIESENIE. Nech o je hladand odchylka, S stred
ABCD, P priese¢nik priamky B'D s rovinou ACD’, K kolmy
priemet bodu D do roviny ACD'. Potom P je priesecnikom
priamok B'D a SD’, &o sa lahko zisti, ak pretneme rovinu ACD’
rovinou DBB’, ktor4d obidve spominané priamky obsahuje
(obr. 15).
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CP

Obr. 15

Z podobnosti trojuholnikov PDS, PB'D’ vyplyva

PD :PB'=DS :BD =1:2, {ize PB'=2DP.

To viak znamen4, Ze plati

DP=%DB’=%]/a2+b2_+c2. 1)

vV

Ak K # P, je podla definicie bodu K ¥ DKP = 90° a preto
sin a = DK : DP. 2
Ked K = P,je a =90° sin @ = 1 = DK : DP ateda aj v tomto

pripade plati vztah (2). Sta¢i ndm preto vypocitat dizku dsecky
DK, ktora je vyskou ihlana ACD'D. Pre objem V tohto ihlana

1

abc = ?PACD'.DK,
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z ¢oho

abc

DK = 2 Picg’ 3

kde P4¢p’ znameni plo$ny obsah trojuholnika ACD’.

Vypotitame P = Pycp’ = | s(s — x) (s — ¥) (s — 2), kde
s=—;—(x +y+ o=t y=a@+ %= +02.

Zrejme plati:

P2 =[5 +9) 210 +5)— 2. [z + (x —9)].

1
fe— = =qg I +3)° — 2211 — (& — )] =
=11—6[2xy + x4+ 2 —22)] . [2xy — (52 + 32 — 22)] =
= T].6—(2x2y2 -+ Zyzzz + 22252 — x4 _y4 _ 24).

Po dosadeni za x, y, 2 a tiprave dostaneme

P= %l/azb2 + b%c2 + c%a?. 4

Zo vztahov (2), (3), (4), (1) vyplyva
3abc
Va2 + 82+ 2 . ]a%2 + b2c2 + c2a? '

I B-1-6 l

6. a) Ak vSetky Styri vysky Stvorstena prechidzaju tym istym
bodom, potom aspoii jeden z jeho vrcholov m4 tu vlastnost, Ze
péta vySky z neho spustenej lezi vo vnutri protilahlej steny.
Dokazte.

sin a =
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b) Zostrojte siet takého Stvorstena, ktorého kazda vyska ma
pétu mimo prislusnej steny.

RIESENIE. a) Nech ABC je stena, ktorej viiitro neobsahuje
pétu E vys$ky spustenej z vrcholu D. Vyska v, (priamka) spus-
tena z vrcholu 4 na rovinu BCD je kolma na priamku BC.
Preto priamkou v, mozno viest rovinu a kolmid k BC. Rovina a
pretne rovinu ABC v priamke 2," 1 BC a prechadzajicej
vrcholom A, t. j. vo vyske trojuholnika ABC. Analogicky zo-
strojime vy$ky vp’, v¢' trojuholnika ABC ako pravouhlé prie-
mety vysok v, v. Stvorstena ABCD.

Vysky va’, v4', vc' sa pretinaju v bode, ktory je podla doka-
zovanej vety patou E vysky vq. PretoZe bod E nepatri do vniitra
I\ ABC, je /A ABC tupouhly alebo pravouhly. Nech je napr.
% ACB tupy (obr. 16). Situécia v rovine p L AB a obsahujucej
vy$ku vg = DE na obr. 17. Pritom P oznacuje priese¢nik o, AB.
Pretoze bod P lezi medzi bodmi A, B, patri vnutro usecky DP
do vnutra trojuholnika ABD. Pretoze bod C patri do vnttra
odvesny PE trojuholnika DEP, lezi pita vysky e, t. j. kolmice
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spustenej z bodu C na preponu DP vo vntitri tseCky DP, t. j.
vo vnuitri trojuholnika ABD.

b) Zvolme za A\ ABC rovnostranny trojuholnik so stranou
dizky 1. Bod E (pitu vy3ky va) zvolme na osi uhla ¥ BAC tak,
aby bolo AE = 1. Kladnt dlzku vysky vg oznaéme DE = v
(obr. 18). Oznaéme este M stred strany BC. Situécia v rovine
o L BC a prechidzajicej bodom D je znizornena na obr. 19.

Obr. 18 Obr. 19

Pretoze bod M lezi medzi A a E a pretoze ¥ AED je pravy, je
¥ AMD tupy a pita F vysky vg, t. j. kolmice spustenej z bodu 4
na priamku DM, lezi
mimo usecky DM, t. j.
mimo A BCD.,
Zostava este doka-
zat, Ze pita G vysky
vy lezi mimo A ACD
a v dosledku symet-
rie $tvorstena ABCD
podla roviny p, Ze i
péta vysky oc lezi mi-
mo A ABD. Pravo-
uhly priemet vysky vp
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do roviny ABC je vyska vy’ trojuholnika ABC prechddzajica
stredom N strany AC. Situicia v rovine ¢ L AC a prechidza-
jucej vrcholom B je zndzornend na obr. 18, 19 a 20. Pritom Q
je prieseénik vySok AM, BN. Ozna¢me R bod roviny ACD,
ktory lezi na kolmici vztycenej v bode Q na rovinu ABC. Bod G
lezi na polkruZnici & zostrojenej nad priemerom BN. Ak zvoli-
me bod R vo vnutri vy$rafovaného polkruhu (¢o znamena volbu
vysky v), lezi bod G mimo dsecky NR, t. j. mimo A\ ACD.
Tym je ziadany Stvorsten zostrojeny.

3. KATEGORIE C

[C-I-1]

1. Je dén ¢&tverec, jehoZ strana mé velikost a. P¥imky, spoju-
jici stfedy stran s vrcholy protéjsich stran, déli Ctverec na
25 obrazcl, mezi nimiZ je celkem 5 navzijem neshodnych
druhti. Vypoctéte obsah kazdého z téchto péti navzajem neshod-
nych obrazci.

KOMENTAR A RESENI{. Uloha je ptikladem, ktery vy-
zaduje jistou dévku pfedstavivosti a kombinacniho smyslu.
V podstaté jde pii feSeni dloh tohoto typu o uplatnéni nékteré
z nasledujicich slozek nebo o jejich kombinaci:

a) urceni velikosti ur¢itych usecek a thlii metodami ryze geo-

metrickymi nebo trigonometricky nebo pomoci souradnic;

b) pouZiti vztahi mezi obsahy obrazci, z nichZ jsou sestaveny

" hledané obrazce.

Pfi postupu b) Casto uZivime véty (V): Jsou-li p1, p2 obsahy
dvou prekryvajicich se obrazct, g obsah jejich priniku, s obsah
jejich sjednoceni, pak plati

pr+p2=s+4qg.
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V nadi dloze budete postupovat asi polointuitivné; pravdépo-
dobné nedokézZete exaktné shodnost urcitych obrazc — rozum-
ny dikaz se opird o uziti shodnych zobrazeni (otoCeni) a ta
vam nejsou asi v potiebné mife bézna. OvSem tézisté ulohy je
jinde; presto bychom méli provést aspoii ndznak diikazu shod-
nosti. Vysledek zkouméni je tento:

Ctverec ABCD je rozdélen v 25 neprekryvajicich se obrazci,
a to (viz obr. 21):

(1) v 4 shodné Ctyiihelniky, z nichz jeden je APQ\R ; jeho
obsah je oznacen x;

(2) v 4 shodné ¢tyfuhelniky, z nichz jeden je KWTP; jeho
obsah je oznacen y;

(3) v 8 shodnych trojuhelnikdi, z nichz jeden je PTQ; jeho
obsah je oznacen z;

(4) v 8 shodnych trojuhelnikd, z nichZ jeden je ARN; jeho
obsah je oznacen u;

(5) v jeden osmitihelnik (na obr. 21 vysrafovany), jehoz obsah
je oznacen v.
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Prvnim krokem mtize byt napf. ureni obsahu #. Obr. 22
ukazuje, jak lze trojihelnik 4 BN rozd¢lit v 5 navzajem shodaych
trojuhelniki, z nichZ jeden je ARN; je proto

1 a? a?

Déle je napt. mozno rozdélit trojthelnik ABN ve dva troj-
thelniky ABT, ANT, které maji obsahy sobé rovné (je totiZ
BT = NT, nebot usecky AL, BN se navzijem puli). Je tedy

a2
u+y=—, @)
8
a? g
x+z+u=—§—. (3)

Z (2) a (1) se vypocte y; vyjde
=55 @

7

Pro x,  mame pak jen jednu rovnici; potfebujeme je$té rovnici-

dal$i. MiiZeme ji ziskat t¥eba dvojim vyjadfenim obsahu ¢tyi-

thelnika AKQON, jehoz thlopficky jsou navzdjem kolmé; pfi-
al2

tom je KN = %]/5, AQ = =3=, nebot body Q, S déli hlo-

pricku AC &tverce ABCD na tifi shodné tsecky, jak plyne
z trojuhelnik CDQ a ABS.

1 a5 42 a?
JetedyAKQN—x—}—Zu“E.EI/ S Tt
tj.
a®
x+2u=T. (5)



Z (5) a (1) vypocteme

a2
a konecné z (3)
a? .
=10 @
Zbyva obsah v; z rozdéleni ¢tverce ABCD dostaneme
4x + 4y + 8z + 8u + v = a?
a odtud
a? 8
V= ? . ( )

Vzorce (1), (4), (6), (7), (8) davaji feésni l'ilghy.
Jinak je mozno zvolit poloptimky AB, AD za kladné poloosy
soufadnic a vypoditat soufadnice nékterych bodu, napt. P, Q,
R, T, pomoci nichZ pak ur¢ime hledané obsahy. Zpravidla pfi-
tom potiebujeme vzorec pro vzdalenost dvou bodi; je to jedno-
ducha aplikace Pythagoro-
D M Cc Vy véty.

Reseni je dost trikové, jisty
systém se do ného vnese
E pouzitim metody soufadnic.
Rozhodné byste se méli pfi
feSeni ulohy C-I-1 sezna-
a L mit s vétou (V) a jejim po-
uzitim. Zde je tfeba zdtraz-
nit, Ze zpravidla znime ¢isla
b1, p2. V tomto piipadé vy-
pocteme to Cislo z Cisel g, s,
pro néz je vypocet jednodus-
§i, a zbyvajici z Ccisel g, s
Obr. 23 urcime podle véty (V).
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Ukazka souviséjici se situaci dlohy C-I-1. Je din &tverec

ABCD (obr. 23) a mame urcit obsah sjednoceni a priiniku troj-
2

thelnikts ABM, ADL. Zde je p1 = ps = —“2— Bude asi poho-

dlncj31 urdit obsah ¢ praniku vysSrafovaného ¢tyiuhelnika AFSE
neZ obsah s sjednoceni A ABM U A ADL.

Zvolime-li poloptimky AB AD za poloosy, uréime-li rovnice
ptimek AL, AM, DL, BM, vyjde S = [Eagza] ,E=

3°7°3
_[2 a; 4 al|,F= ) a | (v§imnéme si symetrie podle
- 5 > 5 ] — 5 5 y T p

pfimky AC a jejich dasledki!). Podle vzorce pro vzdélenost
dvou bodi vypocteme

R 2 s
=392, EFzgal/Z,

a;

a tedy

\

1 12
e _ —_— — _._—— 2
AESF =5 AS.EF = —. 2 al2. 24)2 a

V kazdém ptipadé vyZaduje tato tloha dosti Casu.

2. Dokazte, ze kazdé prirodzené ¢&islo » > 10 sa dé rozloZit
aspoil dvomi spdsobmi na sucet dvoch prirodzenych Cisel tak,
Ze prvy scitanec je prvocislo a druhy scitanec je Cislo zloZené.

KOMENTAR A RESENT. Jde o jednoduchou tlohu z &-
selné teorie. Snad by bylo vhodné uvést ji nékterou obménou,
kterd by vam napovédé¢la zejména to, Ze se doporucuje rozlisit
licha a suda n.

Varianta: Dokazte, Ze kazdé prirozené ¢islo # > 10 lze vy-
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jadrit aspon jednim zpisobem jako soucet t¥i pfirozenych Cisel,
z nichZ dvé jsou prvocisla a tiel je Cislo sloZené.

Pokusime se zachovat prvocisla konstantni (pak oviem musi
byt mala).

a) Je-li n liché, zvolime prvocisla 2, 3; protoze je n > 10, je
n—2—3=mn—5>5 Mimoto je n — 5 ¢islo sudé, a tudiz
sloZené. v

b) Je-li n sudé, zvolime prvocisla 3, 5; protoze je n > 10, je
n—3—5=n—8> 2. Mimoto je n — 8 {islo sudé, a tudiz
sloZené.

Pii feSeni soutéZni tlohy je ovSem tieba hledat dva rozklady
¢isla n; pro n liché je snadno dostaneme pomoci Cisel n — 3,
n — 5,n — 7. Pro n sudé dostaneme jeden rozklad pomoci Cisla
n — 2; druhy najdeme z faktu, Ze pravé jedno z Cisel n — 3,
n — 5, n — T je nasobek tfi; napad dokazat tuto pomocnou vétu
je jednim z kli¢t k feSeni ulohy.

==y

3. Stejné velké utérky Ctvercového tvaru pokryvaji obdélnik
ABCD, aniz se navzijem piekryvaji. Povési-li se jedna tésné
vedle druhé na $iidiru, je potfebna délka $ndry rovna obvodu
trojuhelnika ABC. Kolik je utérek?

KOMENTAR A RESENT. Tato tiloha nileZi svou tematikou
do ¢iselné teorie, i kdyZ ma natér geometricky, popt. je to slovni
tloha, kterou lze formulovat geometricky.

Snad nejvhodnéj$im uvedenim do tlohy C-I-3 by byla jeji

Délky odvésen pravouhlého trojihelnika jsou pfirozena Cisla
a, b; jeho obsah je roven jeho obvodu. Urcete délky jeho stran.

Z textu ulohy plyne

%ab=a+b+l/a2—|—b2;
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odtud
a?b?
— a2b — ab? 4+ 2ab + a? + b2 = a2 4 b2

a nadale
ablab — 4a — 4b + 8) = 0.

Protoze jea %= 0,6 # 0,je ab — 4a — 4b + 8 = 0, tj.
(a—4)0b —4) =8. (1)

Upozoriiujeme na zplisob, jak se upravuje bilinedrni funkce
ab — 4a — 4b + 8 na soucin dvou linedrnich dvojclent dopl-
nény absolutnim ¢lenem.

Protoze a, b jsou Cisla pfirozend, jsou a — 4, b — 4 sdruZeni
délitelé cisla 8 (ne nutné kladni). Prehled o vSech moznych
feSenich dava tabulka:

a—4 | —8 | —4 -2 | —1 1 2 4 8
b—4 | —1 | —2 | —4 | —8 8 4 2 1
a —4 0 2 3 5 6 . 8 12
b 3 2 0| —4 12 8 6 5

Uloha ma tedy dvé feSeni: 6; 8; 10 a 5; 12; 13.

V sout&Zni uloze C. 3, kterd je jednodussi, zni zékladni rovnice
ab=a+b +Va2 + b2, JejifeSenijea = 3,b = 4neboa =4,
b = 3; pocet utérek je tedy vzdy ab = 12.

| C-1-4 I

4. Je dany kruh K so stredom S a polomerom r; mimo
kruhu K je dany rovnostranny trojuholnik ABC, ktorého strany
majt dizku a. Ozna¢me A'B’C’ trojuholnik, leZiaci v kruhu K,
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ktory vznikol posunutim trojuholnika ABC. Uréte a narysujte
mnozinu M vsetkych takto zostrojenych bodov 4.

KOMENTAR. Reseni tlohy vyZaduje nezbytng experimen-
tovani. Doporucujeme narysovat kruh K o poloméru » = 6 cm
a z tuhého papiru vystifihnout rovnostranné trojihelniky 4’'B’'C’
o strané 4 cm a A"B"C” o strané 9 cm; trojuhelnik A"B"C”
bude slouZit k opakovani pokusu.

Posouvanim trojihelnika A’'B’C’ vyexperimentujeme ,,eX-
trémni* polohy A1'B1'Cy’, A2’ Bs'Co', A3’ B3'Cs' takové, Ze body
Aty B, Bs', C3'y Co'y Ao’ lezi na obvodu kruhu K, body C1’,
A3’y By’ v jeho vnitiku a Ze usecky Ai'Bi’, B3'Cs' a Co'Ay’
vzniknou postupné posunutim stran 4B, BC, CA. Intuitivné
zjistime, Ze proménny bod A4’ vyplni trojihelnikovy obrazec P,

omezeny shodnymi kruhovymi oblouky A/l'\Az', A;’jéla’, A;’El’

c

Obr. 24
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(obr. 24). Pfitom oblouk Aﬁz' nalezi obvodu kruhu K, oblouk
A;’Z3' vznikne posunutim oblouku C;’Z‘g’, které je dano dvojici

Cy’ — Ay, oblouk Az’ A1’ vznikne posunutim oblouku Bs'By/,
které je ddno dvojici Bs' - As'.

Snadno se i dokaZe, Ze kazdy bod oblasti P, omezené tlusté
narysovanymi kruhovymi oblouky, je vrcholem A’ nékterého
z trojthelnikit A'B'C’ a Ze zadny bod z K P neni vrcholem
A’ takového trojuhelnika. Je tedy P = M.

I C-1-5 l

5. V roviné jsou dany body A, M, N, které nelezi v pfimce.
Sestiojte pravouhelnik ABCD tak, aby ptimky BC, CD pro-
chézely po fadé¢ body M, N a aby platllo AB : BC =2:5.

KOMENTAR. Jeden z principii feeni této tlohy (a snad
nejjednodussi) je pouziti obvodovych uhla. Ulohu lze uvést
obdobnou ulohou (U): Jsou dany tfi body 4, P, Q, které lezi
v pfimce, a to tak, Ze 4 oddéluje body P, Q. Mame sestrojit
&verec ABCD tak, aby pfimky BC, CD prochazely po fadé
body P, Q.

Princip FeSeni: Je ziejmé, Zze bod C ndleZi tfem mnoZinim
bodii: kruZnici M; sestrojené nad pramérem PQ, mnoZiné My
slozené ze dvou obloukt kruznic, definované takto:

M;={X;X#A4,P N\ ¥« AXP =45,
a mnoziné M3 vytvorené obdobné nad tseckou AQ.

Pii feSeni soutézni tlohy C-I-5 hleddme opét dvé mnoziny
bodi, jimZ nalezi vrchol C. Jedna z nich je kruZnice % sestrojena
nad pramérem MN. Druhi je mnozina M bodi X, z nichz je
vidét tseCku AM pod danym dhlem w. Je-li ¢ = x ACD, je
bud » = 90° + ¢, nebo w = 90° — . Mnozina M se tedy
bude skladat ze dvou shodnych kruZnic &1, k2 (bez bodu 4, M)
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se spole¢nou tétivou AM; kazda z kruZnic ki, k2 md mimo
bod M s kruznici % jesté jeden dalsi spole¢ny bod. Diskusi ulohy
nebudou asi feSitelé provadét exaktné, spokojime se s nézna-
kem. Musi si ovem uvédomit ob&é moZnosti = 90° + ¢,
® = 90° — @; jsou nadrtnuty na obr. 25 ab.

1M
/A [ D c__N
) o

:-M

/] B A B

Obr. 25a Obr. 25b

Jde jesté o urceni uhlu ¢. Ten zjistime, narysujeme kdekoli
pravouhly trojuhelnik KLP s pifeponou KP, pro ktery plati
KL : LP = AB : BC.

Impulsy, které vedou k feSeni tlohy C-I-5, budou asi tyto:

a) pomocna dloha (U);

b) vysetrem situaci: bod M nalezi polopfimce CB nebo polo-

pfimce opacné;

¢) urceni uhlu ¢.

Nezapomeiime na kontrolu: jako v tloze (U) mime i zde
téeti mnoZzinu bodu pro vrchol C; jsou to dvé kruZnice se spo-
le¢nou tétivou AN.

Uvedeme nyni jedté podrobné RESENT ULOHY &. 5:
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ROZBOR. Pfedpokladejme, Ze tiloha je vyfeSena a Ze C # M,
C # N (obr. 26). V komentéfi k tloze je uvedeno, Ze vrchol C
pak nalezi dvéma mnoZinim bodd. Jedna z nich je kruZnice %
(bez bodu M, N) sestrojend nad primérem MN. Druhé je mno-
zina M bodtl X, z nichZ je vidét usecku AM pod tGhlem o =
= 90° — @ nebo w = 90° + ¢, kde ¢ = ¥ ACD. Mnozina M
se sklada ze dvou shodnych kruZnic k1, k2 (bez bodt 4, M) se
spole¢nou tétivou AM.

Je-li C = M, pak podle obr. 27 je ¥ AMN bud ¢, nebo
180° — ¢.

Je-li C = N, pak podle obr. 28 je ¥ ANM bud 90° — ¢,
nebo 90° -+ ¢.

Obr. 26
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\ \ M
\ \
\ \
\ \
| 74 74
N' D C=M N D <N
Am!
Obr. 27 Obr. 28

KONSTRUKCE. Uhel ¢ se sestroji v pomocném pravo-
thlém trojahelniku, nebot z textu tlohy vime, Ze cotgp = % .

1. Vrchol C urcime jako bod priniku (2 \ {M, N} N M. Na
pnmce CN pak sestrolnne bod D tak, aby bylo AD /| MC; na
ptimce CM uréime bod B tak, aby bylo AB /| CN. Ctyithel-
nik ABCD je hledany pravouhelnik.

2. Pokud « AMN je ¢ nebo 180° — a nebo ¥ ANM je
90° — @ nebo 90° + ¢, dostaneme dalii feSeni podle obr. 27
a obr. 28.

ZKOUSKA. Ad bod 1. konstrukce. Cty¥ahelnik ABCD je
pravouhelnik, nebot byl sestrojen jako rovnobéznik a & DCB =
= ¥ MCN = 90°, nebot C € k, C * M, C # N. Podle kon-
strukce téZ piimky BC, CD prochézeji po fadé body M, N.
Pro ¥ ACM jsou dvé moznosti:

a) Je-li ¥ ACM = 90° + ¢, pak ¥ ACM > 90°, a proto M
lezi na polopfimce opa¢né k polopfimce CB, takze ¥ ACD = ¢,
t). AB : BC =2 :5.
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b) Je-li ¥ ACM = 90° — ¢, pak ¥ ACM < 90°, tj. bod M
lezi na poloptimce CB, takze £ ACD = ¢,1j. AB : BC =25,

K bodu 2. konstrukce. Z obr. 27 a 28 je vidét, Ze v téch-
to pripadech maji sestrojené pravouhelniky ABCD vsechny
vlastnosti poZzadované tlohou.

Obr. 29

Obr. 30
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DISKUSE.

I.Lezi-li bod A na k, pak jsou dvé moznosti:

a) X AMN = ¢ (tj. x ANM = 90°— @), pak jedna z kruz-
nic k1, k2 splyne s & (viz obr. 29). Pak ma tloha neko-
necné mnoho teSeni. Za vrchol C lze zvolit kazdy bod
kruZnice % rizny od bodu A.

b) ¥ AMN +# ¢ (tj. x ANM # 90° — @ ataké x AMN #
# 180° — ¢, ¥ ANM = 90° + @), pak tiloha #ne-
md teSent, protoze kruznice k, k1, k2 maji spolecné
jen body A, M (viz obr. 30).

II. NelezZi-li bod 4 na k,pak ma tloha vZdy dvé fefeni. Prinik
(k\_{M, N}) N M obsahuje nejvyse dva body. Pocet bodt
tohoto pruniku se zmensuje ze dvou vzdy o 1 bod pravé
kdyz:

a) Kruznice 2 mé s jednou z kruZnic &1, k2 dotyk v bodé M.
Pak oviem ¥ AMN je roven ¢, nebo 180° — ¢ (obr. 31a,
31b) a lze najit dalii jedno feSeni takové, Ze C = M.

b) Jedna z kruZnic ki1, k2 prochazi bodem N. Pak v3ak
¥ ANM je bud 90° — ¢, nebo 90° + ¢ (obr. 32a, b),
tj. 1ze najit dalsi jedno feseni takové, Ze C = N.

" Obr. 31a Obr. 31b
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Obr. 32a Obr. 32b

6. Je dana Ctvercova Sachovnice o 25 polich. Urcete pocet
vSech ¢tvercl, z nichz kazdy mé vSechny své vrcholy ve vrcho-
lech Ctverct Sachovnice.

KOMENTAR. Uloha nevyZaduje nic jiného ne? uréity
systém scitani ¢tverct. Tento systém mutZeme s Zéky probrat na
$achovnici s #2 poli pro n < 5, tedy n = 1, 2, 3, 4; pfislu$né
pocty Ctverct oznacime s,. Je zfejmé s1 = 1, s = 6 (viz obr. 33).
Pro n = 3 dostaneme mimo devét malych &tverct a jeden za-
kladni ¢tverec o strané 3, Ctyfi étverce o strané V2, Ctyfi ctverce
o strané 2 (Srafovany) a dva ¢tverce o strané VS; celkem tedy je

ss=1+4+4+4+2+49=20.

Pro n = 4 uZ se zacina objevovat systém. Nejprve spocteme
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&tverce slozené z poli $achovnice. Ctverce slozené z k2 poli
(R =1,2,...,n)lezi vn — k + 1 rGznych pasech slozenych
z k sloupct a zaroveil v # — k + 1 raznych pasech sloZenych
z k fad (zde miZeme uvaZovat zcela obecné pro libovolné #
a k = n). Pocet téchto Ctverci je tedy

12 422 432 4 .. 4 n
V pfipadé n = 4 dostaneme
12 4 22 4 32 | 42 = 30. (1)

Ostatni ¢tverce nema-
ji strany rovnobéZiné se

stranami poli Sachovnice.
/ Zvolime-li stranu pole za
jednotku délky, pak del-
ky primétu dvou soused-

nich stran ctverce jsou
pfirozena cisla a, b, pro

2 keer4 plati (viz obr. 34)
1
a+bs4
1 g V tvahu tedy pfichédzeji
jen dvojice ¢isel 3; 1, da-
Obr. 34 le 2; 2, 2; 1 a kone¢né
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1; 1. Pokud je a # b, urime dva Ctverce této vlastnosti a po-
souvame je ve sméru pfimek Sachovnice. Je-li ¢ = b, stadi je-
den vychozi Ctverec. Celkem tak dostaneme dalsi Ctverce podle
tabulky:

(a, b) (3,1) (2,2) ‘ (2,1) (L1
Pocet
étverct 2 1 I 8 9

Celkem dalsich 20 ¢tverct. Spolu s (1) dostaneme
s =20 4+ 30 = 50

&tvercl. Podle tohoto ndvodu mohou fesitelé vypocitat samo-
statné ss.

Lze odvodit obecnou rekurentni formuli p10 s, a z ni indukei
dokézat explicitni vzorec pro s.

Podrobné RESEN{ ULOHY ¢. 6:

Pio pfipady $achovnice s n2 poli, kde n = 1, 2, 3, 4, bylo
feleni provedeno v komentari. PfifeSeni soutéZni ilohy budeme
postupovat obdobné.

Nejdiive uréime pocet ¢tverct skladajicich se z poli $achov-
nice. Téchto ¢tverct je celkem

14224 32 442 + 52 =55, )

Ostatni ¢tverce nemaji strany rovnobéZné se stranami poli $a-
chovnice. Zvolime-li stranu pole za jednotku délky, pak délky
praméth dvou sousednich stran ¢tverce jsou pfirozena Cisla a, b,
pro ktera plati (viz obr. 35)

a+b=5.
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Je-li a # b, pak ¢tverci to-
hoto druhu je dvojnasobek
poctu Ctverct  skladajicich
se z (a + b)? poli Sachovni-
/ p CC (viz obr. 35). Je-li a = b,
pak ¢tverct tohoto druhu je
/ stejny pocet jako Ctvercl
; skladajicich se z (a + b)2 =
e }a = (2a)? poli 3achovnice.
Pocty vSech téchto ctvercid

T—bo——-—‘ zachycuje tabulka:

Obr. 35

(a; ) (4,1) \ (3:2) ‘ €AY \ (2,2) (2,1) ‘ (1,1)

ft“’f:rtcu 2.1=2|2.1=2;2.22=8; 2= 4 2.32=18{4’=16

Pocet vSech ¢tverct z tabulky je 50. Spolu s (1) je celkem vSech
Ctvercl
s5 = 55 + 50 = 105.

4. KATEGORIE Z

Z-1-1 |

1. Ve sklepé ¥ZD jsou dva sudy vina; v jednom je 80 litra
vina po 10,— K¢, v druhém 120 litrd vina po 8,— Kds.

a) Jaké stejné mnozstvi vina je tfeba vzit z kazdého sudu
a nalit do druhého sudu tak, aby v obou sudech vzniklo vino
téze ceny za jeden litr a jak4 bude cena za jeden litr smési pfi
zachovani celkové ceny vina?
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b) Reste tuto tlohu obecné: V sudé 4 je a litrd vina po
m K¢s, v druhém sudé B je b litr vina po n Ks.

KOMENTAR A RESENTI. Uloha néle?i do rozsahlé a obli-
bené kategorie tzv. slovnich dloh o smési. Casto vim asi piisobi
potize uz pochopcni samotné formulace textu (také text ulohy
Z-I-1 neni pravé ne]]asné]éi), nesnaze pusobi i matematicka
formulace ulohy, kterd je kli¢em k feSeni; matematickd formu-
lace se obvykle sklada z nékolika rovnic a dale z nerovnic, které
vyjadiuji pfipadné omezujici podminky. Domnivame se, Ze by
se pfi feSeni mély vice zduraznit grafické metody; i kdyZ gra-
fické metody nedavaji zpravidla numerické feSeni s potfebnou
presnosti, poskytnou fesiteli pfehled o situaci — predvadéji mu
totiz graficky model realné situace, podobné jako j je tomu napf.
u grafickych jizdnich rada.

Konkrétné v uloze Z-I-1 jde o toto: z mnozstvi a litrh vina
ceny ¢1 K&s za litr se ubere x litrti a pfida se stejné mnoZstvi
jiného vina ceny c2 K¢&s za litr. Tato situace se vyskytuje
v tloze b), kde je oznaceni m, n misto ci1, c2. Zakladni tloha
formulovana z této situace je asi tato: Jakd je cena y Kés za litr
smési?

Dvojice [x; y] tvofi ¢ast linedrni funkce

1
y=—(a@— ) + )
neboli

g — 0

y=¢a+——x; 1

fikdme ,,C4st* proto, Ze x, y jsou vazdny podminkami0 < x < a,
vy = 0. Zde je vhodna prilezitost zamyslit se nad defini¢nim
oborem funkce a nad oborem funkénich hodnot. Jisté by bylo
uzitecné sestrojit grafy funkci (1) pro rtizné hodnoty ,,konstant —
parametru a, c1, c2* a zkoumat piipady ¢1 > c21¢1 < ca.
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Chceme-li fesit ilohu b), uZijeme mimo funkci (1) jesté funkce

cl—-cz

=c2 + X, (2)

kter4 vznikne z (1), vyménime-li zéroveii a, b a c1, c2. Z (1), (2)
vyjde podle textu tlohy b)

Cc1 CI_CZ

X =c2+

61-*-‘:2

neboli
1,1\ .
(cl—cz)x(—a—-{-—b—)—q—t:z- ©))

Je-li ¢1 = c2, jsou feSenim rovnice (4) vSecka x z intervalu
0 =< x = min(a, b) (proc?). Je-li c1 # c2, ma rovnice (4) jediné
feSeni
ab

Spojenim (5), (1) nebo (5), (2) dostaneme spolecnou cenu y
smési vin
acy -+ bes

y:_—aﬂq——b*' (6)

Vzorec (6) plati i v pfipadé ¢1 = co.

Je pravdépodobne, Ze by bylo nejicelnéjsi studovat jako pra-
pravu linearni funkci (1), pak rozfesit ulohu b) a teprve nakonec
dlohu a). Zda se totiZ, Zze v tomto pripadé numerické FeSeni
cely postup spi§c zatemiluje nez zjednodu§uje. Zejména se pfi-
tom zcela ztréaci fakt, Ze mnoZstvi x zévisi jen na a, b a nikoli
na cenich ci, ca. Ulohu a) pak fe$ime dosazenim a 80,
b = 120, ¢c; = 10, ca = 8. Podle (5), (6) vyjde x = 48,
y = 8,8.

Pii grafickém feSeni sestrojime v soustavé pravothlych sou-

I
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fadnic grafy obou druhd vina podle obr. 36. Pocite¢ni stavy
obou druht vina a jejich ceny jsou zndzornény body B’, C.
Ubereme-li v obou pfipadech totéz mnozstvi vina x a doplni-
me-li je stejnym mnoZstvim druhého druhu, dostaneme stavy
znazornéné body B, C'. Tak vzniknou dva trojihelniky ABC,
A'B'C’, pro néz plati AB || A'B’, BC || B'C’, CA || C'4’
a mimoto jejich vySky na strany BC, B'C’ maji tutéz délku x.
Trojuhelnik A'B’C’ vznikne tedy z ABC rovnobéZnym posunu-
tim (4 - A', B - B’, C -» C’). Z toho plyne, Ze stfed dvojice
BC' a dvojice B'C je tyz bod M, nebot BCC’B’ je rovnobéznik.
Ma-li podle textu tulohy vzniknout v obou sudech smés téze
ceny za litr, musi leZet body P (pocatek soustavy soufadnic), B,
C’ v pfimce. Tato pfimka se da snadno sestrojit: je to pfimka
PM. Ptimkou PM jsou pak uréeny body B, C'.

Grafické feSeni je tak jako i u jinych tdloh o smésich zajima-

cena vina y=10x
v Kés y

400

2004

0 X
mnozstyl vina
Obr. 36 v litrech
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vou ukizkou pouZiti konstrukce pfi feSeni tloh z funkéni teorie,
tj. pfi manipulaci s grafy funkei, coZ je v tradi¢ni vyuce neob-
vyklé. Ucastnici olympiddy by si zaslouzili, aby se s témito
postupy bliZe seznamili.

2. Dokazte, Ze pro kazd4 dvé Cisla a, b nabyva vyraz
V = a* + b* — 2ab(b% — ab — a?)
nezéporné hodnoty.
V kterém piipadé je tento vyraz roven nule?

KOMENTAR A RESENTI. Jde o typovou tilohu na tipravu
tzv. algebr. vyrazii, kde se sméfuje k tomu, aby se dany vyraz
vyjadfil jako soucet druhych mocnin polynomi; na rozdil od
obdobné piipravné dlohy je dany vyraz V ¢tvrtého stupné v pro-
ménnych a, b, ale je homogenni. Autorské reSeni je toto (upra-
vujeme postupné):

V = a% 4 b%* — 2ab3 + 2a2b2% + 2a3b , (1)

V = (a* + 2a3b + a?b?%) -+ (a2b% — 2ab3 + b%),

V = a%(a? + 2ab + b%) + b2%(a? — 2ab + b%),

V = a*(a + b)% + b%(a — b)2. BN ¢)
Je tedy V' = 0 pro vSecka a, b. V predchézejicich upravach je
jeden trochu umély obrat - rozdéleni ¢lenu 2a%6? = a2b3H+ a2b?
a sdruZeni $esti clenti do dvou troj¢lend.

Zji$téni nutné a postacujici podminky pro to, aby bylo V' = 0,
je stereotypni. Plati podle (2):

V = 0 pravé kdyz a%(a + b)2 = 0 a zaroveil b%(a — b)2 = 0.
Z obou soucind dostdvame tyto ¢tyfi mozné kombinace

Ia2=0,62=0; III)(a 4+ 62 =0, 2=10
IMa2=0,(a@—52=0; IV)(a+b2=0, (a—b2=0.
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Ve viech ¢tyfech piipadech vyjde a = b = 0; to je skutecné
jedina dvojice a, b, pro kterou je V' = 0.

Bylo by vSak zdhodno vratit se jes$té jednou ke vztahu (1),
ktery vznikl roznisobenim daného vyrazu. Pii prvnim pohledu
na (1) nés asi napadne spi$e jina Gprava, nez je ta, kterou jsme
uvedli jako autorské feSeni; je to sdruZeni

V = (a* + 2422 + b%) + 2ab(a® — b2)
neboli
V = (a2 4+ 6%)2 + 2ab(a® — b2). (3)

Prvni ¢len (3) je nezdporny, druhy muige byt zdporny. Bude-li
vsak absolutni hodnota druhého ¢lenu mensi nebo rovna abso-
lutni hodnoté prvniho ¢lenu, bude urcité¢ ¥V = 0. Misto porov-
navani absolutnich hodnot miZeme vypocitat rozdil
V' = (a® + b2 — 4a%2(a® — b2)2 =
= (a* + 2a2b2 + b%)2 — 4a2b%(a* — 2a2b% + bY).
Po nedlouhém vypoctu dostaneme
V' = a® + 14a%b* + b8

Ziejméjevidy V' =2 O,tedyi V = 0. Je-i V = 0,je V' =0,
tj. (a* + b%)2 4- 12a%* = 0 a odtud plyne a = b = 0. Dosta-
vame tedy opét jedinou mognou dvojici a = b = 0, pro kterou
jeV=0.

Uvedeny zpiisob porovnani absolutnich hodnot obou ¢leni (3)
je v tomto ptipadé trochu sloZity, ale velmi Casto se ho pouZziva.
Vypocet lze vsak zjednodusit: dokaZeme-li, Ze je

la® + 82| 2 |2abl, |a® + b7 2 |a® — b7, ©)

bude platnost nerovnice ¥ = 0 dokdzéna. Misto nerovnic (4)
muizeme psat

a® + b2 = 2labl, a4 b2 = |a® — b?|. 5)
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Prvni z nerovnic (5) je ekvivalentni s nerovnicemi (a + b)2 = 0,
(@ — b)2 = 0, druhd je evidentni. Rovnost V' = 0 nastane
podle (5), pravé kdyz bude platit bud a = 0, nebo b = 0 (z druhé
nerovnice (5)) a pfitom zaroveti @ + b = O neboa — b = 0
(z prvni nerovnice (5)).

Domnivame se, Ze byste se mé&li vice zabyvat riznymi moz-
nostmi algebraickych tprav (a to oviem v I. kole), abyste ziskali
vétsi poctarskou rutinu.

3. Jsou déna &isla p, ¢ (p > ¢ > 0). Vypoctéte objem télesa
ABCA'B'C’ ohraniCeného trojuhelnikem ABC se stranami
BC = p2 + ¢2, CA = p? — ¢2, AB = 2pq, dile trojihelnikem
A'B’C’ alichobéZnikovymi sténami ABB'A’, BCC'B’,CAA'C’,
které jsou kolmé na rovinu ABC a maji zdkladny o délkich

AA =p —gq, BB =p, CC' =p +q.

KOMENTAR A RESENI{. Tato stereometrickd tloha je
opét ukazkou toho, Ze se vyplati Casto feSit ulohu obecnéjsi,
nebot jeji feSeni byva jednodussi a mimoto odhaluje podstatu
situace. A zde jde skute¢né o malou problémovou situaci: sefiz-
nuti kolmého hranolu rovinou a vypocet objemu torza hranolu.
Doporucujeme tedy Fesit tuto pripravnou slohu:

Je dan trojboky hranol ABCA'B’'C’, jehoZz podstava ABC
mé obsah P. Na jeho poboénych hranach AA’, BB’, CC’ jsou
zvoleny po fadé body 4", B”, C” tak, ze AA" = a, BB" = b,
CC" = ¢, a £ b £ ¢. Mame vypocitat objem torza hranolu
ABCA"B"C", které oddéli od hranolu fez rovinou A”"B"C”
(obr. 37). Budeme piedpokladat, Ze je a < b < ¢; vysledny
vzorec pak snadno ovéfime i pro zbyvajici pfipady.

Na hranich BB’, CC’ sestrojime body K, L tak, aby platilo
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BK = CL = a. Torzo hranolu
je sjednocenim kolmého troj-
bokého hranolu ABCA"KL a
Styfbokého jehlanu B’KLC"A",
jehoZ podstavou je ¢tyiuhelnik
(lichobéznik) B"KLC" a jehoz
vyska v vedena na podstavu ma
tutéz délku jako vyska trojihel-
nika A"KL nebo ABC vedena
bodem A", resp. A. Ozna¢me
jesté V objem torza, V1 objem ,
hranolu ABCA'KL, V> objem plc—"
jehlanu B"KLC"A", h délku
BC — KL. Pak plati \
Vi=aP, O

Vz=é—~BK}CJ“—.h.v. 2)

A Obr. 37

Protoze je BPBK =b — a,C"'L = ¢ — a, % hv = P, plyne z (2)

V2=§(b+c—2a). 3)

Spojime-1i (1), (3), dostaneme

V=V1+V2=§(a+b+c), )

coz je vysledny vzorec.

RozfeSena priipravni tloha je dosti tézka; predpokldda pri-
praveny model, zopakovani vzorci pro objem jehlanu, obsah
lichobéZnika, trojuhelnika a intuitivni ovéfeni rovnosti vysek
trojiihelniki A"KL, ABC a vysky jehlanu B"KLC"A".

Uplné feseni pripravné ulohy predpokladé i ovéfeni vzorce
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(4) v pfipadecha = b < ¢,a < b = ¢, a = b = c. Vhodnym
dopliikem je vypocet objemu torza ¢tyibokého hranolu, jehoz
podstava je rovnobéZnik; pfi oznaceni obdobném piedchozimu
dostaneme vzorec

P
=z(a—}—b+c+d),

ktery je mozno déle zobeciiovat pro libovolny kolmy hranol.

Po rozfeSeni pripravné tlohy je ROZRESENT SOUTEZNI
ULOHY Z-I-3 hratkou. Bud muZe fesitel sledovat predchozi
postup, tj. odvodit znovu vzorec (4) ve specidlnim ptipadé, nebo
muze prosté dosadit do vzorce (4). Podle textu tlohy je

a=p—gq, b=p, c=p+g; 5)

_ zde je skuteéné a < b < ¢, nebot p, g jsou kladn4 ¢isla, pro néz
plati p > g. Protoze plati

(o2 — 2 + 49°¢° = (° + 92,
je podle obrdceni Pythagorovy véty troluhehn'k ABC pravouhly
s pfeponou BC a jeho obsah je P = EAB . AC, neboli
P = pq(p®— ¢%). (6)
Spojenim (4), (5), (6) vyjde
V =p%q(p* — ¢?).
Uloha Z-1-3 je studijné vhodn4 nejen proto, %e cviti pro-

storovou predstavivost, ale také proto, Ze dava j f lezitost k al-
gebraickym vypoctim, které maji geometricky vyznam.

Z-1-4

4. V roviné je dana kruznice £ = (S; r = 6 cm) a bod M, pro
ktery plati MS = d = 2 cm.
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Sestrojte trojuhelnik ABC s vrcholy na kruZnici % tak, aby
bod M byl stiedem strany AB a piimka BS byla téZnici troj-
thelnika ABC. Kolik m4 uloha feseni?

KOMENTAR A RESENI. Uloha je v zadané podobg tzv.
tiloha zdchytnd, kterou mohou roziesit i slabsi fesitelé bez po-
moci. Sestroji nejprve tétivu AB kruznice %, jejimz stfedem je
bod M(AB L SM). Tteti vrchol C trojuhelnika ABC leZi na
ptimce m [/ BS, jejiz vzdalenost od pfimky BS je taz jako vzda-
lenost bodu A od ptimky BS. Pro dana Cisla d, r protne pfimka
m kruznici & ve dvou riznych bodech Ci, C: a tak dostaneme
dvé feseni tlohy: rovnoramenny trojuhelnik ABC; se zaklad-
nou AC; (AB = BC) a pravouhly trojuhelnik ABCs s pie-
ponou AC: (x ABC: je pravy). Oba tyto trojuhelniky jsou na-
vzdjem ruzné a tvoii I. skupinu feSeni. Vyménime-li oznaceni
vrcholtt A4, B, dostaneme dal$i dvé feSeni ulohy, ktera tvoii
II. skupinu; v daném numerickém ptipadé mé tedy uloha Ctyii
riznd reSeni (obr. 38).

Obr. 38
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Uloha je zajimava teprve tehdy, kdyz urcita &sla r = 6,
d = 2, nahradime parametry. Pak se ukédze, Ze je vZdy feSiteln4,

Ze prod = —% splynou obé feSeni I. skupiny v pravouhly

rovnoramenny trojuhelnik ABC s pfeponou AC; pravé tak

splynou obé feseni II. skupiny; uloha m4 tedy dvé reeni. Je-li
d # T/tz_— , jsou obé FesSeni I. skupiny i obé¢ feseni II. skupiny
navzajem riznd. Zbyva otdzka, zda muzZe splynout nékteré re-

Seni I. skupiny s nékterym feSenim II. skupiny; to miZe nastat
jen tehdy, je-li A ABC rovnoramenny se zakladnou AC i BC,

tj. je-li rovnostranny; pak je ovem d = % .V tomto piipadé

ma4 tloha tfi feSeni: trojihelnik rovnostranny a dva trojihelniky
pravouhlé s uhly 30°, 60°. )
Doporucujeme provést diskusi jako doplnék fedeni soutézni

tlohy nebo aspoii vysetiit piipady d = Vrz_— a d= % .
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