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Il. Pripravné dlohy I. kola

1. KATEGORIA A

1. Pre vSetky kladné ¢isla a, b a vSetky prirodzené &isla » plati

n.a.b"1 < am 4 (n — 1)bn,
Dokazte.

RIESENIE. Je znime, %e geometricky priemer kladnjch
Cisel nie je vdcsi ako ich priemer aritmeticky. Specidlne pre Cisla

a1 b b b
BT 3G
(n — 1)-krat

to znamena, Ze plati

a1l b b 1] an-1 b b
l/b—n—T'z Z§?[b7-T+”J+"'+Z]

éize

z ¢oho uZ méme

n.a.b"1 < am 4 (n — 1)bn.
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2. Budte a, f, y velikosti vnitfnich dhla trojihelniku ABC,
oznatme V = cos?a + cos?f + cos2y. Trojuhelnik ABC je
ostrothly (pravouhly, tupothly), pravé kdyz V < 1 (V =1,
V>1).

Dokazte.
RESENT. Podle kosinové véty v trojihelniku plati
c2 = a® + b2 — 2ab cosy. ¢))

Podle sinové véty je a = k sina, b = k sinf}, ¢ = k siny (% je
konst.). 2
Dosazenim (2) a (1) dostaneme po zjednoduseni

sin?y = sin%a + sin?f — 2sina sinf cosy,
tj.

sinZa + sin%f — sin?y = 2sina sinf cosy
a cyklickou zdménou

sin?f -+ sin%y — sin®a = 2sinf siny cosa,
©)

sin%y 4 sin%2a — sin?f = 2sina siny cosp.
Sectenim téchto rovnosti dostaneme

sin?a 4 sin?f + sin?y = 2[sina sinf cosy - sinf siny cosa +
+ sina siny cosf].

Ponévadz

cos(a + f + y) = cosa cosf cosy — (sina sinf cosy +
+ sinf siny cosa + sina siny cosf) ,

miiZzeme predchézejici rovnost vzhledem k tomu, Ze

cos (a+pB+9p)=—1
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psat
sin2a + sin?f + sin%y = 2 (1 4 cosa cosf cosy).

Nahradime-li siny kosiny, dostaneme
cos2a + cos2f + cos?y = 1 — 2cosa cosf cosy = V. (4)

Odtud plyne:
Je-li trojuhelnik ostrothly, je cosa.cosf.cosy > 0aV < 1,
je-li trojuhelnik pravouhly, je cosa.cosf. cosy =0aV =1,
je-li trojuhelnik tupothly, je cosa.cosf.cosy < 0a V > 1.
Obracené:
Je-li ¥ > 1, musi byt —2cosa cosfi cosy > 0, coZ nastane,
je-li jeden z uhld a, 5, y tupy; je-li ¥ = 1, pak musi byt pravé
jeden z uhld a, B, y pravy (vzhledem, Ze a + B + y = =)
a trojuhelnik je pravouhly; je-li 0 < V < 1,
je cosa.cosf.cosy > 0 a vSechny thly jsou ostré.
JINE RESENT (bez uziti véty sinové a kosinové)

1 + cos 2a n 1+ cos 2
2 2

cos?a + cos?f + cos?y = +

_{_Lf}'czoﬂ :_;_ + %(cos 2a 4+ cos 2f + cos 2y) =
_3 + l(—1 — 4 cosa cosf cosy) =
== 3 Y) =
=1 — 2cosa cosf§ cosy,
nebot

cos 2a + cos 28 + cos 2y = 2cos(a + f) cos(a — ) +
+ cos2y — sin?y = —2cosy[cos(a — f) — cosy] — 1 =
= —2cos y[cos(a — ) + cos(a + )] —1 =
= — 1 — 4cosa cosf} cosy
takZze
‘ cos?a + cos2f + cos?y = 1 — 2cosa cosf cosy

a déle jako v prvém reSeni.
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i A-P-3 I

3. Je din kosoétverec ABCD o strané délky a s thlem
¥ ABC == 60°. Ozna¢me X libovolny bod polopfimky ABa Y
prusecik pfimky AC s pfimkou DX. Vyjadrete délku y tsecky
AY pomoci délky x usecky AX. Reste aspott dvéma riiznymi
zpusoby.

RESENf TRIGONOMETRICKE (obr. 1).
D C

"ll,’ll ey ¥,
[ﬁ”j Illlllllliﬂlllmm e

Obr. 1
—_—
Polopfimka AC je osou thlu' & DAX; podle znimé véty je
xy=2.py=2
a a
Dile pouZijeme kosinové véty na A ADY a A AXY; vyjde
PP =a + 5y —ay,
€Y
x2
‘a—sz =x2 4+ 32— xy.

2
: . AN X x p
Prvni rovnici (1) znasobime ¢islem —2 2 porovnéime s druhou
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rovnici; dostaneme
B =2y, @)

2
Rovnici (2) znésobime Cislem —‘;— :

x2y — ax? = a%y — a%x .
A odtud za pfedpokladu y # 0, x # a vyjde

ax

a-+x’

y= (3)

Dodatecné ovétime, Ze vzorec (3) platii pro x = 0, a.
RESENf METODOU SOURADNIC

Zvolime polopfimku A_§ za kladnou poloosu x soustavy orto-
normalnich soufadnic; pak je 4 = [0; 0] , X = [x; 0],

202
¢teme z podminky, Ze body D, X, Y lezi v pfimce. Vyjde

D=[ a al/gl], Y=[t;tl/g],yzzt.éislotvypo_

po @
" 2(a+x)
a odtud pro y opét vzorec (3).
Uloha A-P-3 je celkem nezajimava; jeji feSeni nevyzaduje
Zadny zvlastni vtip.

4.V prostoru jsou dény body Ao, A1, A2, ... , Au = Ao.
Zvolme bod By, k némuz sestrojme dalsi body Bi, Bg, ... , By
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tak, aby prokazdé k = 1, 2, . . ., nstfed dvojice Bg—1 By splynul
se stifedem dvojice Ay_1 Ap. ,
Urc¢ete nutné a postacujici podminky pro to, aby B, = B.

RESENI. Nejlépe snad analyticky. Oznaéme ay, resp. by
radiusvektor bodu Ay, resp. Bx pro & = 0, 1,2, ..., n. Podle
konstrukce bodd By je vZdy

bp-1 + by = ax-1 + ax .

Tyto rovnosti napiSeme pro 2 = 1, 2, ..., n, opatfime stiida-
vymi znaménky a secteme. Dostaneme

bo + b1 =ap + a1
—b1— by = —a1— az| n
................... liché
bu-1+ by = an-1+ an

bo + by = ao + an = 2a0

bo + b1 =ap + a1
—bl_ bz = —a] — a n
....................... sudé
—bp1— by = —ap_1— an

Pfi n lichém je by = b, pravé tehdy, jestlize bo = ao , tj.
(Bn = By) <= (B = Ao).
Pi"i n sudém ie 'Z)Zvdy bn = bo Py t]. Bﬂ, = B[) K

POZNAMKA. Slovem prostor rozumime eukleidovsky pros-
tor dimenze » = 1.
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2. KATEGORIA B

1. Je danda kubick4 rovnica
x3 4 aox? + a1x + ap=0. (1)

Urcte vztah medzi koeficientami ay, a1, az, ktory je nutnou a po-
stacujiicou podmienkou pre to, aby dva korene rovnice (1) boli
dve reédlne opacné ¢isla, obidve rozne od nuly.

RIESENIE. Predpokladajme, Ze dva korene danej rovnice st
a, —a, a 7# 0. Potom plati

ad + asa? + a1a +ap =0,
—ad + aza?2 — aia +ap=0.
Po scitani a odcitani tychto rovnic dostaneme
2a202 + 2a9 = 0, 2a3 + 2a1a =0,
z ¢oho po krateni oboch rovnic médme
aa? +ay =0, a2+ a =0. 2)
Vylicenim a2 z (2) dostaneme
ax(—a1) + ap = 0 CiZze ap = aa.
Nech je ap = aias. Potom rovnica (1) bude mat tvar
x3 + agx? + aix + a1a2 = 0,
z ktorého postupne dostaneme
x2(x + a2) + ai(x + a2) =0,
(x + a2)(x®2 + a1) = 0. 3)

Z rozkladu (3) je zrejmé, Ze nutnou a postacujtiicou podmienkou
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pre to, aby rovnica (1) mala dva nenulové navzdjom opacné
redlne korene je, aby platilo

ay=aazs a a1 <0.

2. Ak je prirodzené ¢islo m = 27 — 7 prvocislo, kde 7 je pri-
rodzené Cislo, potom je n > 3 a n dava pri deleni Styrmi zvy-
$ok 3. Obratene, ak vyhovuje prirodzené ¢islo » uvedenym
podmienkam, nemusi byt m = 2* — 7 prvocislo. Dokézte
obidve vety.

RIESENIE. Pre prirodzené &sla n = 1, 2, 3 najdeme z rov-
nice m = 2% — 7 prislu$né funkéné hodnoty m = —5, —3, 1,
z ktorych Ziadna nie je kladné prvocislo. K tomu, aby prirodzené
¢islo m bolo kladnym prvodislom je teda nutné, aby platilo
n > 3 Cizen = 4. To vSak znamen4, Ze m = 9.

Kazdé prirodzené Cislo n, ktoré je vacsie nez 3, mozno zapisat
prave v jednom z tvarov 4k, 4k + 1, 4k + 2, 4k + 3, kde & je
Cislo prirodzené. K tomu, aby sme dokazali vetu uvedenu
v ulohe, staci dokazat, Ze v pripadoch, ked n = 4k, n = 4k + 1
an = 4k + 2, je m Cislo zloZené. To vSak lahko dokiZeme bud
priamym pouzitim vzorca pre rozklad dvojclena a® — b7 alebo
pouzitim vety, ktord pomocou tohto vzorca Iahko odvodime:

(V) Pre kazdé zloZené Cislon = rs,kder > 1 as > 1 st pri-
rodzené cisla, je a® — 1, kde a je prirodzené &islo, delitelné
jednak Cislom a” — 1 a jednak ¢islom a8 — 1. Ak jea > 1, je
tiezzar —1>1,a5 —1> 1.

a) Ak je n = 4k, potom m = 2% — 7 = 222k — 1 — 6.
Pretoze ¢islo 2226 — 1 je podla vety (V) delitelné Cislom
22 — 1 = 3 a aj ¢islo 6 je deliteIné ¢islom 3, je ¢islom 3 deliteIny
aj ich rozdiel, t.j. ¢islo m. Ak v8ak m > 3 je deliteIné Cislom 3,
nemodZze byt prvocislom.

39



b) Akjen =4k + 1, potom m = 24k+1 — 7 = 2(24% — 1) — 5.
PretoZe podla vety (V) je Cislo 24k — 1 delitelné Cislom 24 — 1 =
=15 = 3.5, je ¢islo 24k — 1 vzdy deliteIné ¢islom 5. Potom je
viak Cislom 5 delitelny nielen jeho dvojnésobok, ale aj jeho
dvojnasobok zmenseny o 5 Cize ¢islo m. Vzhladom na to, Ze
m > 5 a je delitelné Cislom 5, nie je prvocislom.

¢) Akjen = 4k + 2, potom m = 24k+2 — 7 — 22(2k+1) — ]—
— 6. Pretoze Cislo 22(26+1) — 1 je delitelné ¢islom 22 — 1 = 3,
rovnakou tvahou ako v a) dostaneme, Ze m je delitelné ¢islom 3
a vzhladom na to, Ze je vdC§ie neZ 3, nemdze byt prvocislom.

K tomu, aby prirodzené ¢islo m = 2" — 7 bolo prvocislom,
nestaci, aby pre z boli splnené podmienky #» > 3 an = 4k -+ 3,
kde % je prirodzené ¢islo. K dokazu tohto tvrdenia nidm staci
najst priklad c¢isla m uvedenych vlastnosti, ktoré bude zloZené.
Ak zvolime n» = 7, dostaneme m = 27 — 7 = 121 = 112,
Podobne pre » = 11 dostaneme m = 211 — 7 = 2041 = 13.157,
Co je taktieZ Cislo zloZené.

POZNAMKA. Vzorce pre rozklad dvojélena a® — b7, resp.
am -+ b" st ziakom $ko6l druhého cyklu iste zndme. St uvedené
tieZ v zv. 14 Skoly mladych matematikov (Fr. Vesely: O délitel-
nosti &isel celych) na str. 16 a veta (V) na str. 93. Daliie vety
o delitelnosti prirodzenych ¢isel s obsiahnuté v ucive aritme-
tiky pre 7. triedu ZDS.

[B-P-3]

3. Do daného obdélnika ABCD, kde AB > BC, je vepsin
osmithelnik JKLMNOPQ, jak je naznaleno na obrizku 2;
osmitthelnik vznikl ze dvou obdélniktt JKNO, FMNQ o spo-
le¢né tihlopticce JN, pfi¢emZ bod ¥ je stiedem tsecky AD a N
stfedem tusecky BC.

Vypoctéte obsah osmithelnika pomoci rozmérd @ = AB,
b = BC daného obdélnika.
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RESENI{. Konstrukce osmiihelnika je patrni z obr. 2. P¥i
oznaceni z obr. 2 polozme LT = x, LS = y, KT = t. Obsah p
obdélnika FKNO je p = FN.JD neboli

Obsah r kosoétverce JLNP je
r=ay,

takZe obsah s osmithelnika je s = 2p — r neboli

s=alb—y). )
Vypocitame y. V trojuhelniku SKT je & T = 90°, SK = % a;
podle Pythagorovy véty dostaneme

12 = SK2 — ST?

neboli

t=%]/az_-——b2—. )
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Ze stejnolehlosti o stfedu L trojihelnikd LNS, LKT plyne

TL  SL
TK = SN
neboli
x )
T 1
—2—(1

Po dosazeni ze (2) a snadné tpravé obdrzime

2yt v Va2 —b2

X =

a a

neboh y Vm
xX="
a
Vedle toho plati TL + LS = —;— b neboli
b
x+y= 23

dosadime-li sem ze vztahu (3), dostdvame postupné

2’
a—}—]/a—z—b2 __b_
y'——_a =30
ab
y=

2a+ Ja2 — )
Po dosazeni do (1) dostaneme

s=a(b—2(a+]/a:2——b2))
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ebal __ abla + 2]/a—2———bz)
T et ji—m
coZ lze popiipadé nésobenim a — ]/a_z———bzv Citateli i jmenova-
teli upravit na tvar
_a(2b® — a® +- al/a® — b2)
2b

Tim je feSeni provedeno.

4. Je dan ctverec ABCD o strané délky 1. Na polopiimce
opacné k B4 je zvolen bod M, pro ktery plati 0 < BM < % .

a) Nastran¢ BC urcete body E, F (BE < BF) tak, aby pfimky
ME, MF rozdélily ¢tverec ABCD na tii obrazce: trojuhelnik,
Ctyitdhelnik a pétithelnik téhoZ obsahu. Vyjadiete délky BE,
CF jako funkce délky BM.

b) Zjistéte, zda podminka BM < — neni zbyte¢na a zda pfi
jejim splnéni je dloha fesitelna.

RESENTI. a) Ma-li jedna z &sti (a to prostfedni) byt péti-
thelnik, musi protnout pfimka ME jesté stranu AD v bodé
G # D a pfimka MF jesté stranu CD v bodé H = D. Césti
jsou pak lichobéznik BEGA, pétithelnik EFHDG a trojihelnik
FCH (obr. 3). Ozna¢me podle obr. 3: BM = x, BE =1t,CF =y,
AG = u, CH = z. Podle podminky ulohy o obsazich je pak

1 1
'2_(t+u)='3_:
1 1
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Mimoto plyne z podobnosti A MBE ~ N MAG a /\ CHF ~

~ /\ BMF 7 "
x 1+=x° @
y_1-vy
2 X
Z prvni rovnice (1) a z prvni rovnice (2) dostaneme po vylou-
ceni u 2 X
t=—. . 3)
3142
D_\H z oo
y
~
G
F
. £
t
A B * M Obr. 3
Fl
£ Obr. 4
a
A B M, M



Z druhé rovnice (1) a druhé rovnice (2) dostaneme po vylouceni =
kvadratickou rovnici pro y

3x2+2y —2=0, 4)

ktera mé jediny kladny kofen (pfi daném x)
1 -
== e— L 5
¥y =3 (Vl + 6x —1). (5)

b) Podminka x < % neni zbytecnd. Je-li totiz x = 7 s

pfimka M1 D oddéli trojihelnik F1DC, jehoZ obsah je (viz obr.4)
roven %, nebot CD = 1, CF; = %, BF; =—;;, BM; = 75"

pak

V tomto pfipadé vSak nevznikne pétithelnik EFHDG. Pfimka
M F,kde BF > BF, oddéli trojihelnik FCH o obsahu men$im

nez % Tim spiSe to plati o trojihelniku F'CH, ktery oddé&li
pfimka MF’, kde BM > —;—

c)]e-lix<—1—,plynez(3)t <%, nebot 2x < 1 + 2x,

2x <1 2 X
1+ 2% 31+ 2

U= —g— — t, takze plati # < 1. Déle dokaZeme, Ze pro y vypo-

— & —1— . Z prvé rovnice (1) pak mime

¢étené podle vzorce (5) plati
2
y>3- (6)
Kdyby totiz bylo y = %, platilo by
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3xy2+2y—2§3x.-‘9£+—‘;——2=%(2x — 1)< 0, coz

by bylo ve sporu se (4). Z (6) viak plyne podle druhé rovnice

ey
=

3y
Bod H tedy skute¢né lezi mezi C, D.

<lI.

2 =

3. KATEGORIE C

I C-P-1 I

1. Z letisté odlété letadlo na lince I kazdy tfeti den, na lince II
kazdy paty den a na lince III kaZdou nedéli a stfedu. Dne
4, ledna startovala letadla na vSech tfech linkach. Kolikrat je$té
do konce roku budou letadla na viech tfech linkdch odlétat
v tyz den?

KOMENTAR A RESENT. Jde o tzv. ,slovnt dlohu —
prvnim tikolem je sestavit matematickou formulaci tilohy.Vzhle-
dem k textu bude asi tfeba rozliSit dva pripady:

(a) 4. ledna je nedéle;

(b) 4. ledna je stfeda.

Kazdy z pfipadt budeme FesSit jako samostatnou lohu.

(a) Zavedeme jakousi ,,soustavu soutadnic. Pokladdme ctvr-
tého ledna za nulty den a ozna¢ime pfirozenym Cislem x den,
kdy nastane spolecny start letadel vSech t#i linek.

@® bud je Cislo x nasobkem cisel 3, 5, 7, tedy i Cisla 105 (od-
lety v nedéli);
@ @ ncbo je Cislo x ndsobkem Cisel 3, 5, tedy i ¢isla 15, a zéro-
veti je Cislo x-3 nisobkem sedmi (odlety ve stéedu).
Mimoto je x £ 361 (= 365 — 4) pro rok obycejny, resp.
x = 362 (= 366 — 4) pro rok prestupny.
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Matematické formulace tlohy (a) zni:

Maime urcit vSecka pfirozena Cisla x < 361 (resp. 362), kterd
spliiuji jednu z podminek: x je ndsobkem 105 nebo x je nésob-
kem 15 a zaroveil x — 3 je nasobkem 7.

Diirazné upozoriiujeme, Ze je vidy tieba sestavit nejdfive
matematickou formulaci slovni tlohy, neZ tuto tlohu za¢neme
fesit. Tato formulace se muZe skladat z nékolika rovnic a ne-
rovnic, ale miZze znit také tak, jak jsme vyse uvedli.

RESENT matematické tlohy: Hledané nasobky ¢isla 105 jsou
tiéi: 105, 210, 315. Je-li x ndsobek 15 a x-3 nasobkem 7, je
x = 15a,x — 3 = 7b, kde a, b jsou nezaporna cela Cisla. Cisla a,
b vyhovuji rovnici:

15a = 7b + 3. (1)

I kdyZ jste se naucili feSit takovéto rovnice, muZete se zde
snadno seznadmit s principem jejich feSeni (davame tomu pied-
nost pfed experimentalnim reSenim, které bychom doporuco-
vali pro kategorii Z). Z (1) plyne

l4a — 70 =3 —a.
Cislo 3 — a musi tedy byt nisobkem sedmi, tj. a = 3, 10, 17,
24, 31, ... . Protoze x = 15a, dostaneme x = 45, 150, 255,

360, 465, ... . Nadi tiloze vyhovuji jen prvni étyfi ¢isla. Uloha
(a) mé tudiz sedm feSeni x

105, 210, 315, 45, 150, 255, 360. @)

Obdobné formulujeme a fe$ime dlohu (b). Dostaneme opét
feSeni x = 105, 210, 315 a soustavu rovnic

x=15a, x-4="Tb,
odtud
15a = 7b + 4
¢ili
72a —b)=4—a

adilea = 4,11,18, ..., x = 60, 165, 270. Uloha (b) m4 tedy
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jen Sest feSeni:
105, 210, 315, 60, 165, 270 . 3)

POZNAMKY. 1. Je tieba prekontrolovat, Ze nalezend mozna
feSeni (2), (3) skute¢né splinji podminky tlohy. (2) a (3) jsme
ziskali rozborem, ke kterému musime pfipojit zkousku.

2. Ukazalo se, Ze pocet feSeni nezalezel na tom, zda rok byl
prestupny &i obycejny. Reseni (2) viak ukazuji, Ze kdybychom
o mélo posunuli vychozi den (6. ledna misto 4. ledna) byla by
prestupnost roku rozhodujici.

Muzete si snadno sestavit varianty ulohy C-P-1. Misto leta-
del muZzete uvést vlaky (mezinirodni spoje), misto Cisel 3, 5
u linek I, IT zvolit ¢isla 2, 3, misto nedéle a stiedy zvolit t¥eba
utery a Ctvrtek. Velmi doporucujeme:

@ zndizornit situaci na Ciselné ose pomoci milimetrového mé-

fitka,
@ @ zopakovat nékteré vlastnosti délitelnosti, které se potiebuji
pfi feSeni rovnice (1).

2. Jsou-li p, ¢ prvocisla vétsi nez 3, pak p2 — ¢? je délitelné
Cislem 24. Dokazte.

KOMENTAR A RESENT{. Tematika této tlohy je z aritme-
tiky pfirozenych cisel. K tomu podotykdme: je naprosto ne-
zbytné cvicit se v tzv. algebraickych upravich; bez rutiny
v tomto matematickém ,,femesle® ani nejvtipnéj$i a nejnapadi-
téjsi FeSitel nedofesi fadu tloh. Je vSak nesympatické cvicit tako-
véto upravy samoucelné; Ciselnd teorie je jeden z uUsekdl mate-
matiky, ktery poskytuje dosti prilezZitosti k ,algebraickému po-
¢itani* a navic dava dosti zajimavé vysledky.

Nyni k nasi tloze: Obé prvocisla p, g jsou vétsi nez 3 a tedy
lichd. Nabizi se rozklad

P-—¢=0+90—9. 1)
48



Cislap + g ip — g jsou suda, proto z (1) plyne

P»P—¢ _ptq p—
-2 .qu. @)

Cislo na levé strané (2) i oba ¢initelé na pravé strané jsou celd.
2 g2
Dokéazeme-li, Ze 31—4—‘1— je nasobek $esti, bude tloha roziese-

na. Je dobré uvédomit si vétu, kterd se Casto v teorii Cisel uziva:

Jsou-li p, ¢ dvé nesoudélné licha Cisla, jsou i celd ¢isla P -;—q ,

P—;—-q— nesoudélnd. Véta se dokidze sporem: kdyby platilo

P;q —ta, L = kb (k> 1 celé), bylobyp =k . (a +
+ b), ¢ = k(a — b),tj. Cisla p, g by méla spolecného délitele .
2 __ g2
Budeme-li se pokouSet dokazat délitelnost Cisla qu
P+qg p—4q
2’ 2
tii, druhé, tieba totéZ, je ndsobkem dvou. Je vSak zfejmé, Ze ob&
p+4q9 p—4q
2 2
jejich soucet a rozdil, tj. ¢isla p, ¢, byla dvé suda ¢isla. Obdobné
nahlédneme, Ze pfi déleni tfemi nemohou tato Cisla dévat zbytky
15 1 nebo 1; 2 nebo 2; 2; v kazdém z téchto piipadt by totiz
jejich soucet nebo rozdil byl nasobkem tfi, a to je nemozné (p, ¢
jsou prvocisla vét$i nez 3). Z toho plyne, Ze aspoii jedno z &isel
pP+qg P—4¢
2 2 2
jsme pomocnou vétu viibec nepotiebovali.

......

Sesti, musime dokazat, Ze jedno z Cisel je ndsobek

nemohou byt sudd nebo licha, nebot by

éisla

je nasobkem tfi. Je vidét, Ze pfi dokazovani

vétsi nez 3 se da vyjadfit ve tvaru 6x 4 1, x je pfirozené Cislo.

49



Ditkaz je snadny; prvocislo dava pfi déleni Sesti néktery ze
zbytka 1, 2, 3, 4, 5. Aviak

6x +2=23x+1),6x +3 =302x +1),6x +4=(3x +2).2
nejsou prvocisla. Zbyva tedy jen 6x + 1, 6x + 5 = 6(x + 1)—1.

Pouzijeme-li této pomocné véty, je

22— ¢2= (6a -+ 1)2— (6b + 1)2= 3642+ 12a F 12b — 36b2=
= 12[(3a%4- a) — (362+ b)] =12[a(3a +- 1) — b(3b + 1)]. (3)
Snadno nahlédneme, Ze pro libovolné celé ¢islo ¢ je ¢.(3z 4= 1)
sudé. Je tedy '
aBa 4+ 1) — b(3b 4 1)

sudé a podle (3) je p2 — ¢2 nisobkem Cisla 24.

Uvedeme jesté jedno fedeni, v némz se uzivd pojmu kon-
gruence. (Viz brozura &, 21 z edice Skola mladych matemarikii od
Al. Apfelbecka.)

Piipomeiime definici:

Celé ¢islo a je kongruentni s celym &islem b podle modulu m,
kde m je celé Cislo, pravé kdyz m je délitelem rozdilu a —bo.
Thuto relaci zapisujeme

a = b (mod m).
Plati
P—¢=0—-90+9.

Je-li p = ¢ (mod 3), pak 3/p — ¢; neni-li p = ¢ (mod 3), je napf.
p =3k + 1, ¢ = 3] + 2 (nebo obracené), takze 3/p+q. Vidy
tedy plati 3/p2 — ¢2.

Obé ¢&isla p — ¢, p + ¢ jsou sudd. Kdyby Z4dné z nich nebylo
délitelné ¢tyfmi, bylo by p — ¢ = p + ¢ = 2(mod 4), takze ¢islo
(p + 9) — (p — q) = 2q bylo by délitelné 4, coz neni mozné.
Tedy vzdy plati 8/p% — ¢2.

Ponévadz ¢isla 3 a 8 jsou nesoudélni, je tim dokazano, Ze pro
libovolna dvé prvodisla p, ¢ vétsi neZ tfi plati

24/p% — ¢2.

Pripravnou ulohou k tloze ¢. 2 je napf. tato #loha: Dokazte,
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Ze rozdil druhych mocnin libovolnych dvou lichych ¢isel je na-
sobkem ¢isla 8. (Zde nelze tvrdit, Ze je nasobkem 24, nebot
napf. 72 — 32 = 49 — 9 = 40.) Ditkaz tvrzeni této ulohy je
zcela elementarni:

2n1 + 1)2 — 2ne + 1)2 = 4m2 + 4dny — 4dne? — 4dnp =
= 4[ni(n1 + 1) — na(ne + 1)] .

Kazdé z cisel m(n -+ 1), no(ne + 1) je sudé.

Pravdépodobné by bylo vhodnéj$i formulovat misto ditkazové
ulohy radéji #lohu urcovaci asi takto: urcete nejvétsi nasobek
Ctyf, kterym je délitelny rozdil druhych mocnin dvou prvo-
¢isel vétSich nez 3.

i C-P-3 |

3. V rovine je dand dsecka AB. V jednej z polrovin vytatych
priamkou AB uvazujme vsetky pravouhlé trojuholniky 4ABC
s preponou AB. Ozna¢me X pitu kolmice vedenej bodom B
k osi uhla ¥ BCA.

Dokazte, Ze vietky takéto osi uhlov BCA prechadzaji pevnym
bodom a vySetrite mnozinu vsetkych bodov X.

KOMENTAR. Tato tloha se sklad4 ze dvou &sti, z nich
druhé navazuje na prvni. Prvni ¢ast je zvlastnim pfipadem obec-
a dokazuje se pomoci obvodovych thld. Domnivime se, Ze je
pro olympioniky uZitecné pfiucit se témto poznatkiim.

Prvni cast ulohy se da resit bez obvodovych whld. Budiz
ABY nerovnpramenny pravouhly trojuhelnik s pfeponou 4B
(obr. 5). Oznacme S stied dsecky AB, p osu prepony AB, 0 osu
thlu ¥ AYB, Z prusecik pfimky p s polopfimkou o (bod Z
lezi v poloroviné opacné k ABY) a ozna¢me kone¢né T prise-
¢ik usecek AB, YZ. Zvolime oznaceni bod 4, B tak, aby pla-
tilo ¥ BAY = ¢ < 45° Pak se z pfislu$nych trojahelnikd vy-
pocte '
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¥ ABY = 90° — ¢, x BTY = ¥ ATZ = 45° + ¢,
x SZT = 45° — g,x AYS = ¢, ¥ AYT = 45°,
x SYT =45° — ¢.

Odtud odvodime, Ze trojuhelnik YZS je rovnoramenny.
Bod Z je tedy prusecik kruznice £ se stfedem S a polomérem
SA s ptimkou p. Tak se dokéZe tvrzeni prvni Casti tlohy.

Druh4 &ast je téméf evidentni. Body X vyplni podle obrdceni
Thaletovy véty polokruznici nad primérem BZ, kterd prochazi
bodem S. Krajni body B, Z nepatfi mnoziné vsech bodu X
(obr. 5).

Ulohu lze zobecnit tak, Ze se pozaduje, aby ¥ 4 YB byl kon-
stantni, tfeba ostry nebo tupy. Pfitom budeme uZivat véty:
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Je-li & kruZnice opsana trojihelniku ABY a je-li AY # BY,
pak osa thlu ¥ AYB protind osu p usecky AB v tom priise-
¢iku C pfimky p s kruZnici %, ktery néleZi poloroviné opacné
k ABY.

Odirvodnéni pomoci obvodovych thli: oblouky AC, BC lezici
v poloroviné opacné k ABY jsou shodné, proto jsou shodné
i pfislusné stiedové thly ¥ ASC, ¥ BSC (S je stied kruz-
nice &) i prislusné obvodové uhly ¥ AYC, ¥ CYB, tj. polo-
piimka YC je osa thlu ¥ AYB.

Ulohu lze doplnit dodate¢nou otizkou: Probéhne-li bod Y
oblouk Y3;Y?, probéhne bod X oblouk X:X»; jaky je podil
délek obou téchto obloukd ?

Ztejmé staci zabyvat se obloukem BY; a pfislu$nym oblou-
kem BXi. Protoze je ¥ BAY, = ¥ BZY, = ¥ BZXy, je
i ¥ BSY1 = ¥ BRXj, kde R je sted tsecky BZ. Z toho vy-
plyva, Ze podil délek oblouktt BY1, BX; je tyz, jako je podil
polomérti piislusnych kruznic, tj. BS: BR = /2.

4. V trojuhelniku ABC oznalime D stfed strany AC a E ten
bod strany AB, pro ktery plati AE = 2. BE. Prusecik pticek BD
a CE oznacime K (obr. 6).

c
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a) Vypoctéte, v jakém poméru déli bod K usecky BD, CE.

b) Vypoctéte, jaké casti obsahu daného trojihelniku jsou ob-
sahy Ctyf obrazcl, na néz déli usecky BD, CE dany trojuhelnik
ABC.

KOMENTAR. Je to typova tloha, s jejimiZ metodami FeSeni
by se méli resitelé seznamit; jeji jednodussi verze je pfipravna
tloha €. 3 kategorie Z XXI. ro¢niku MO. V komentafi k pii-
pravnym uloham kategorie Z je analyzovana nejen tloha ¢. 3,

Kdyby $lo jen o ¢ast a) (déleni usecek), mohla by se tloha
fesit pomoci pricek trojuhelniki, coz je v podstaté pouziti po-
dobnosti trojihelnikd. ProtoZe vSak ¢ast b) se tyka obsahti troj-
thelniki a ¢tyfahelnika, bude snad vyhodnéjsi fesit celou tlohu
C-P-4 pomoci obsaht. Ostatné vime, Ze téméf kazda tloha,
kterd se da fesit pomoci podobnosti, se da resit také pomoci
obsah.

Pri fedeni nasi lohy a) ozna¢me obsahy trojihelniki ABC,
BCK, CDK, BEK, DAK, EAK po tad¢ P, Py, Pz, Ps3, Py, Ps.
Dale ozna¢me x, y podily délek tisecek:

DK = x.BK, EK =y.CK. ¢))
Z (1) plyne .
Py = xP, P3=yPy, )

nebot trojihelniky BKC, DKC maji spole¢nou vysku na strany
BK, DK; obdobné se dostane druhé rovnost (2).

Dile je

1 1
P1+P2="2—P, P1+P3=“3—P, 3)
tj.
2P; + 2Py = 3P; + 3P3,
tj. podle (2)

2xP, = P1 + 3yP;
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a odtud

2x =1+ 3y. 4)
Obdobné dostaneme
Py = P, P5=2P3, ©)
tj.
Py = xP,, Ps;=2yP;,
1 1
P1+P2=§P, P3 4 Py + Ps :EP’
Py + xP1 = yP1 + xP1 + 2yP1,
a tedy
l4+x=y+x42y,
odtud
1
y=- ©
Po dosazeni z (6) do (4) vyjde
x=1. ©)

b) Nyni vypocteme P, Py, Ps, Py + Ps. Z (2), (5), (6),/(7) do-
staneme \

1 1 1 5
P1=ZP,P2=ZP,P3=—1—2—P,P4+P5=—EP.

Pokud jde jen o podily délek usecek, je vyhodné uZit aparitu
trochu obecnéj$iho — véty Menelaovy. Pro ekonomické vyslo-
veni Menclaovy véty ovSem potfebujeme pojem déliciho po-
méru, ktery je jednim ze zikladnich pojmua afinni geometrie.
Oznacime-li (X'YZ) délici pomér t#i riiznych kolinedrnich boda

XZ
[(XYZ) = v7° kdyZz bod Z nelezi mezi X, Y, (XYZ) =
XZ .
==z kdyz bod Z lezi mezi X, Y], pak miZeme vyslovit

Menelaovu vétu takto:
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Budiz POR trojihelnik, m piimka jeho roviny, ktera nepro-
chézi Zadnym z vrchola P, O, R a piotiné ptimky PQ, OR, RP
po fad¢ v bodech R’, P’, Q'. Pak pro délici poméry (cyklicky
tvorené) plati

(POR').(QRP").(RPQ") = 1.

V tloze ¢. 4 aplikujeme Menelaovu vétu nejprve na trojihelnik
ABD a na pfimku CE; dostaneme

(ABE).(BDK)(DAC) =1,
neboli
(—2).(BDK) % =1,
odtud
(BDK) = —1, BK = DK.

Za druhé aplikujeme Menelaovu vétu na trojuhelnik AEC
a pfimku BD; dostaneme

(AEB).(ECK).(CAD) = 1,

neboli
3.(ECK).(—1) =1,
odtud
1 1
(ECK) = — 3> EKz;CK.

Poméry obsaht je pak ovSem tfeba pocitat zvlast.

4. KATEGORIE Z

1. Ciferny soucet kladného trojciferného prvocisla p; je dvoj-
ciferné prvocislo pa. Ciferny soucet prvocisla p2 je jednociferné
prvocislo p3 > 2. Najdéte vecky takové trojice prvocisel p1, po,
bs.
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KOMENTAR A RESENI. Prvni tiloha je typicky pfiklad
tlohy, kterd se da sice neobratné fesit experimentalné, ale kterd
zérovei ukazuje vyznam matematické dedukce. Reitelé by se
méli seznamit s tabulkou prvocisel; v této tabulce najdou 143
trojcifernych prvocisel. Vypoctou-li jejich ciferné soucty, vybe-
rou-li mezi témito soucty vSecka dvojcifernd prvocisla a vypo-
¢tou opét ciferné soucty a mezi nimi zjisti ty, které jsou prvo-
Cisla, je tloha feSena. MiZeme vypocitat, kolik Casu by asi na
tento postup potiebovali.

Ukaéze se tak, Ze bude vyhodné pomoci si n¢kolika jednodu-
chymi dsudky:

(1) Ciferny soucet trojciferného ¢isla je nejvySe 3.9 = 27,
Mezi prirozenymi Cisly do 27 je jen pét dvojcifernych prvocisel;
jejich ciferné soucty ukazuje tabulka:

Prvotislo t 11 { 13 | 17 [ 19 | 23 ‘
l
!

Jeho ciferny soucet ‘ 2 ’ 4 ' 8 |10 | 5

Mezi nimi je jen jedno prvocislo véts$i nez 2; je to 5. Hledané
prvocislo p2 je tedy 23.

(2) Nyni musi fesitel v uritém systému rozlozit Cislo 23
v soucet tii celoCiselnych kladnych séitanct, z nichZz Zadny neni
vétsi nez 9 (23 je ciferny soudet trojciferného ¢isla!). Rozklady
jsou Ctyfi:

Zde je plno prilezitosti k drobnym dedukcim: Aspori jeden ze
sCitanct je 8 nebo 9 (pro¢?); nejvyse dva scitanci jsou = 8
(pro¢?); vSecky tii s¢itance si nejsou rovny (proc¢?). Zduraziu-
jeme, Ze v této fazi feSeni nezalezi na poradku s¢itancii; teprve
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v dalsi fazi, aZ z nich budeme tvofit trojciferna isla, budeme
musit pfihliZet k jejich uspofadani.

(3) Také pfi tvoreni trojcifernych Cisel se uci fesitel systema-
tickému postupu. Systém zarucuje, Ze zadné Cislo nevynecha-
vame a Ze zddné nebude uvedeno vice neZ jednou.

Nasledujici zabulka uvadi piehledné vSecka mozn4 reSeni:

Rozklad cisla 23 Trojciferna cisla
9+9+5 9985, 959, 599
9+8+6 | 986,968,896, 869,689,698
9+7+7 977,797,779
8+8+7 887, 878, 788

Tato tabulka je opét sestavena podle zdsad kombinatoriky (v prv-
nim, tfetim a ¢tvrtém fadku jsou to tzv. permutace s opakova-
nim, v druhém fadku permutace bez opakovani). Z uvedenych
15 cisel odpadaji vSecka Skrtnutd, kterd zfejmé nejsou prvocisly.
Ostatni pfezkoumame bud podle tabulky prvocisel, nebo vy-
poctem. Pfi vypoctu uzivame véty, kterou je vhodné si pfipo-
menout: !

Je-li pfirozené Cislo 7 slozené, pak existuje aspoii jedno prvo-
Cislop = ]/n, které je délitelem cisla #.

Této véty uzijeme takto: Zjistime-li napf., Ze Zddné prvocislo
p < ]/599 < 25 neni délitelem &isla 599, je 599 prvoislo.
K tomu ucelu stadi tedy jen prezkoumat délitelnost ¢isla 599
prvodisly 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23.

Jednim z uvedenych zplsobl zjistime, Ze tloha mi Ctyfi
feseni: 599, 977, 797, 887.

Obmeéna ulohy mizZe byt napf. tato: Urcete viechna trojci-
ferna prvocisla, jejichZ ciferny soucet je délitelny c¢islem 21.
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2. Dokazte, Ze vyraz
V=a2—ab+b2—a-+b+1
nabyva pro kazda dvé Cisla a, b kladné hodnoty.

KOMENTAR A RESENI{. Tato tloha je ptikladem na
slozitéj$i tpravu algebraického vyrazu, tj. celistvé raciondlni
funkce o dvou proménnych a, b. Bylo by tfeba vysvétlit, Ze
obvykle se snazime dokézat ,,nezdpornost* takového vyrazu tim,
. Ze jej upravime na soucet, v némz kazdy s¢itanec je bud druhd -
(sud4) mocnina redlného Cisla, nebo soucin Ciniteld, ktery je
nezdporny, nebo urcité kladné cislo. Jako piiklad muizZeme
uvést tieba tuto #lohu: Pro vsecka realna Cisla a, b, ¢ je

s=(@—ba—c)+®—a)b—c)+(c—a)c—b) = 0. (x)

ProtoZe levé strana dokazované nerovnosti je symetrickd funkce
proménnych a, b, ¢, mizeme volit oznaceni tak, Ze je

azbz=c. (xx)

Toto je pro mladé fesitele velmi obtizny myslenkovy proces,
usnadni se jim konkrétnimi numerickymi pfiklady, z nichZ de-
dukuji, Ze ,,nezalezi na tom, které z ¢isel je oznaceno a, které b
a které c. Pies obtiZnost tivahy bychom se ji neméli vyhybat,
nebot jde o dulezity prvek matematické erudice. Rozhodné
volba oznaceni proménnych a, b, ¢ predstavuje vys$i nivé
mysleni nez fraze: dokdZeme vétu za pfedpokladu (xx), obdobné
by se dokazala, kdyby platilo napf. b = a = ¢ apod.
Upravime (x):

s=@—0blla—c)—@C—e]+(c—a)c—b)=(a—bZF+
+ (c —a)c —b).

Podle (xx) jeviak ¢ —a £ 0,c — b £ 0,tj. (c —a)(c—b) = 0,
atedyis 2 0.
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Pfipravna tloha vyZaduje jisty trik: pokusime se zahrnout do
jednoho nezéporného ¢lenu vsecky ¢leny obsahujici napf. pro-
ménnou a; zbyvajici cleny — které obsahuji jen proménnou b —
se pokusime také upravit v soucet dvou nezdpornych Clend.
Konkrétné:

V=a+b—ab—a+b+1,

1 1\¢2 3 1 3
— ——ph— - Zop2 =
V (a 2b 2) + b+2b+ Y

2
Clen (a — L b— 1 je nezaporny a obsahuje skutecné cleny
2" 2 P

a?, — ab, —a z vyrazu V. Zbyvajici tfi Cleny (1) upravime
takto:

3 1 3 3 1\2 2
2 op2 2 2 = i
4b+2b+4 4<b+3) +3' @
Spojime-li (1), (2), vyjde
1 1\¢ 3 1\2 2
V_(a——z—b—f) + 5 (b +?) +3>0
pro vsecka a, b.
Doplnime-li tento trik je$té malym kouzlem, tj. budeme-li
zkoumat vyraz 2V, dostaneme feSeni, které Sokuje svou krat-

kosti a eleganci, ale také svou smélosti. Takovato feSeni nedo-
porucujeme.

2V = 2a2 + 2b%2 — 2ab — 2a + 2b + 2,
2V = (a® —2ab + b2) + (a2 —2a + 1) + (b2 +2b+ 1),
2V =(a — b2+ (a— 12+ (b + 1)

Ctenafi, ktefi znaji aspoti trochu afinni geometrii kuZelosecek,
mohou nahlédnout diikladnéji do kuchyné, kde se ulohy pripra-
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Yuji, a mohou si podle obecného receptu sestavit jiné obdobné
u%(;’tg;lédéme-li a, b za afinni soufadnice bodu v roviné, je rov-
nice

k11a2 + 2k12ab + koob? + 2ki13a + 2ko3b + kg3 = 0 3)
rovnici kuZelosecky, jejiz diskriminant je
ki k2 ks ‘

k12 koo kos
ki3 ko3 ka3 1

Pfitom k;; jsou pevna redlna Cisla, z nichZ asponi jedno je rtizné
od nuly. Leva strana (3) je tzv. pozitivné definitni funkci pro-
ménnych a, b, tj. nabyva jen kladnych hodnot, pravé kdyz
rovnice (3) vyjadfuje regulirni imaginirni elipsu a kdyz je
k3z > 0. Algebraicka geometrie nés uci, Ze rovnice (3) vyjadfuje
regularni imaginarni elipsu, pravé kdyz plati

A #0, As3 > 0, Agpl33 — A932> 0, (5)
kde Ass, A2z a A3z jsou tzv. minory determinantu (4):
Ass = kirkss — kis2, Aoz = kirkes — kiokis,
Ag3 = kirkes — k122 (6)
Determinant 4 se pocita podle vzorce
A = ky1kookss + 2k12k13kes — k11kas? — kookis? — kaski?.  (7)
Pfezkoumejme timto ,,vy$$im aparitem znovu soucet
V=ag2—ab-+b—a+b+1,

4= 4)

kde je k11 = koo = k33 = 1, k12 = k13 = ———;—,kzsz—«%,ate-
1 3 1 3
dy podle (6), (7): 4 =E’A22 = Z,Aza = '4“,433 =



Jsou tedy splnény podminky (5) a zaroveri je k3g = 1 > 0. Tim
je dokazano, Ze pro vSecka a, b plati V' > 0.

Jak muiZeme sestrojit podle (5) jinou obdobnou tlohu, uka-
zuje tento piiklad: Zvolime k11 = 2, kog = 0, ko2 = k12 =
= ki3 = 1; podle (6), (7) vyjde

) A =kgg — 1,425 = 2ksg — 1, Aoz = —1, d33 = 1,
tj.
Agolzz —Ao32 = 2(ks3 — 1).
Zvolime-li k33 > 1 (napt. k33 = 3), jsou splnény podminky (5)
i k3g > 0 a funkce

s’ = 2a% + 2ab + b2 4+ 2a + 3
nabyva jen kladnych hodnot. Skutené je

s=@+b2+a+2a+3=(+b2+@+12+2>0
pro viecka a, b.

] Z-P-3 l

3. Necht 4, B, C, D jsou po fadé vrcholy vypuklého ¢tyfihel-
nika a necht X, Y, Z, U jsou po rad¢ stfedy stran 4B, BC, CD,
DA. Necht R je prisecik pfimek AZ a UC, T prusecik pfimek
AY a XC.

Vypocitejte pomér obsaht ctyithelnikdt ABCD a ATCR.

KOMENTAR A RESENI. Tato tloha je téméf b&ina
$kolsk4 uloha, ktera nevyzaduje zvlastni vtip. Je nepodstatné,
Ze ¢ryiuhelnik ABCD je konvexni, misto Ctyftihelnika ABCD
se muZeme zabyvat oddélené trojuhelniky ABC a CDA. Usecky
AY a CX jsou téznice trojuhelnika ABC, jejich prusecik T je
jeho tézisté. Poklad4dme-li za zndmou vétu, Ze t&zisté déli kazdou
téZnici v poméru 2: 1, je AT = 2TY a pro obsahy trojihelnika
plati tedy

NATC =2 N YTC, ¢))
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nebot tyto dva trojihelniky maji spole¢ny vrchol C. ProtoZe
BY = CY, je .
1

ABYA=ACYA=5P, ©)

kde P znadi obsah A ABC. (Také trojuhelniky BY A, CY A maji
spolecny vrchol 4). Protoze dale

A CYA = NATC + A YTC,

dostaneme z (1), (2)
3P = AATC +%AATC=%AATC,

neboli
A ATC = % P. 3

Uvodem k této tiloze by mohlo byt opakovani zékladni vlast-
nosti téZnic a tézisté, které jsme v piedchozim pouzili. Také
tato vlastnost se d4 odvodit pomoci obsaht. Necht je TX =
. = k.CT, TY = m.AT; cisla k, m udavaji, v jakém poméru
déli bod T tsecku CX a useCku AY. Prozatim nevime, Ze

E=m= % ; to chceme dokézat. Pro obsahy plati

ANAXT =k AN ACT, A CYT = m. A\ ACT. (4)
Protoze
N ACX = AACY———%AABC;
A ACX = N AXT + A ACT, )
AN ACY = A CYT + A ACT,
dostaneme z (4), (5)
(k + 1) ACT = (m + 1) ACT,
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a odtud 2 = m. Déle je podle (4)

A AXT = AN BXT = N CYT = A BYT = k.ACT.
Plati
AABC = NAXT + ABXT + ACYT + ABYT +

+ A ACT = (4k + 1) N ACT 6)
a mimo to
AABC =2 N ACX =2(ANAXT + AN ACT) =
= 2(k + 1) A ACT. ™

Spojenim (6), (7) dostaneme
(4k + 1) AN ACT = 2(k + 1) N ACT

aodtud4k +1 =2k + 2,k = l . Tim je zakladni vlastnost
téznice odvozena.

Ulohu Z-P-3 lze fesit také podobnostl trojahelnikd. Vede-
me-li body B, T (obr. 7) kolmice k ptimce AC (tj. vysky na
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stranu AC v trojihelnicich A ABC, A ATC) a oznacime-li By,
T jejich paty a M stied usecky AC, zjistime snadno, Ze

A BBoM ~ A TToM; )

pfitom uzivime té vlastnosti, Ze body B, T, M lezi v pfimce
(téznici A\ ACB). Z (8) plyne

BBo: TTo = BM: TM = 3:1 9)

a odtud dostaneme vztah (3) pro obsahy trojihelniki. Vztah (9)
plati i v pripad¢, Ze neplati (8), tj. kdyZ nevzniknou trojihelniky
BBoM, TTyM. To nastane pravé kdyz je BM L AC. Pak je
By = Ty = M a (9) vyjadfuje znamou vlastnost téZnice.

Oba zpuisoby feSeni jsou docela pfirozené: zpravidla vlast-
nost, kterd se da odvodit pomoci obsahti obrazci, se da odvodit
také pomoci podobnosti a obracené. Tuto zkuSenost by méli
ziskat postupné i Ctenafi napf. pii odvozovani véry Pythagorovy,
pozdéji i véty Eukleidovy a pii jinych pfilezitostech.

Zajimav¢jsi je uloha obdobna k uloze ¢. 3. Jejim feSenim
ziskaji Ctenafi kIi¢ k feSeni celé kategorie obdobnych uloh, mezi
néZ patii i zndma wuloha Steinhausova.

Uloha zni takto: Je dan trojuhelnik ABC, na stranich AB,
BC jsou zvoleny body X, Y tak, Ze plati BX = 24X, CY =
= 2BY. Prusecik usecek AY, CX je oznaCen T. Mame urcit,
v jakém poméru déli bod T tusecky CX, 2Y a jaky je pomér
obsaht trojuhelniktt ACT, ABC.

Uvedeme jen strucné teseni. Polozime TX = k.CT, TY =
= m.AT. Pro obsahy trojuhelniki plati (vynechdvime znak A)

ATX = k.ACT, CTY = m.ACT,
ACT + CTY = 2(ACT + ATX),
ACT + m.ACT = 2ACT + 2k.ACT,

1+m=2+4 2k,

atedy m = 2k + 1, tj.
ATX = k..ACT, CTY = (2k + 1).ACT. (10)
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Déleje  ypr _ 3.47x, car:% CTY,

a tedy podle (10)
ABC = ABT + CBT + ACT = 3k.ACT +
“+ % (2k + 1)ACT + ACT,
neboli

ABC 5
ACT = 6k + ER (11)
Ale plati také
ABC = 3ACX = 3(ATX + ACT) = 3(k + 1) ACT
neboli ABC
40T = 3k +1). (12)

Spojenim (11), (12) vyjde linedrni rovnice pro k, jejimz feSenim
jek = % . Pomoci % pak vypocteme podle (11)
TX —lCT TY = }—AT
6 3
2
ACT = 7 ABC.

Pouzijeme-li obrazku, je celé toto odvozeni snadné.

4. Je dan rovnob&Znik ABCD. Potom pro kazdy bod X roviny
rovnobéznika plati
AX < BX + CX ¥ DX;
dokazte.

~ U
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KOMENTAR A RESENT. Reeni této tlohy zilezi v jed-
noduchém a vtipném pouziti neostré trojithelnikové nerovnosti.
Tato nerovnost, kterd je jednou ze zékladnich geometrickych
vét, zni:

Jsou-li U, V, T libovolné tfi body v prostoru (v roving), riizné
nebo splyvajici, plati pro jejich vzdalenosti

Uv £ UT 4 VT.

Pfitom rovnost nastane pravé tehdy, kdyZ bod T néleZi usecce
(nenulové ¢i nulové) UV.

Ostrd trojithelnikovd nerovnost zni: Jsou-li U, Y, T tfi body,
které nelezi v pfimce (a samoziejmé jsou ruzné), plati

UV < UT + VT.

Pomoci trojihelnikové nerovnosti miizeme napf. porovnat délky
dvou vhodnych lomenych car, které maji spolecny pocateéni
i koncovy bod, nebo dokézat véru:

Jsou-li 4, B dva rtizné body a pohybuje-li se bod X po pfimce
p || AB, pak soucet vzdalenosti AX + BX je nejmensi, pravé
kdyz lezi bod X na ose usecky AB.

Trojuhelnikovou nerovnost nebudeme dokazovat, nebot je to
pomoci nichZ se obycejné odvozuje.

Nyni k feseni tlohy ¢. 4. Klicem je sestrojeni bodu Y tak, Ze
bud BXYA nebo CXYD (nebo obé Ctverice) jsou vrcholy rov-
nobéznikd. Lezi-li bod X mimo piimky 4B, CD, vzniknou dva
rovnobézniky, lezi-li X na pfimce AB nebo CD, vznikne jen
jeden. Je uziteCné sestrojit situaci pro rizné polohy bodu X:
uvnitf i vné rovnobéZnika ABCD i na pfimkach AB, BC, CD,
DA, dokonce i ztotoznit X s vrcholy rovnobéznika (na obr. 8
lezi bod X vné rovnobéznika ABCD).

Neostré trojuhelnikové nerovnosti uzijeme dvakrat:
= XD + D4, (D
D4 £ DY + YA. )
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Obr. 8

- Déle pouzijeme vztahtt DY = XC, YA = XB. Z (1) a (2) pak
plyne (bez znalosti operaci s nerovnostmi)

XA < XD + XC + XB. 3)

Uloha by mohla byt uvedena ne jako ditkazova, ale jako impuls
k experimentovani, tj. ve formulaci:

V roviné rovnobéznika ABCD volte bod X rtznym zpiso-
bem a porovnavejte délky X4, XB + XC + XD.

Zajimava je doplitkova otdzka: Pro které body X roviny ABC
nastane v (3) rovnost ? Je zfejmé, Ze to bude pravé pro ty body X,
pro néZ nastane rovnost v (1) a zdrovenl v (2). Rovnost v (1)
nastane, pravé kdyz D nalezi usecce AX, tj. kdyZz X lezi na
polopfimce opaéné k DA. Rovnost (2) nastane, pravé kdyz Y
nélezi usecce AD, tj. pravé kdyZz X nalezi dsecce BC. Ale zadny
bod X nemuzZe spliiovat ziroveil obé podminky, nebot nemuze
lezet zaroven na pfimkich AD, BC. Zpfesnime tedy (3) takto:
pro viechny body X roviny rovnobéznika ABC plati

X4 < XB + XC + XD.

JINE RESENI{. Pro kazdy bod X roviny rovnob&Znika
ABCD (obr. 8) podle trojahelnikové nerovnosti plati
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AX £ AD + DX, G

BC = BX + CX. 2
Ctyitihelnik ABCD je rovnobéznik, a proto }
AD = BC. 3)
Podle (3) a (1) plyne
AX £ BC + DX. 4)
Podle nerovnosti (2) pak ze (4) dostavame
AX £ BX + CX + DX. 5)

Rovnost v (5) nastava, pravé kdyz plati soucasné rovnost v (1)
a (2&, tj. pravé kdyz bod X lezi zaroven na polopfimce opaéné
k polopt. DA a na tsecce BC. To vSak neni mozné, nebot
piimky AD a BC jsou ruzné rovnobézky, a proto pro kazdy
bod X roviny rovnobéznika ABCD plati

AX < BX 4+ CX + DX.
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