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V. Re¥eni sout&¥nich dGloh Ill. kola kategorie A

1. Necht a, b, ¢ jsou redlnd Cisla. DokaZte, Ze existuji
nezdpornad Cisla x, y, 2, ne vSechna rovna nule, kterd
spliiuji nerovnosti

cy —bz=0,
az —cx =0,
bx —ay =0.

RESENI{. Je zfejmé, Ze cyklickou ziménou &isel
a, b, ¢ a zdroven x, y, z se soustava nezméni. Lze se tedy
v feSeni omezit na tyto pfipady:

l.a=b=c=0 neboa=05b=0,c + 0, pak

x=1y =0, 2 =1 je feSenim;

2. a =0, bc # 0, pak

prob> 0,c> 0jex = 0,y = 1, 2 = 0 fedeni,
prob> 0,c <0jex =1,y = 0, 2 = 0 feseni,
prob <0,c> 0jex =0,y = 1, 2 = 1 feseni,
prob <0,c <0jex =0,y = 0, 2 = 1 feSeni.

3. abc + 0, pak

proa> 0,b> 0,c> Oneboa < 0,6 <0,c <0
x = |a|,y = |b|, 2 = |c| feSeni,

proa> 0,6> 0,c <0jex=1,y=0,2=0
feSeni,
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proa> 0,b <0,c <0jex=0,y=0,z2=1
feSeni.

JINE RESENI. Zavedeme oznaleni:
a=rky b=Fk, c=ky
X=1lp Yy=1t, =1,
Maime soustavu
koty — kity = 0,
Rty — Roty = 0
kity — koty =
kterou lze po zavedeni umluvy, Ze pro kazdé celé &islo
7 poloZime
kis=rhy a tig=1,
psat v jednotném tvaru
kit — Ritiyn = 0. 1)
1. Pfedpokladejme, Ze Cisla &y, &, k, jsou vSechna bud

neziporna, nebo nekladnd, pfiCemz nejsou vSechna rovna
nule. Pak existuje feSeni soustavy (1)

. i = |k 5
protoZe pro kazdé :

. kilkil — kilkia| = 0.
Plati totiz

ko - VRl — Rilkia| = Ry Riyy osgn ke — Rikyyy . sgn Ry =
= kikiyy (sgn &y — sgn k) = 0%),
nebot a) jsou-li k;, &y, Cisla riznd od nuly, pak podle
pfedpokladu sgn k; = sgn &y, ;
*) Funkce (signum, tj. znameni) je definovdna pro kaZdé redlné ¢&islo
takto:
1, je-li x>0
sgn x = 0, je-li x=0

—1, je-li x<O.
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b) je-lijedno z Cisel &;, k;,, rovno nule, pak kk;,; =0.
2. Necht nenastane pfipad 1. Pak nutné existuje
takovy index j, Ze k; = 0 a pfitom %;,; < 0.
Nyni volme
=0, 43,=0, #,=1.
Pak ze soustavy
Ritya — kjat; = 0,
kj+1t]' - kjlj+1 2 O,
ki gty — Rjtyq = 0.
Po dosazeni za ¢, t;,,, t;_; dostdvime
k=0, —ky=0,
coz plati. Tim je diikaz proveden i v pfipad¢ 2.

Resil Miroslav Kmosek,
2a. gymnasium, tf. kpt. Jarose, Brno

2. K trojuhelniku ABC jsou na pfimce AB sestrojeny
body D = BaE + Atak, z2e DA = BE = AB.

Urclete nutnou a postacujici podminku pro délky
useCek a = BC, b = AC, aby existoval takovy trojiihel-
nik ABC, Zze uhel DCE je pravy.

RESENT (obr. 45). Necht <t DCE je pravy. Oznaéme
CD = u, CE = v, A4, patu kolmice z bodu 4 na pfimku
CD, B, patu kolmice z bodu B na pfimku CD. ProtoZe
AA, = %v, BB, = %v, A,C = %u, B,C = -;—u, plyne
z Pythagorovy véty pro pravouhlé trojahelniky BB;C,
AA,C a DEC, ze

1 4

azziuz—{-—g—vz, €))

125



Nyni je
4a2=—‘-1—u2+}9§‘02> b?
a obdobné
16 4
2 — 42 — 2 2
4p% = g ¥ -+ 5 ? > a?.
Celkem
a
'2—<b<2(1

4)

UkaZme, %e podminka (4) je i postalujici. Spliuji-li
totiz kladni C&isla a, b pcdminku (4), ma kladné feSeni

u, v soustava rovnic (1) a (2):

3
u = -5—(4b2 — a%),
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0? = %(an2 — bY).

Je-li ¢ kladné ¢islo ze vztahu (3), 1ze sestrojit trojuhelnik
DEC o stranach délek DE = 3¢, CD = u, CE = v,
a plati, Ze < DCE je pravy. Bedy A a B, které déli
stranu DE na tii stejné Casti (DA = AB = BE = ¢),
tvofi s bodem C trojuhelnik, ktery md strany a, b, jak
plyne opakovénim @vahy ze zatitku feSeni.

ZAVER. Podminka (4) je nutnd a postadujici. Lze ji
také psat ve tvaru

max(a, b) < 2 min(a, b).
INE RIESENIE. Ozna¢me

— - — - — — — — — -
BA=¢, AC=a, CB=b, DC=u, CE=v
Potom
— - — —
AD =c¢, EB=c.
a a b v
D ¢ A I3 B I3 E

Obr. 46

Predpokladajme, ¥e existuju také dizky usediek a, b,
aby existoval A ABC tej vlastnosti, Ze <t DCE je pravy.
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Potom plati (obr. 46)

>
u.v=20.
Zrejme plati:
—> —> — - - =
U= a—C, V= b — C,
- —> — —
a+b-+c=o,
kde o je nulovy vektor. Podla (1), (2a), (2b) plati
2. b—c(a+b)tc.c=0
Podla (2c) je
a+b=—c
Cize
SE-Ll@T a0 %
Po dosadeni zo (4) a (5) do (3) dostaneme teda
5¢c.c=a.a+b.5
Cize
5¢2 = a? + b%.

(1

(2a, b)
(2¢)

@)

C)
®)

(6)

Naopak, ak v A ABC plati (6), potom sa obratenim postu-

pu presved¢ime, ze <¢ DCE = 90°.

Aby sme mohli zostrojit A ABC pozadovanych vlast-

nosti, musi platit

la—bl <c<a+b,
t.j.
a? -+ b% — 2ab < c® < a® + b% + 2ab

a vzhladom na (6) stcasne

1
= 5 (@ + ).
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Stadial. mame
a? + b% — 2ab <%—(a2+b2) < a? 4 b2 + 2ab
Cize
4a® 4 4b%2 — 10ab < 0,
4a? -+ 4b% + 10ab > 0.

Druhé z tychto nerovnosti je pre kazdé kladné a, b splne-
nd. Po Gprave prvej nerovnosti na tvar

2(—‘;-)2—5.(%)+2<0

1 a .
> <3< 2. @)
KedZe vsetky Gpravy, ktorymi sme dostali podmienku
(7), boli ekvivalentné, stali splnenie tejto podmienky
k tomu, aby existovalo ¢ tak, Ze

o la—bl<c<a+b a 52=at4 P,
tj., Ze trojuholnik ABC moZno zostrojit a uhol DCE

je pravy.
Hladanou nutnou a postacujicou podmienkou je teda
splnenie nerovnosti (7).

dostaneme

Riesil Stefan Sakalog
3. d, SVS Prievidza

POZNAMKA. K rovnosti (6) lze samoziejmé dojit
také bez uZiti vektorového pocltu.
Oznalme S stfed useCky AB. Bod C zfejmé leZi na

Thaletové ptlkruznici nad pramérem DE, a proto
(viz obr. 47).
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Podle kosinové véty v A ASC
plati

1 9 3
2 2 2 2
b ——4c +—4c—20 COoS o 4
obdobné v A BCS
1 9 3
2 2 2 2
at = ¢ + i¢ +——2ccosoc,
takZe
a’ + b? = 5¢%,

Tato podminka je nutnd a posta-
Cujici, aby téZnice 7, v A ABC

méla velikost%c, tj. aby <t DCE

c S jfc B

Obr. 47 byl pravy.

3. Jsou déna pfirozena Cisla 2, 3, 4, 5,...,n— 1, n,
kde » = 96. Rozdélime-li je libovolné do dvou skupin,
pak vzdycky aspoii v jedné z nich je moZno najit dvé
(rtznd) cisla a soucasné jejich soucin. DokaZte.

Naleznéte priklad, ktery ukazuje, Ze véta neplati pro
n = 95,

RESENI. Nejprve se budeme zabyvat ptipadem
n = 96. Abychom odvodili spor, budeme pfedpokladat,
ze Cisla je moZno rozdélit do dvou skupin A a B tak, Ze
Zadna z nich neobsahuje soucasné dvé Cisla i jejich soudin.
Bez Gjmy obecnosti 1ze predpoklidat, Ze &islo 2 patii
do A. Nyni rozliS$ime Ctyfi pfipady.

I. Cislo 3 a 4 patti té% do A. Pak soudiny 2.3 = 6,
4=8 a 3.4=12 jsou ve skupiné¢ B. Souliny
8 = 48 a 8. 12 = 96 nalezi tedy do A. Avsak 2, 48
96 nemohou soucasné byt v 4 a to je spor.

2
6
a
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I1. Dale probereme pfipad, Ze 3 je ve skupiné A a 4
v B. Potom sou¢in 2.3 = 6 je v B, souin 4.6 = 24 je
v A. Kam patfi Cislo 82 Rozhodné ne do A, nebot je
3.8 = 24; leZi tedy v B. Soucin 6 . 8 = 48 ukazuje, Ze
by 48 mélo byt v A4, avSak 2.24 = 48 — to je spor.

III. Pfipad, Ze 3 je v B a 4 je v A, se fesi podobné.
Soulin 2.4 = 8 patii do B, soudin 3.8 = 24 do A.
O disle 6 nyni snadno rozhodneme, Ze musi patfit do B,
nebot 4.6 = 24. Zase je tu spor, nebot 6.8 = 48,
2.24 = 48.

IV. Kone¢né necht &isla 3 a 4 obé patii do B. Pak
3.4 = 12je v A aislo 6 musi byt v B. Rovnosti 2. 12 =
= 24 a4 .6 = 24 ukazuji znova spor. Dtikaz pro n = 96
je tedy podan.

Pro n = 95 tvrzeni neplati. Rozdélme cisla napf. tak,
Ze do prvni skupiny ddme
2, 3, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 17,19, 23, 25, 29, 31, 32, 37,
43, 47, 48, 49, 53, 54, 56, 59, 60, 61, 66, 67, 70, 71,72,73,
78, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 88, 89, 90,

a do druhé

6, 8, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 26, 27, 28,
30, 33, 34, 35, 36, 38, 39, 40, 41, 42, 44, 45, 46, 50, 51, 52,
55, 57, 58, 62, 63, 64, 65, 68, 69, 74, 75, 76, 77, 85,
86, 87, 91, 92, 93, 94, 95

74dna skupina neobsahuje dvé Cisla a soulasné jejich
soucin.

4. Dokazte, ze existujt realne Cisla A, B tak, Ze rovnost

n

Dtgk.tgk—1)=A.t1gn+ B.n

k=1
plati pre kazdé prirodzené Cislo 7.
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RIESENIE. Zo znimého vzorca tg (x— f) =
_ tga—tgf
T l+tga.tgp’
uhlov o, B, pre ktoré je definovand funkcia tangens,

ktory plati pre vsetky také dvojice

priom o« — f =+ —;— + mm, kde m je celé &islo, vyplyva
tgle — B) + tg(e — p) . tgex . tg f = tg « — tg f, z Coho

tg(x—p). tga.tgf=1tga—tgp —1tg(x—p). (1)
Pre kaZzdé prirodzené &islo & zrejme plati: &2 + (2m + 1) .
% » kde m je celé Cislo, pretoZe Cislo na pravej strane je

iraciondlne. Pre kazdé prirodzené Cislo % je teda tg %
definované a ak v (1) zvolime $pecidlne « = &, = k — 1,
dostaneme:

tgl.tgk.tg(k—1)=1tgk—tg(k—1)—1tgl. (2)
Ak teraz v (2) volime postupne 2 = 1,2, 3, ..., n a viet-
ky takto ziskané rovnosti s¢itame, dostaneme:
tgl.s,=(tg2—tgl —tgl)+ (t1g3 —tg2 —tgl)+

+ ...+ (@gn—tgln—1)—1tgl), kde

n

o= D tgk.tgk—1),

k=1
Cize tgl.s,=tgn—tgl—(m—1)tgl, =z <Coho
(vzhladom na to, Ze zrejme tg 1 + 0) mame
1
s,,—tg—l-tgn—n. 3)

Spravnost (3) pre kazdé prirodzené Cislo nIahko dokaZeme
matematickou indukciou:
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a) Pre n=1je s, =tgl.tg0=0a z 3) mame
1
tg1
b) Nech (3) plati pre nejaké prirodzené ¢islo m. Potom

§ = ‘gl —1=0.

ctgm —m +tglm + 1).tgm =

1

Sm+1 = tgl

_tgm+ttgl.tgm 4 1).tgm

o tg 1
a s pouZitim (2) pre £ = m + 1 dalej plati
_tgm+tgm+ 1) —tgm—tgl
o tg 1

1

= 7 8+ D= (m 1),

¢o dostaneme taktieZ z (3) pre » = m + 1. Tym je ddkaz
skondeny.

POZNAMKA. Uspésni fesitelé této tlohy postupovali
vétsinou tak, Ze predpoklddali, Ze poZadovand redlnd
éisla A, B existuji, a za tohoto predpokladu je urdili ze
soustavy rovnic:

1
Ztgk.tg(k:— )=A4.tg1+"'B,

k=1

2
Stgk.tg(k—1)=A.1g2 + 2B.

k=1
Pomoci vypoctenych &isel 4, B, pak z rovnosti uvedené
v textu ulohy ziskali vzorec

ﬁ:tgk.tg(k——l)z

k=1

Sm+1

1

Eé—T-tgn——n,
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ktery pak dokazali pro kazdé pfirozené &islo 7 stejné jako
v autorském feSeni matematickou indukci.

JINE RESENI. Pfedpokladejme nejprve, e existuji
takova redlnd Cisla A, B, Ze rovnost

n

Ztgk.tg(k~1)=A'f.tgn—[—B.n (1
k=1
plati pro jisté pfirozené Cislo n. Ma-li (1) platit pro tdz
Cisla A, B, téZ pro n + 1 musi byt spravna rovnost
n+1

A.gn+D+Br+1)=2wk.tgk—1)=

k=1

tgk.tglk—1)+tgn.tg(n+ 1),

1

k=
¢ili musi platit
A.tgn+ 1)+ Bn+ B =
=A.tgn+Bn+tgn.tg(n+1). (2)
Cislanan + 1jsou pfirozend, a proto jsou jejich tangen-
ty vzdy definovany. Upravou rovnosti (2) dosazenim ze
znamého vzorce

tgn +tgl
tg('HLI):IEtg i'_gta
dostavame
Agn+1gl)+ B(1 —tgl.tgn)
1—-tgl.tgn o
A —-A.tgl.tgnttgn+tgl).tgn
o 1—tgl.tgn

a protoze tg (n + 1) je definovan, je 1—tgl.tgn + 0,
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a tedy lze posledni rovnost upravit na tvar
(l—A tgl).tg’n+ (tgl + B.tgl).tgn —
—(A.t1g1 +B)=0. 3)
Ma-li vztah (3) platit™pro vSechna #, tj. pro vSechny
piisludné tg n, stali, aby vSechny koeficienty v mnohocle-
nu proménné tg 7 na levé strané rovnosti (3) byly nulové,

tedy
A.tigl=1 a B=—1

Takové A4 existuje, nebot tg 1 = 0.

Nyni si ovéfime, zda s témito koeficienty A a B plati
rovnost (1) i pro n = 1. Pak skuteéné plati, nebot

tgl.tg0=0
a
A.tigl+B.1=1—1=0.

ZAVER. Pro reilné koeficienty 4 — tgl—l a B=—

plati vztah (1) podle principu matematické indukce pro
vSechna 7, nebot plati pro n = 1 a z platnosti pro pfiroze-
né &islo n, jak bylo vySe dokdzino, plyne platnost (1)
pro ¢islo n + 1.
Resil Andrej Kugler
3. g, SVVS, ul. W. Piecka, Praha

5. Je dany trojuholnik ABC. Zvolime bod X tusecky
AB abod Y + X polpriamky AC a zostrojime v roviné
ABC rovnostranny trojuholnik XYZ. VySetrite mnoZinu
M vrcholov Z vSetkych takto zostrojenych trojuholnikov
XYZ,ked bod X prebieha use¢ku AB a bod Y polpriamku
AC. Vysetrite tiez pripad, ked <t BAC = 60° .

RIESENIE. Ka#dy bod Z vznikne otofenim bodu Y
okolo bodu X o 60° v kladnom alebo zdpornom zmysle
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(obr. 48). Pretoze vsetky body Y vypliiuju polpriamku
AC, vyplnila body Z mnoZzinu vsetkych bodov vsetkych
polpriamok AxCy a AxCx, ktoré vznikni otolenim
polpriamky AC o 60° v kladnom alebo zapornom zmysle
okolo vSetkych bodov X useCky AB.

////

Obr. 48

Oto¢ime najskdor bod A okolo bodu X do poldh
Ax, A%. Body Ay, A% st zrejme vrcholy rovnostrannych
trojuholnikov AXAy, AXAY%. Pretoze bod Ay vznikol
otoCenim bodu A4 okolo X o 60° v kladnom zmysle, vzni-
kol bod A% otofenim bodu A4 okolo X o 60° v zdpornom
zmysle. Mnozinu vSetkych bodov Ay dostaneme ako
obraz AAp tseCky AB v otoCeni okolo stredu 4 o 60°
v zadpornom zmysle. Teraz uZ lahko doplnime polpriamky
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AxCyx. Ich mnoZina vyplni akysi ,,polpds* roviny (je to
prienik pasu roviny s istou polrovinou; na obr. 48 je
vyznaleny tucne a vySrafovany).

Analogicky dostaneme druhy ,,polpds. Je to mnoZina
vietkych bodov vietkych polpriamok A%Ck, ktoré
vznikli otoenim polpriamky AC okolo X o 60° ale

Obr. 49

v zépornom zmysle. Koncové body Ak polpriamok
A%CY% vyplnila tseéku AAp. VySetrovand mnoZina M
je v pripade, ked <t BAC + 60° zjednotenie oboch
»polpasove, ale bez bodu 4.

Ak je <t BAC = 60°, je nahradeny jeden z ,,polpasov*
polpriamkou so zaliatkom v Ay (na obr. 49 je to AzCp)
a bod A4 potom patri do mnoZiny M.

Ak je <x BAC = 120°, je tiez jeden z ,,polpdsov*
nahradeny polpriamkou, ale bez jej zaciatoéného bodu 4
(obr. 50).
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A /X7B
/
/ //
/oy
/oy
/

Obr. 50

6. Je dan Ctyi'stén ABCD a libovolny jeho vnitini bod O.
Bodem O vedeme pfi¢ky rovnobéZzné s jeho hranami
(jejich krajni body lezi ve sténich Ctyfsténu). Pak plati,
Ze soulet poméru délek téchto pfitek a délek s nimi
rovnobéZnych hran Ctyfsténu je roven 3. DokaZzte.

RESENI. Vedme bodem O pficku 4D, || AD, 4,
leZi‘ve sténé ABC, D, ve sténé DBC; C;, D, jsou kra;m
body prlcky vedene bodem O a rovnob&né s CB; C,
lezi ve sténé ACD a B, ve sténé ABD. Ctyrsteny
O(BCD), A(BCD) maji spole¢nou podstavu BCD, a tudiz
pomé&r jejich objem1 se rovnd poméru délek jejich vysek
Vg : 0,4 Ale z podobnych trojahelnikit AADQ ~ AOD,Q’
plyne (viz obr. 51) v,: v, = OD;: AD. Je tedy

objem O(BCD) _ OD, W
objem A(BCD) AD’ :
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Obr. 51

Ctyistény O(ABC) a D(ABC) maji spole¢nou podstavu
ABC a jejich objemy jsou v poméru
objem O(4BC) 04, W)
objem D(ABC) AD*
Seétenim (1) a (1’) dostaneme
objem O(BCD) + objem O(ABC)
objem A(BCD)
_OD, + 04, _ 4,D, @)
AD AD
Vyménou vrcholt 4 < C, B < D dostaneme z (2)
objem O(ABD) -+ objem O(ACD) _ B,G, @)
objem A(BCD) BC
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Sectenim (2) a (2) mame

soucet objemu étyfstént [O(ABC)+ O(BCD) +
+ O(CDA) + O(4BD)] _
objem Ctyfsténu A(BCD) o

AIDI _+_ Blcl . 1 . (3)

Podobné vztahy plan pro dalsi dvojice protéjsich hran
Ctyfsténu

A2BZ CZD2 ’
B A C3 . ”n
y Toll 1. (3"
Secétenim (3), (3'), (3”) dostaneme
4,D, 3101 4B, | CyD, BaDa % Ca _
4D " BC " 4B "Ccp " BD T =3

JINE RESENi (obr. 52). Vedme bodem O pficku
A4, || AD. Potom rovina uréend body 4, D, 4,, O, A,
protne hranu BC v bodé X. Z podobnosti trojuhelnikii
A XA, 4,, N\ XAD vyplyva

4,4, _ XA, 0
AD XA°
Vedme nyni pfimku OX a jeji prusecik s hranou AD
ozna¢me X;. Z podobnosti trojuhelnikl vyplyva

X4, XO
XA XX
a ze vztahu (1) dostdvame
4,4, XO
4D XX, @
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Jedin4 hrana Ctyfsténu, kterd je mimobéZna s hranou 4D,
je hrana BC. Vedme bodem O pfi¢ku E,E, || BC. Rovina
uréend rovnobézkami E,E, a BC obsahuje ziejmé také

Obr. 52

body O, X, a proto i bod X;. Z podobnosti trojihelnikil
AXE\E,, A\ X,BC plyne

EE, X.E,
BC  X,B’
protoze X.E X0
B XB XX}
dostavame EE, X0 @
‘BC XX’
Sedtenim rovnosti (2), (3) dostaneme
AIA2 _ X0+ X0 _
+ XX = 1. 4)
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e e . . . A1A, E.E,.
Dokazali jsme, Ze soucet pomeéri 4D a BC je roven 1.

Podobné dokiZeme tento vztah pro dalsi dvé dvojice
pficek a hran, tj. Ze

pficka rovnob. s BD n pricka rovnob. s AC —1, 5)

BD AC
pti¢ka rovnob. s CD | pficka rovnob.s AB
CD * AB =1 ®

Seftenim rovnosti (4), (5), (6) dostdvame tvrzeni, které
jsme méli dokazat.

Resil Milo§ Paledek
3.S. gymnasium, Kfenova ul., Brno
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