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IV. StitaZné dlohy Il. kola

1. RIESENIA ULOH KATEGORIE A

1a. Nech 7 > 1 je prirodzené &islo, @ = 1 realne ¢&islo
anech pre redlne Cisla x;, , £ = 1,2, ..., n plati:

x=1, x;—;lza—}—ock, E=1,2...,n—1; (1)

pri¢om Cisla oy, vyhovuji nerovnosti

1
< — — —
o = gy A= b%eor—1. @
n—1
Potom plati:  |/x, <a + n—il ;  dokaZte.

(PouZite znamu nerovnost: Pre [ubovolné neziporné
redlne Cisla by, by, . . . , by, plati:

vy Wl i b"'.) (5 bodov)

m

RIESENIE. Z (1) jednoduchym vypoétom dostaneme
Xn=0(a+0)...(a+ ay). ©)
KedZe z (2) pre kazdé £k = 1,2, ...,n—1 vyplyva

a+op=1-— >0,

1
k(k + 1)
dostaneme z (3) na zéklade vety o geometrickom a arit-
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metickom priemere

n—1

V= Jatm  Grads
(n— 1Da+ :2;05,‘

n—1

lIA

Cize
n—1

1
S‘k(k -7

Vep<a+ 2=t . (@)

n—1

n—1

Zrejme vSak plati
n—1

n—1

Dt ) - -k
RE+1) E k+1)] >

k=1

na zéklade ¢oho uZ zo (4) vyplyva nerovnost, ktorej
spravnost sme mali dokazat.

1b. Vysetfete mnoZinu vSech bodt v roving, jejichz
pravouhlé soufadnice x, y splituji soustavu nerovnic

x| <2, |yl <2, (1)

cos nxy = 0, 2)

cos nt(x? — y?) = 0. 3)

Naértnéte obrazek. (5 bodu)

RESENI. A) Mnoinou viech bodii, pro které je splné-
no (1), je vnitfek Ctverce, ktery omezuje pfimky

x=2, x=-2, y=2, y=—2.
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B) Z nerovnice (2) plyne
2k + 7 <y §2kn+—g—n,
tj.
1 3
2k+—2—§xy =2k + 5,
kde % je celé Cislo. MnoZinou vSech bodd, pro které je

splnéno (2), jsou vSechny body leZici mezi rovnoosymi
hyperbolami

xy = 2k + %, xy = 2k + i, k celé cislo, (4)
a na téchto hyperbolach.
C) Z nerovnice (3) plyne
2+ 5 < (et — 3) < 2kn + %n,
tj.
2k—i——l—<x2—y2<2k—i—i
2 = = 2"

kde % je celé Cislo. Mnozinou vSech bodd, pro které je

splnéno (3), jsou vSechny body leZici mezi rovnoosymi
hyperbolami

x2—~y2:2k—+—%, x? — y* = 2k + -, k celé ¢islo,
, 5)
a na téchto hyperbolach.

D) Hledana mnoZina je prinikem mnoZin nalezenych
v A), B), C). Na obr. 32 je vysrafovdna. Pfi urfovani tohoto
pruniku staci v pfipadé B) uvaZovat jen body mezi hyper-
bolami (4) a na nich pro

k= —2, —1, 0, 1, nebot pro k2 =2 (k= —3) plati
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N
[22]
F2, —5J/ LZ,\-ZJ

Obr. 32

xyg%(xy§—%),takie je |x| > 2 nebo [y > 2.

Podobné v ptipadé C) stali uvaZovat jen body mezi
hyperbolami (5) a na nich pro 2 = —2, —1, 0, 1, nebot

pok22(ks —Djest—y =2 (2 —yrs - 2),
takZe |x| > 2 nebo |y| > 2.

2a. Je didn A\ ABC. Sestrojte viechny takové body X,
které maji tu vlastnost, %e ¢tyfahelniku s vrcholy A4, B, C,
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X lze opsat i vepsat kruZnici. Konstrukci provedte
eukleidovsky (tj. kruZitkem a pravitkem).
(6 bodtr)

RESENI{. Rozbor (obr. 33). BudiZ % kruZnice opsani
A ABC. Hledané body X potom lezi na k. Necht tyi-
thelnik ABCX, jehoZ vrchol X leZi uvnitf oblouku AC

Obr. 33

neobsahujici bod B, spliluje podminky ulohy. ProtoZe
jde o Ctyfahelnik tenovy, plati

AB 4+ CX = BC + AX
¢ili '

AB—BC=AX—-CX=d, €))
coZ je konstanta.
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a) Jestlize
AB = BC,
je
AX — CX =0,

tj. bod X leZi na ose tiseCky AC. V pfipadé a) je tedy
KONSTRUKCE bodu X jednoducha: Bod X je pruse-
¢ikem osy usecky AC s vySetfovanym obloukem AC, a to
ziejmé vzdy jedinym.

b) Necht napt. 4B > BC, potom body X, pro néZz
plati (1), leZi na té vétvi hyperboly s ohnisky 4, C a s hlav-
ni osou d, ktera obsahuje bod B. Urceni pruseciku
prislusné vétve hyperboly s uvazovanym obloukem by
byla jen priblignd konstrukce.

Bod X je vSak vrcholem trojuhelnika ACX daného
stranou AC, thlem < AXC = 180° —  a rozdilem
sttan AX — CX = d. Tuto pomocnou #lohu vyteSime
nejprve:

Predpokladejme, Ze trojuhelnik ACX na obr. 33 je
feSenim této pomocné tulohy. Rozdil AX — CX =d
sestrojime jako tse¢ku AR = AX — XC. Potom troj-
uhelnik RCX je rovnoramenny; jeho thly pfi zdkladné

RC maji velikost & = [180° — (180° — )] = 5-f.
Potom thel <t CRA = 6 = 180° — 7[3 je tupy, usecka

AR = AX — CX je men§i neZz AC (z trojuhelnika
ACX). Je tedy bod R sestrojitelny podle Ssu v pomocném
obrazku nebo jako prisecik kruznice m = (4; d) a men-

$iho oblouku .pfislusného whlu 6 = 180° — %/3 nad

tétivou AC, ktery leZi v poloroviné opacné k poloroviné
ACB. Bod X je pak spoleCnym bodem uvaZovaného
oblouku AC a osy o tsecky RC. Z toho vyplyva KON-
STRUKCE:
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Sestrojime kruZnici & opsanou A ABC.

Sestrojime kruZnici m = (A; d) a oblouk » pfislusny
ahlu d (viz rozbor).

R = m N n v poloroviné¢ opaéné k poloroviné ACB.
Sestrojime osu o use¢ky CR.

X=o0nAC (na k v poloroviné opatné k ACB).
ABCX je hledany Ctyfahelnik.

ZKOUSKA. Obracenim vypoltu z rozboru vyplyva, Ze
X AXC = 180° — pfatedy ABCX je tétivovy Ctyruhelnik.
Podle konstrukce je AB — CB = d = AR = AX — CX,
a tedy AB + CX = AX + CB, ¢ili ABCX je te¢novy
¢tyfahelnik.

DISKUSE. V uvedené konstrukci ma kazdy krok
pravé jeden vysledek, takZe na uvaZovaném oblouku
dostaneme jediny bod X. Obdobnou konstrukci i pro
zbyvajici oblouky AB a BC dostaneme po jednom bodu
X. Celkem mad tedy tloha tfi feSeni.

Obdobné tfi feSeni dostaneme i v pfipadé a).

SRS e

2b. Je dany pravouhly trojuholnik ABC s preponou
AB. Na odvesne AC zvolme bod X, na odvesne BC
zvolme bod Y. V rovine ABC zostrojme KkruZnicu
s priemerom XY.

Urcite mnoZinu P vSetkych bodov vSetkych takto zo-
strojenych kruZnic. (6 bodov)

RIESENIE. I. Oznaéme K mnoZinu vietkych kruZnic
roviny ABC, ktoré boli zostrojené podla textu ulohy.
Dokazeme, Ze mnoZina stredov vSetkych kruZnic z K je
pravouholnik CDFE bez bodu C, pricom D, E, F su
v uvedenom poradi stredy strin AC, BC, AB (obr.
34a, b).

Skutocne, ak je Y pevny bod odvesny BC a ak prebieha
X odvesnu AC, prebieha stred Z useCky XY usecku
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)

a) Obr. 34 b)

UV || AC, kde U je bod odvesny BC, V bod osi o
useCky AC. Ak je Y = G, je treba vyludit pripad X = C.
Ku kazdému bodu Y odvesny BC je teda priradend jedind
useCka UV (obr. 34a) a vsetky tieto useCky UV vyplnia
pravouholnik CDFE bez bodu C. Tuto skuto¢nost mozno
jednoducho dokéazat tieZ metdédou stradnic, ak zvolime
za stiradnicové osi kartézskej sustavy suradnic priamky
AC, BC.
I1. Stredom kaZdej kruZnice & z K je teda nejaky bod Z
z pravouholnika = CDFE
B - (mimo C) a pre jej polomer
k CZ plati (obr. 35)
CZ<BZ, CZ=<AZ,

E F pretoZe priamky DF, EF st
%7 v uvedenom poradi osi strdn
/ AC, BC. Preto kruZnica %

% pretina tuse¢cku AC i BC
C g A (pokial sa priamok AC alebo

- BC v bode C nedotyka)
Obr. 35 okrem bodu C este v jej
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vnutornom bode. Analogické tvrdenie plati pre jej prie-
seéniky s preponou 4B, ak ovSem existuju.

Intuitivne zistime: Hladanou mnoZinou P je obrazec
O, ktory sa sklada z trojuholnika ABC a z troch polkru-
hov zostrojenych nad priemermi AB, AC, BC (obr. 36).
Tieto polkruhy st ohrani¢ené kruZnicami z K, ktoré

P

%7

maja stredy v bodoch D, E, F. DokdZeme teraz, Ze
kazdy bod kaZdej kruZnice % z K patri do obrazca O. Ak
kruZnica % nelezi v AABC, potom ta jej Cast, ktora
lezi napr. v polkruhu P; (obr. 37), je polkruZnica alebo
men$i oblik nad tetivou CY, ktord je Castou prislusnej
strany trojuholnika ABC, t. j. odvesny BC. Ak je M
Tubovolny bod tohto oblika kruZnice %, je ¢ CMY pravy
alebo tupy a patri preto do polkruhu P; zostrojeného
nad priemerom CY a teda aj do polkruhu P;. Analogicka
uvaha plati pre polkruhy P, a P,.

III. Zostava dokazat, Ze kaZzdy bod M obrazca O patri

101



asponi jednej kruZnici 2 z K, t. j. kruZnici, ktord pre-
chidza bodom C a jej stredom je niektory bod Z pravo-
uholnika CDEF (okrem bodu C). K tomu sta¢i dokizat,
Ze os p useCky CM (predpokladime C + M), mé s pra-

Obr. 37

vouholnikom CDEF aspoii jeden spolocny bod Z. Pre
hrani¢né body obrazca O nie je treba ni¢ dokazovat. Pre
kazdy iny bod M polkruhu P, a AABC (ktory lezi
v doplitkovom polkruhu) plati MF < CF. Preto medzi
bodmi C, F lezi asponi jeden bod osi p.*) Os p obsahuje
teda vZdy aspoii jeden bod pravouholnika CDFE.

ZAVER. Hladani mnozina P je mnoZina vietkych
bodov obrazca O (pozri obr. 36).

POZNAMKA. Nie je vyhodné riesit tito ilohu meté-
dou suradnic, pretoZe vysledny obrazec nemd v suradni-
ciach jednoduché vyjadrenie.

3a. Mé&me posloupnost celych Cisel
*) Analogicky pre kaidy nehrani¢ny bod polkruhu P; (P,) plati

ME < CE (MD < DCQC) a preto medzi bodmi C, E (C, D) lezi asponi
jeden bod osi p.
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Qg Qys Aoy o v v 5 Ay s v vy ()
v niZ pro vSechna » = 1 plati :
Api1 + Apq = @18y . » (2)

a) MiZe byt takovd posloupnost posloupnosti arit-
metickou?

b) Urcete nutné a postacujici podminky pro to, aby
v takové posloupnosti platilo

Anik + Anx = Axay 3)
pro viechnan, k,n = £ = 0.

c) Jestlize a, = 2, pak existuje komplexni Cislo =z

takové, Ze pro vSechna n = 0 je
a, = 2"+ z7"; (4)
dokazte. (7 bodi)

RESENI. a) Ano, mtZe. Nap#. posloupnost (1), ve
které je a, = 0 pro vSechna n = 0, je aritmeticka (s dife-
renci 0) a vyhovuje (2). Kromé toho také vSechny po-
sloupnosti (1) splitujici (2), v nichZ je a; = 2, jsou aritme-
tické, jak je ihned vidét, napiSeme-li (2) ve tvaru

Ap+1 — Qp = Qp — Qp—1 -

POZNAMKA. Lze dokazat, Ze toto jsou také vsechny
aritmetické posloupnosti vyhovujici (2).

b) Vztah (3) plati pro vSechna n =k =0 pravé
tehdy, jestlize je bud a, = 0 pro vSechna » = 0, anebo
a, =

DUKAZ. I. Jestlize je a, = 0 pro viechna n = 0,
plati (3) trividlné.

II. Necht a, = 2. Potom (3) plati pro vSechna n = 0
ak = 0. Pro 2 = 1 je viak (3) totéZ co (2). Obecnou plat-
nost (3) dokdZeme nyni indukci. Pfedpokladejme, Ze (3)
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plati pro 2 =0, 1,...,m, kde m = 1, a dokdZeme, Ze
plati také pro £ = m + 1. Jest
Anim+1 T An-m-1 = Apimn + Gnim-1 — Gnim—1 +
+ @p-m-a + Cn-my1 — Ap-mt1 =
= (@n+mi1 + nim-1) T @n-ma + CGp-mir) —

— (@nim— + Gn-mi1) -
Na prvni dvé zavorky aplikujeme (2), na tfeti zdvorku
pak 3)prok =m — 1
Dostaneme
Wanim + MAn-m — Am10n = &(@nim + Anm) — Am-10n -
Znovu uZijeme (3) pro £ = m a mame

Ay — Ap18n = An(G18m — A1) -

Avsak podle (2) je

40m — Ap-1 = Am41>
takZe celkem

Animir T Cn-m-1 = Ani1Gn >

coZz jsme méli dokdzat. Vztah (3) tedy pfi q, = 2 plati
pro vsechna n = %k = 0.

III. Necht plati (3) pro vSechna » = k2 = 0 a necht
neni a, = 0 pro vSechna n = 0. BudiZ m takové, Ze
ap =+ 0. Polozime-li v (3) n = m, k = 0, dostaneme

20y = Am + AGp = Apio + Am—o = Qelm
a tedy nutn¢ q, = 2.
¢) Vezméme kvadratickou rovnici
x—ax+1=0. (5)
Soudin jejich kofend je roven 1, jejich soulet je a.
Oznalme 2z jeden z téchto kofenii; druhy kofen bude

pak z7'a bude
2+ 2l=aq.
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PonévadZ pak zfejmé 2° = 1, (271)° = 1, a tedy
R+ 20=2=aq,,
vidime, Ze — pfi této volbé &isla 2 — plati (4) pron = 0, 1.
Indukci dokaZeme, Ze pak plati pro vSechna n = 0.
Predpoklidejme, Ze (4) plati pro vSechnan = 0, 1,2, ...,
m;m = 1, a dokdZzeme, Ze plati i pro n = m + 1. Podle
(2) méme
Amy1 = $Hm — Am—1
atedy podle (4) pron =man =m — 1 jest
Apy = (@ + 2"+ 2™ — (2™ 14 21 =
— zm+1 + gm—1 + gl-m + g m1 __ zm—l — zl—m —
— zm+1 + z—m—l,
coz jsme méli dokdzat. Plati tedy (4) pro vSechna » = 0,
jestlize za 2z zvolime jeden (kterykoli) kofen rovnice (5).

3b. Je dany Stvorsten ABCD. Vo vnutri jeho steny
ABC zvolte bod M a vedte nim priamky MC, || CD,
MB, || BD, MA, || AD, kde C,, B,, A, su priese¢niky
s rovinami ABD, ACD, BCD.

a) Dokazte, Ze pre kazdy taky bod M plati

MA, . MB, , MC, _
4D " BD tep — b M

b) Vyjadrite pomer objemov S$tvorstenov A;B,CiM
a ABCD len pomocou velkosti useiek AD, BD, CD,
MA,, MB,, MC,.

c) Zistite, ako treba zvolit bod M, aby objem Stvor-
stena A;B,C;M bol maximalny. (7 bodov)

RIESENIE. Body A4,, B;, C, leia na priesedniciach
rovin AMD a BCD, BMD a ACD, CMD a ABD.
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(Pozri obr. 38.) Oznalme velkosti useliek M4, = ay,
MBl == bl’ MCI = (:1, AD = a, BD — b, CD = C.
a) Stvorsteny MBCD, ABCD maju spoloénii podstavu

a preto ich objemy st vpomere velkosti ich vySok, t.j.
objem MBCD a,.sine  a

objem ABCD ~ a.sine ~ a (22)

kde ¢ je odchylka AD a BCD. Pre $tvorsteny MACD
a MABD analogicky dostaneme

objem MACD _ b, objem MABD ¢ (2b, ¢)
objem ABCD, b’ objem ABCD ¢ ?

Séitanim rovnosti (2a, b, ¢) dostaneme

106



G b oa
a+b+c——1:

¢o je uZ rovnost (1).

b) Plati

X AMB, = X ADB =y, < A,MC,= <X ADC,

X C;MB, = <X CDB

a moZno preto zostrojit §tvorsten M’A;BiC; zhodny so
Stvorstenom MA,;B,C;, prifom M’'= D, Aj, B;, Ci
leZia v uvedenom poradi na polpriamkach D4, DB, DC
(obr. 39).

D=pM

Obr. 39

Nech v je vyska $tvorstena ABCD z vrcholu C na stenu
ABD a v’ vySka Stvorstena AiBiCiM’' z vrcholu C;
na stenu M’'A4;B;. Potom

2’ c : c
— =2, tj v=".0.
v c c

Objem V S§tvorstena ABCD je

1/(1 .
V= ?(7a.bsmy) .0,
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objem V"’ §tvorstena A1BiCiM’ a teda tieZ $tvorstena
AlBlclM je

V' = %—(%albl sin y) % .0,
t. j.
| 4 _ 4. by .c
vV a.b.c’
c) Objem V'’ bude maximélny préve vtedy, ked bude
maximilny stdin 71 : % . % . Ked?e sulet vsetkych

troch faktorov sa rovnd jednej, zo vztahu medzi aritme-
tickym a geometrickym priemerom nezapornych (isel

a b oo vyplyva nerovnost %'b_lﬁ = 17 B

b’ ¢ b ¢ =2
1
<
V= > v,
priCom rovnost nastane prave vtedy, ked %1- = b .
_a_1 g
- lize pre

MX MY MZ 1

AX BY CZ 3
(pozri obr. 38). Z rovnolahlosti useiek AB a XY so
stredom rovnolahlosti M a koeficientom —2 vyplyva, Ze

X, Y sua stredy stran BC, AC, takZe bod M je taZisko
trojuholnika ABC.

ZAVER. Objem V" §tvorstena 4,B,C,M je maximélny
prave vtedy, ked bod M je taziskom trojuholnika ABC.
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2. RESENI ULOH KATEGORIE B

1a. Necht p, ¢ jsou prvoéisla vétsi neZ 3. Potom d&islo
p*+7¢*— 23 ¢Y)
neni prvodislem; dokaZte. (5 bodu)

RESENT{. Dosadime-li do vyrazu (1) n&kolik dvojic
prvocisel p, ¢ vétSich neZ 3, dostaneme vidy &islo vétsi
neZ 3 a pfitom délitelné 3. Nabizi se ndm domnénka, Ze
pro kaZdou dvojici prvodisel p, ¢ vétSich neZ 3 je &islo (1)
vétsi neZ 3 a délitelné tiemi. DokdZeme-li ji, znamen4 to,
Ze Cislo (1) neni prvodislo.

Prop > 3ag> 3jeislo

PP+ 742 —23>9+63—23> 3. (2)

ProtoZe p, g jsou prvocisla vétsi neZ 3, neni Zadné z nich
délitelné 3, a proto je lze psat ve tvaru

p=3k +1, g=23l4+1,
kde p, g jsou vhodnd pfirozend &isla. Plati
PP+T7¢2—23=03k £ 12 +7031 +1)?—23 =
=9k £ 6k+1)+7.(92 +6l+1)—23 =
= 3.(3k% 4+ 2k + 2112 + 141 —5). 3)
Podle (2) a (3) tedy ¢&islo (1) neni prvodislo.

JINE RESENI{. Ka?dé prvodislo v&t$i ne% 3 je tvaru
6k 4 1 nebo 6% — 1. Necht tedy p = 6k + 1,9 = 6m 4+
=+ 1. Potom ¢islo

P+ 7¢* — 23 = (36k 4+ 12k + 1) +
+ 7.036m? 4+ 12m + 1) — 23 =
=12.(3k% + k +21m® 4 Tm) — 15

je zfejme& délitelné 3, a_tedy vzhledem k (2) neni prvo-
Cislem.
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1b. Su dané Styri rézne body 4, B, C, D v priestore.
Pre kazdy bod X priestoru plati

AX + BX + CX + DX >
>3(4B + AC + AD + BC + BD + CD).

Dokézte. (5 bodov)

RIESENIE. Ak je X Iubovolny bod priestoru, potom
podla trojiholnikovej nerovnosti plati:

AX + BX = 4B, (a)
AX + CX = 4C, (b)
AX + DX = AD, ©
BX + CX = BC, )
BX + DX = BD, @)
CX + DX = CD. (f)

Rovnost v nerovnosti (a) nastava prave vtedy, ked je X bo-
dom useCky AB a analogicky je tomu v ostatnych pripa-
doch. KedZe body 4, B, C, D st podla predpokladu na-
vzijom rdzne, nemdZe v nerovnostiach (a) — (f) nastat
rovnost vo vSetkych sucasne. Ich s¢itanim preto dosta-
neme
3(AX + BX+ CX + DX)> AB + AC + AD +
+ BC + BD + CD,

. ’ ' 4 1 ~ ’ 3 el
skadial po vynasobeni = uZ dostdvame nerovnost, ktore;j

spravnost sme mali dokédzat.

2a. Nech 7n je dané prirodzené Cislo. Najdite vSetky
skupiny siedmich za sebou nasledujucich prirodzenych
Cisel tej vlastnosti, Ze sulin vSetkych Cisel skupiny je
mensi nez n’. (6 bodov)
RIESENIE. Su&in prvych siedmich prirodzenych
Cisel za sebou nasledujucich je 1.2.3.4.5.6.7 =
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= 5040. Je zrejme vial8i nez 27 = 128 i ako 37 = 2187,
ale je mens$i neZ 4" = 16 384. Najmens$im prirodzenym
Cislom 7, pre ktoré ma dana uloha rieSenie, je teda Cislo 4.
Vzhladom na to, Ze najblizsi vicsi suin siedmich za
sebou nasledujucich prirodzenych &isel je 2.3.4.5.
.6.7.8 =40320 > 47, je to aj rieSenie jediné.
Ukéazeme, Ze pre lubovolné prirodzené Cislo n > 4 ma
dana uloha prave tychto n — 3 rieSeni:
[13 2, 3: 43 5’ 6’ 7]: [2: 3: 4, 53 69 73 8]3 .. -[n - 3,
n—2,n—lLyn,n+1,n+ 2,n+ 3]. (€))
K tomu staci, aby sme ukazali, Ze salin vSetkych Cisel
poslednej skupiny je men$i neZ »? ale sudin vSetkych
Cisel skupiny
[n—2,n—1,nyn+ 1,n+ 2,n+ 3,n+ 4],
ktora je nasledujtcou skupinou prichadzajicou do uvahy,
je uz vacsi nez n’.
Plati vsak
(n—3)n+3)=n—9 <n
(n—2)(n+2)=n*—4 <n?
m—1Dr+1)=n—1<n
n= n;
z Coho vyndsobenim lavych a pravych strdan nerovnosti,
resp. rovnosti, dostaneme
(n—3)n—2)(n— D nn+ D(n+ 2)n+ 3) <n’.
Na druhej strane pre » > 4 plati:
(n— 2)(n+ 4) = n®> + 2n — 8 > n?,
(n—1)n+3)=n*+2n—3>n
(n+ 2)(n + Dn = nd + 3n% + 2n > nd;
z Coho opit vynasobenim lavych i pravych stran nerov-
nosti mame

(n—2)(n— Dn(n 4+ D(n + 2)(n + 3)(n + 4) > n".
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ZAVER. Uloha mi pre n =4 prive n — 3 rieSeni
uvedenych v (1). Pre » = 3 uloha rieSenie nema.

2b. Je din pravouhly trojihelnik ABC s odvésnami
AC = 4, BC = 3. KruZinice ky, k,, k3 maji stiedy ve
vrcholech A, B, C a kazdé dvé z nich maji vnéjsi dotyk.
a) Vypoctéte poloméry kruznic %,, k,, k5 a sestrojte je.
b) Vypoltéte polomér kruZnice, kterd ma s kazdou
z kruznic &y, k,, k3 vnéjsi dotyk. (6 bodit)

-

Obr. 40

RESENI. a) Oznatme r, ry, r; poloméry kruZnic
kyy Ry, ky. Pak je (obr. 40)

rntro=c¢ rot+rs=a, rg+r=>= (1)
Protozea = 3,b = 4,c = Va2 + b* = 5, dostaneme z (1)
rtro=5mnrn—ri,=b—a =1
adile r, = 3, r, = 2, r; = 1. KruZnice k&, ktera se dotyka

obou odvésen v bodech 4! B’ (viz obr. 40), md polomér
A’'C = B'C = 1. Ponévadz kruZnice vepsand trojahelni-
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ku ABC ma také polomér o =1 (obsah A ABC je
P = —;—3 4 = 6, polovi¢ni obvod je s = —;—(3 + 4+
L

D=0, 0= —I—:— = 1) a dotyka se také obou odvésen

v bodech A’, B, je k
kruZnice vepsana troj-
thelniku 4 BC. Pomoci
vepsané kruZnice & se-
strojime tyto body do-
tyku A’, B’, C' kruz-
nic &y, ky, ks.

b) Oznacme &, kruz-
nici, kterd ma s kazdou
z kruZnic ky, k,, kg
vn€jsi dotyk, S jeji
stted, r jeji polomér.
Pak je podle obr. 41

Xty =10 +rP (4—xP + =03+

3—y)2+x2—(2+r) ()
Po upravé (dosazeni za x® + y* z prvni rovnice (2))
r r
x:l—7, y:I——?. 3

Dosadime-li nyni za x, y z (3) do prvni rovnice (2), vyjde
po tprave kvadratickd rovnice pro r
232 4 132r — 36 = 0. 4)
Jediny kladny kofen rovnice (4) je
—132 4+ J132° - 4.36.23 6
46 T3

3a. V obore realnych cisel rieste stistavu rovnic
x* + xy = a® 4 ab, (1)
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¥? + xy = a® — ab, (2)
kde x, y st nezname, a, b reilne parametre. Urobte
diskusiu. (7 bodov)

RIESENIE. Ak dvojica [x, ¥] vyhovuje danej sustave,
potom pre Cisla x, y dostaneme séitanim oboch rovnic

(x +y)* = 2a® 3
a od¢itanim (2) od (1)
" x% — y2 = 2ab
Cl1Ze
(x — )(x + y) = 2ab. @

V pripade, ked a # 0, vyplyva zo (4) po umocneni na
druhu a vyuZiti rovnosti (3)

(x — ) = 20 ©)

Z (3), (4), (5) vsak po jednoduchej tprave dostaneme
(2x) = [(x + ») + (x — »)]* = 2(a + b)*, resp.
() =[x +3) — (x — »)I* = 2(a — b)* z Coho

o) = L2l + b, ©)

|yl = V~ la —b|. Q)

Zistili sme teda, Ze v prlpade, ked a + 0, mdZu danej
sustave vyhovovat len tieto $tyri dvojice redlnych cisel:

[Vz(a—{—b), sz a—b)] (8a)
(V20 ), (5b)
2+ 05 — -], (80)

114



[— V—Zi(a +b); — Vg(a* b)] . (8d)

Dosadenim sa presvedlime, Ze ststave (1), (2) vyhovuja
len dvojice (8a) a (8d), ktoré su pre a =+ 0, navzijom
rozne. (Z rovnosti oboch dvojic vyplyva totiza + b = 0,
a — b = 0 a stadial priamo a = 0.)
Ak a = 0, m4 dan4 sustava tvar

x>+ xy=0,

yV+xy=0
a mé zrejme nekone¢ne mnoho rieSeni tvaru

[k: _k] > (9)

kde % je IubovoIné redlne Cislo.

ZAVER. Pre a + 0, b Tubov. ma dané ststava dve
rozne rieSenia dané vztahmi (8a) a (8d); pre a =0,
b Iubov. mé nekoneéne mnoho rieseni tvaru (9).

POZNAMKA. V pripade a + 0 mo¥no rieSenie
sustavy (1), (2) dostat tiez rieSenim stistavy

lx -+ 31 = lall 2,
v — 31 = 1Bl 2,
ktord dostaneme odmocnenim rovnic (3) a (5).

3b. V roviné je diana pfimka p a uvnitf jedné poloroviny

s hranici p dva rtizné body 4 a B. Dile je dino kladné
¢islo #. Na pfimce p sestrojte body X a Y tak, aby XY =
= u a aby délka lomené ¢iry AXYB byla co nejmensi.
(7 bodu)

RESEN{ (obr. 42a). Bedem B sestrojme piimku
g||p a pfimkus | p. Na pfimce'q sestrojme bod B, tak,
aby BB; = u a aby B, lezel v téZe poloroviné vzhledem
k ptimce s jako bod A4; lezi-li bod A na pfimce s, sestro-
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jime na g oba body B; a B, tak, ¢ BB, = BB, = u
(obr. 42 b).

K bodu 4 sestrojime bod A’ soumérné sdruZeny podle
pfimky p. Hledany bod X je priselik pfimky A’B,

a) Obr. 42

s pfimkou p, pfislusny bod Y je pruse¢ik pfimky p
s rovnobézkou s A'B, bodem B. V pfipadé, Zze bod A
leZi na pfimce s, vede i prusecik X’ ptimky A’'B, s pfim-
kou p k feSeni.

K dikazu KONSTRUKCE budeme uZivat pro délku
lomené Cary C symbolu d(C). Necht tedy X; a Y; jsou
libovolné body na pfimce p takové, ze X,Y; = u. Rozli-
$ujme dva pfipady (obr. 42a):

a) X,Y,BB, (v tomto pofadi) je rovnob&Znik. Pak
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d(AX,Y,B) = d(AX,B,B) = d(A'X,B,B) = d(A'B,B) =
= d(A'XB,B) = d(AXYB), a pfitom rovnost nastane,
pravé kdyz X, = X.

b) X,Y:BB, (v tomto pofadi) je rovnob&Znik, kde
B, + B, (obr. 42b) je bod pfimky ¢ takovy, ze BB, = u.
Potom d(AX,Y\B) = d(AX,B,B) = d(A'X,B,B) =
= d(A'B,B) = d(A'B,B) = d(AXYB). V nerovnosti
d(A'B,B) = d(A'B,B) nastane rovnost, pravé kdyz bod
A leZi na pfimce s. Potom je d(AX,Y,B) = d(AXYB),
pravé kdyz X, je prusecik piimky A'B, s pfimkou p
a body A4, B lezi na pfimce s | p.

ZAVER. Uloha m4 jediné feleni, neni-li pfimka 4B
kolma4 k pfimce p; je-li kolmd, ma tGloha dvé feSeni.

3. RESENI ULOH KATEGORIE Z

1. Zavory na ZelezniCnim pfejezdu se spoustéji
2 min. pfed pfijezdem vlaku, spustény zustavaji celkem
3 min. Vlak jedouci primérnou rychlosti 60 km/h je
12 km pfed piejezdem. Po silnici jede auto, které je
v téZe dobé pred pfejezdem 14 km. Vypocltéte nejmensi
a nejvétsi prumérnou rychlost auta, pii které spusténé
zévory auto zadrZi.

RESENI{. Ptedstavme si, ¢ jsme zmé&kli stopky
v okamziku, kdy je vlak 12 km a auto 14 km od piejezdu.
Kdyz vlak pfijede k pfejezdu, bude na stopkach

12 .
g(—)(h) = 12(min.)
Prejezd tedy bude uzavien od okamZiku, kdy stopky

ukazuji ¢as 10 min., do okamzZiku, kdy je na stopkich
¢as 13 min. Pfijede-li auto v tomto Casovém intervalu,
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zavory je zadrZi. Dobé& 10 min. odpovida nejvétsi pri-
mérnd rychlost

14
%0 =70 = 84 (km/h)
60
a dobé 13 min. nejmensi primérnd rychlost
14 14.60 8
Vig = ﬁ = T = 641—3—(km/h) .

60
Zavory zadrzi auto, bude-li jeho prumérnd rychlost
aspon 6418—3 km/h a nejvySe 84 km/h.

POZNAMKA. Pro praxi nem4 vlastn& smyslu otézka,
zda auto projede nebo nikoli, bude-li jeho primérnd

rychlost ,,pfesné 64—% km/h, nebot zdvory se nespousté-

ji okamZit¢ a téZ prumérnd rychlost je jen pomocny
abstraktni pojem. Podobné pro hodnotu 84 km/h.

2. Je dany $tvorec ABCD so stranou diZky 6 cm. Dalej
je dany pravidelny Sestuholnik KLMNOP so stranou
diky 4 cm tak, %e vrcholy 4 a K splyvaja a vrchol L
lezi na polpriamke AB. Obidva obrazce leZia v opacnych
polrovinach s hranicou A4B.

a) Zostrojte drahu, ktora opiSe vrchol K Sestuholnika
KLMNOP, ktory sa zvonka odvaluje po obvode $tvor-
ca ABCD.

b) Vypoditajte dizku tejto drahy.

RIESENIE. Driha bodu sa skladd zo 7 kruhovych
obliikov, ako je naznadené na obr. 43. Dizky jednotlivych
oblukov su %, &, . . . , k;. Plati
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=—;—n1/16 + 4 -2 — a7,

k3=k5=;’gg-60=%—n.KM:%n.V82~42:
4 -
=§—T6.l/3,
Ay - 87z. ~@
ko= Tob 150 = =150 = T

Celkové di?ka drihy bodu K je teda
d:2k1+2k2+2k3+k4:

= (.g— + 2]/7 + %]/3 -+ %Q)n = 19,27 = 60,4 (cm).

3. Trojciferné Cislo » mé v dekadickém zdpise aspon
dvé cifry stejné. Jeho Sestindsobek je Ctyfciferné dCislo,
jehoz dekadicky zdpis obsahuje a) nulu a b) tfi stejné
cifry. Urlete vSechna Cisla » téchto vlastnosti.

RESENI. a) ProtoZe je #n < 1000, je 67 < 6000;
jedind nenulova cifra Cisla 6z je tedy 1, 2, 3, 4 nebo 5.
Obsahuje-Ii Cislo 6n tri nuly, plati 6m = 3000, nebot
¢isla 1000, 2000, 4000, 5000 nejsou nasobky Sesti. Mame
tedy jedno feSeni ulohy:

n, = 500, 61, = 3000. (1)

b) Obsahuje-Ii (islo 6n jedinou nulu a je-1i jeho nenulova
cifra 1, 3, 5, je nula na misté jednotek, nebot 67 je sudé.
Délime-li ¢isla 1110, 3330, 5550 Sesti, dostaneme po
fadé 185, 555, 925. Dostavame tedy dal$i feSeni tlohy:

ny = 555, 6ny = 3330. 2)

c) Obsahuje-li ¢islo 6% jedinou nulu a je-li jeho nenu-
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lova cifra 2 nebo 4, je tfeba prozkoumat 6 moZnych pfi-
padu; vysledky jsou uvedeny v tabulce:

6n 2022 | 2202 | 2220 | 4044 | 4404 | 4440

n 337 | 367| 370| 674| 734| 740

V této tabulce jen prvni sloupec dava feSeni Glohy:
7’!3 = 337, 6”3 - 2022 . (3)
Uloha m4 tedy celkem 3 feseni (1), (2), (3).

4. Je dany lichobeznik ABCD so zikladtiami AB,
CD. Urcite taky bod X uhlopriecky AC, aby priamka ?
rovnobeznd s AB vedend bodom X pretala rameni
AD, BC v uvedenom poradi v bodoch Y, Z, pre ktoré
platl XY = XZ. Vyjadrite dizku XY pomocou] a=
= AB, ¢ = CD.

RIESENIE. a) Uréime mnoZinu vietkych bodov™T,
pre ktoré plati: Y lezi na AD, X leZi na AC, X je stredom
useCky YT, priamka? XY je rovnobeZnd s AB. Zostrojme
bod E tak, aby vrchol C bol stredom tsecky DE (obr. 44).

Obr. 44
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Potom v trojuholniku ADE je vnftitro taznice ACabod C
mnoZinou stredov vietkych useciek rovnobeZnych so stra-
nou DE, ktorych koncové bedy U, T leZia v uvedenom po-
radi na stranach 4D, AE. Hladany bcd X dostaneme jedine
v pripade, ked bod T splynie s priese¢nikom useciek

BC, AE.
b) Zo vztahu A ZCE oo A ZBA vyplyva
EZ ¢
AZ " a
a dalej podla (1)
1_4_E'=AZ+E£:1+_C_:a+c
AZ AZ a a
Zo vztahu A AXZ co A ACE vyplyva
XZ AZ
CE =~ AE’
Podla (2) je
AZ ac
XZ=ZE-CE—a+C,
a teda
ac
XY =XZ= Py
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