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I1l. SGtaZné dGlohy I. kola

1. RIESENIA ULOH KATEGORIE A

1. V obore redlnych Cisel rieSte rovnicu

S = 307 56)

kde 7 je dané prirodzené ¢islo a x;, X, . . . , X, SO nezndme.

RIESENIE. Matematickou indukciou vzhladom na »
dokéZeme, Ze pre redlne Cisla ag, @y, @y ..., a0, (n = 1)
plati nerovnost

ay + (711) a+ ...+ (:) ail =2 [a0a1 + (n T l)alaz +

+ (" ; 1) axas + ...+ (n B 1) an—lan] > M

n—1

priCom rovnost v nej nastane prave vtedy, ked a, =
=) =g = ... = dy,

Pre n = 1 naSe tvrdenie plati, pretoZe potom sa (1)
redukuje na zndmu nerovnost af + a} = 2a,a,.

Predpokladajme teda, Ze naSe tvrdenie plati pre nejaké
n=1 a uvazujme o Iubovolnych redlnych Cdcislach
Qg Qyy Agy - « .« 5 Ay Apyy. Podla indukéného predpokladu
plati okrem (1) tieZ nerovnost
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a -+ (’ll)ag + ...+ (:)a?m =2 [a1a2 + (n —1— 1)a2a3—}—

+ (n ; 1)43‘14 + ...+ (Z : i)ananﬂ] s )

priCom vieme, Ze rovnost v (1) nastane prave vtedy, ked
Ay =a, = ...= a, av (2) prave vtedy, ked a; = a, =
= ...= ay = auy. SCitdnim (1) a (2) dostaneme Ziada-
nu nerovnost

o+("+1) 1+("+1) %+...+(”ii)anﬂ>

=2 [aoa1 + (rll)ala2 + ...+ (:)ananﬂ],

v ktorej plati rovnost prave vtedy, ked a, = a; = a, =
= = Ay = Apyq.
Tym je nase tvrdenie dokazané. Z neho bezprostredne

vyplyva, Ze jedinym rieSenim danej rovnice st Cisla
Xx=Lx,=2,...,%, =mn.

2. Najdéte vSechna pfirozend Cisla, kterd neni moZno
vyjadfit jako soulet aspoil dvou, ale méné nez 1970, za
sebou nasledujicich pfirozenych Cisel.

RESENI. Hledan4 &isla jsou

(1) vSechny celé nezaporné mocniny cisla 2;

(2) dcisla tvaru 1024 .2°. M, kde ¢ je celé nezaporné
Cislo a M je souCinem prvocisel vétSich nez 1970.

Dikaz. I. Necht N = 2%, « je celé nezaporné, a necht

2“:N=Z(n+j)=%r(2n+r—l)
i=0
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je vyjadfenim Cisla N ve tvaru souctu r (= 2) s¢itancu 7,
n+1,...,n+r— 1 Je tedy

22 =¢(2n+r—1);

avsak jedno z &isel r, 2n -+ r — 1 je nutné liché a vétsi nez
nez 1.

II. Necht N neni mocninou 2; budiZ p nejmensi prvo-
&islo ve&t3i ne¥ 2, které je délitelem &isla N. Cislo N lze
tedy psat ve tvaru

©) N = 2°pm,

kde > 0, « = 0 (cela Cisla), a m je bud 1, nebo soudin
prvocisel vétsich nez p. Takové Cislo N lze vyjadrit ve
tvaru

@ N= @t

i=0
kde 7 je pfirozené a r = min [2**1, p].
A. Necht 2**1 < p, tak¥e r = 2=+1, Cislo
Pﬂm . 2rx+1

je nutné liché (pm je liché) a kladné; oznaéme je 2n — 1,
n = 1. Pro toto pfirozené n pak mame

n—1
Z(n +7) = %r Cn—14r)= %2°‘+1(pﬁm — 20+
) + 2441) — 2%Pm = N,
B. Necht p < 2%, tak¥e r = p. Cislo
2a+lpﬂ—1m . p

jenutné iché (« 4 1 > 1, p jeliché) akladné (p#1m = 1);
oznatm je 2n — 1, n = 1. Pro toto pfirozené n pak
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mame

Z(n—kj):—;—r(Zn— 1+7r)=

j=0
= —;—p@““pﬁ‘lm —p+p)=2pm=N.

C. M¢jme N tvaru (3) a vyjadiime je ve tvaru (4) s né&ja-
kym pfirozenym r,r» = 2; dokdzeme, Ze r = min [2*1, p].
C. a) Necht r je sudé,

r—1

2°pFm = Z(n +7) = %r(Zn +r—1;
i=0
Cislo 2n + r — 1 je pak liché, takZe z rovnosti
224 phpy —= r(2n + r — 1)
plyne r = 2%l = min [2**1, p].

C. b) Necht r je liché, a tedy nutné délitelné néjakym
prvocislem ¢ > 2. Je

r—1
NZQ“PﬂmZZ(" +]')=%-r(2n+r—- 1.

j=0
Také Cislo N je tedy délitelné prvocislem g, takZze ¢ =
= p = min[p, 2*™].

Cisla N tvaru 1024.2°. M tedy nelze vyjadfit ve
tvaru souctu méné neZ 1970 po sobé nésledujicich pfi-
rozenych Cisel, nebot i 2048 i délitelé Cisla M jsou vétsi
nez 1970.

Naopak ¢isla N, kterd nejsou tvaru ani (1), ani (2) bud
nejsou délitelnd Cislem 1024, takZe ve vyjadfeni (3) je
2211 < 1024 < 1970, anebo jsou délitelna prvocislem p,
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2 < p < 1970; v obou ptfipadech je
r = min [2**1, p] < 1970

a N lze vyjadfit podle toho, co bylo dokdzano pied C ve
tvaru (4).

3. N4jdite mnoZinu vietkych bodov v rovine, ktorych
pravouhlé sdradnice x, y vyhovuji sdstave nerovnosti

lx| + Iyl <3,
sinn(x+y+—;—)go, sinn(x—y-}—%)go.

SIS
97102050% %62 %0%

< G O, e «,I'ii/i':’. N
00"'305,,,5:::%:%’:0""0' 5.
KRAKRN
o0 %%
>
X

Obr. 7
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RIESENIE. Nerovnost sin z (x +y+ %) >0 je
splnend prave vtedy, ked plati

anén(x—i—y ~l—-;—) < 2kn +nm
CiZze
1
—x + 2k — 5
kde % je celé dislo.

Sys-—x+2ta, O

Podobne nerovnost sin = (x —y+ —;—) = 0 je splnend
prave vtedy, ked plati

sy=x+2m+ 5, @)
kde m je celé Eislo.

Hladand mnoZina bodov je potom prienikom Stvorca
|| + [y < 3 a pasov (1) a (2); pozri obr. 7.

4. Jsou dana kladna ¢isla a, b, ¢, d. Sestrojte Ctyfuhelnik
ABCD s AB = a, BC = b, CD = ¢, DA = d tak, aby
jeho obsah byl co nejvétsi. Najdéte podminku fesitelnosti.

RESEN{. Nutnou podminkou, aby existoval viibec
néjaky Ctyifuhelnik danych rozméra, je, aby nejvétsi
z Cisel a, b, ¢, d bylo mens$i neZ soucet tfi zbyvajicich.
Budeme proto pfedpokladat, Ze tato podminka je splnéna
(a nakonec uvidime, Ze je i postalujici pro existenci hleda-
ného Ctyfuhelnika). Mame tedy

a<b+t+c+d,
b<a-+t+c+d,
c<a-+b+d,
d<a-+b+c.

M
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(Jedna z téchto nerovnosti pravé vyjadfuje nasi podminku

a zbyvajici tfi jsou pak trividlné splnény.)
Predpoklddejme, Z¢ ABCD je c(tyruhelnik danych

rozméru; ozna¢me S jeho obsah, « resp. y velikost jeho

vnitiniho thlu pfi vrcholu 4, resp. C, p = %(a + b+
+ ¢ + d). Pak plati
§ = 5 (adsina + besin ),

4S8 = 2(ad sin « + bc sin 7).
Z dvojiho vyjadieni BD? podle kosinové véty plyne
a® +d*—b*— 2 =2adcosa — 2bccosy. (3)
Vztahy (2), (3) umocnime dvéma
1652 = 4a2d? sin® « + 8abcd sin « sin y + 4b3%c? sin? y ,
(@ 4 d2 — b2 — )2 =
= 4a?d? cos 2x — 8abcd cos o cos y + 4b%c? cos? y
a pak seCteme.
1652 = 4a%d* + 4b%* — (a® + d? — b% — ¢?)? —
— 8abcd cos (« + y).
xt v
2

2

Dosadime sem cos (x + y) = 2cos? — 1 a dosta-

neme
1682 = 4(ad + bc)?* — (a® + d% — b — 22 —
— 16abed cos2® Y.
Upravime
4(ad + bc)® — (a® + d® — b2 — c?)2 =
= (a® + d? — b* — ¢ + 2ad + 2bc) .
(—a® — d? + b% + ¢ + 2ad + 2bc) =

* 53



=[(@a+d)* — (b —¢)].
Jo+cr—(@—adPl=@+d+b—c).
.fa+d—b+c)b+ct+a—d)b+c—a+d)=
=16(—a)@p—b@—9k—4d.

Odvodili jsme tedy vzorec

5= V(p—a)(p—b)(p—c)(p—d)—abcdcosz‘%’l.
4)

Uloha bude rozfeSena, sestrojime-li (za ptredpokladi
(1)) tétivovy Ctyfthelnik ABCD s AB = a, BC = b,
CD = ¢, DA = d a dokdZeme-li, Ze existuje jediny takovy
tétivovy Ctyfahelnik. V ném bude « + y = 180°, takze
podle (4) bude jeho obsah vétsi neZ obsah kazdého jiného
(tedy netétivového) Ctyfthelnika danych rozméri.

Sestrojme A ABD s

AB —a, AD —d, BD=V<ab+

cd) (ac + bd)
ad + bc )

(Dvojim uzitim kosinové véty snadno plyne, Ze uhlo-
pficka BD tétivového Ctyftuhelnika ABCD musi mit
tuto velikost.) Je ziejmé, Ze useCku BD lze sestrojit
eukleidovskymi konstrukcemi; musime vSak ovéfit troju-
helnikové nerovnosti. To provedeme metodou ekvivalent-
nich Gprav:

(ab + cd) (ac + bd)
ad + bc ?
(a® + 2ad + d*)(ad + bc) > (ab + cd)(ac + bd),
add + 2a%d?® + ad® 4 a®bc + 2abcd + bed? >
> a?bc + ac®d -+ ab*d + bcd?,
a? + 2ad + d? + 2bc > b% + ¢,

a-+t+d>
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0<(a+dP?—(b—cp,
O<(@+b—c+da—b+c+ad),
coZ podle (1) plati. Podobné
ab + cd) (ac + bd
i¢=2] <]/( ad)+( e 2
(a® — 2ad + d*)(ad + bc) < (ab + cd)(ac + bd),
a?d — 2a%d? + ad® + a?bc — 2abcd + bed? <

< a%bc + ac®d + ab%*d + bed?,

a* — 2ad + d? — 2bc < c® + b2,
0<®+cP—(a—ay,
O<(@+b+c—d(—a+b+c+4d),

coz opét plati podle (1).

Nakonec v poloroviné opatné k BDA sestrojime troj-
thelnik BCD s BC = b, CD = c: jeho existence plyne
analogicky z (1).

Podle kosinové véty vypolteme

(ab + cd) (ac + bd)] _

cosoch[az—l—dz—

2ad ad -+ bc
_ ) a®d+-ad®+a*bc+bcd®— a?bc — ac’d — ab®d — bed®
" 2ad ad + bc -

2 2 __ Hh2 . 2
=_;_.a +jd - lgc ', analogicky
1 B4 ct—a®— d?

cosy =75 ad + bc
Je tedy cos « = — cos y, takze ABCD je tétivovy Ctyi-
thelnik.

Dokazali jsme, Ze uloha ma jediné feSeni, jakmile je
splnéna podminka vyslovena na zacatku.
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5. Je dan Ctyfstén ABCD a jeho vnitini bod M; objemy
Ctyfsténdt MBCD, MACD, MABD, MABC oznalme
po fadé V4, Vi, Vi, V. Dokaite, Ze plati

Vi.MA-+Vg.MB+Vs.MC+Vy,.MD=0.

1)

Obr. 8

RESENI. Vedme bodem A ptimku p || MB a oznaé-
me X jeji prusecik s rovinou MCD. Budte A4,, B; pravo-
hlé pruméty boda A, B do roviny MCD (obr. 8). Plati

AX _AA Vs
BM BB, V,°
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Ponévadi rovina MCD oddéluje body A4, B, jsou vektory
AX MB souhlasné rovnobéZné a mame

Ax =V a3 (1)
Va
Vedme dile bodem X pfimku ¢ || MC a oznatme Y

jeii prﬁsec':ik s rovinou MBD. Budte C,, X;, A, pravouhlé
praméty bodi C, X, 4 na rovinu MBD. Ponévadz
AX || MB, mameXX1 AA,. Nyni plati

XY XX, A4, V¢

CM_ CC]__ CC]_—VA.
Ptimka p (a tedy i jeji bod X) leZi v poloprostoru MBDA,
takZe rovina MBD oddé¢luje bodyX, C a miZeme psit

— —
xv="Ye. amc. @)
Va
Ptimka ¢ leZi v roviné MCD, nebot v této roviné leZi jeji
bod X (podle konstrukce) a je g || MC. Proto i bod Y
(pfimky ¢) lezi v roviné MCD. Avsak (podle konstrukce)
Y lezi také v roviné MBD. Z toho plyne, Ze Y leZi na
pfimce MD. Oznaéme nyni D,, Y, X,, A; pravothlé
pruméty bodt D, Y, X, A na rovinu MBC.Body X, Y
uréuji pfimku q|| MC, je YY; =XX, a protoZe p =
= AXﬁ MB, je také XX, = AAs; z toho plyne, Ze
YY, = AAj;. Ponévadz body Y, M, D lezi na jedné pfim-
ce, plati

YM YY, AA, V,

DM — DD, DD, V,'

— —

JelikoZ vektory AX, MB jsou souhlasné rovnobéZné, lezi
oba body X, B v témZ poloprostoru uréeném rovinou
MAC, tj. v MACB. Proto i ptimka ¢ || MC lezi v tomto
poloprostoru, takZe jeji bod Y na MD je oddélen bodem
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M od D. Tak mtizeme psat
var— V2. b, 3)
Va
Vzhledem k vysledkim (1), (2), (3) nakonec dostdvame
Vi MA+ Vy.MB+ Vo. MC + Vj. MD =

=VA.(MA+ MB+V°‘MC+ A/TD)

— V,.(MA + AX + XY + YM);

avSak vektor v posledni zavorce je zfejmé nulovy. Tim je
dikaz hotov.

POZNAMKA. Rychlejsi dikaz se dostane uZitim
tzv. Carathéodoryho véty (dokonce pro simplex v E,).

6. Je dana jednotkovd kocka ABCDA’B'C’'D’. Z vrcho-
lov A a C vylezt sucasne dva chrobdky. Jeden z nich
lezie po hrane AD a za asovu jednotku dolezie do bodu
D. Druhy je rychlejsi a za ta isti Casovi jednotku sa
dostane po telesovej uhloprie¢ke CA’ do bodu A’. Zisti-
te, kedy si buda oba chrobédky najbliZsie a akd bude v tom
okamihu ich vzdialenost, ak predpokladime, Ze sa pohy-
buja rovnomerne.

RIESENIE. Zvolme v priestore kartézsku stiradnicova
sustavu tak, %2¢ A= (0,0,0), D= (0,1,0), A =
= (0,0,1), C=(1,1,0) (obr. 9). Rychlost prvého

—_

E)hrobéka je v = (D — A4) = (0, 1, 0), rychlost druhého

v, = (A" —C) = (—1, —1, +1) (prislusnych jednotiek).
V okamihu 7(0 =<7 =1) sa prvy chrobdk nachadza
v bode

—
A—}—[.V:l:(o,l,())
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z
D' C
| /r,
, |
Al B
\‘i\ ///
I-A\'/«/T\VZ
| = s
ok’ L TS)e
v,
A B

a druhy chrobédk v bode
C+z.72=(1—t,1~r,t).
Stvorec ich vzdialenosti d(z) v &ase ¢ teda je
) =0A—2+[1—0)—tP+2=62—61+2=

1\* 1
=6(t-5) +7-
Této kvadratickd funkcia nadobida minimum zrejme

pret = —;—, ¢o je hodnota z intervalu (0, 1), na ktorom

o nej uvazujeme. Chrobaky budu teda k sebe najbliZSie
v okamihu

t = —

2
. . . , 1 /2
a ich najmensia vzdialenost bude d 5) = 5
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2. KOMENTARE A RESENI ULOH KATEGORIE B

(Komentafe byly urleny hlavné pro Ziky 1. ro¢niku
gymnasii a stfednich odbornych $kol.)

1. Jestlize a, b jsou kladna c¢isla mensi neZ 1, plati
nerovnost

a—p < WNeT=—D— Vo —a)l
~ Vel =) + (1 —a) °

dokazte. Zjistéte, kdy nastane rovnost.

KOMENTAR. Prvni tloha je v podstaté &ast feseni
nerovnice o dvou proménnych; tloha je usnadnéna tim,
Ze se neZadaji vSechna feseni dané nerovnice; mé se
provést jen zkousSka pro udana feSeni

O<a<l 0<b<])

MiZeme pohliZet na tlohu také tak, Ze dand nerovnice se
ma fesit v oboru

{l[a,]eR X R; 0 <a<l1l, 0<b<1}.

Timto omezenim je usnadnéno feSeni, nebot muZeme
celkem snadno provést rozbor tlohy. DuleZitd jsou tato
fakta:

e Dana nerovnice je soumérnd v a, b; proto miigeme
volit oznaleni tak, Ze je napf. a = b. Tim dosdhneme
zjednoduSeni pfi praci s absolutnimi hodnotami. Bylo
by ovSem tfeba uvést jesté jiné pfiklady, tieba oznaleni
thlu v trojihelniku podle rostouci velikosti apod.

e Je tieba zjistit, zda vSechny vyrazy maji v daném
oboru smysl, nebot jsou tu zlomky a odmocniny. Z ptfed-
pokladii vSak skutecné plyne

0<l—a<l, 0<1l—-b<1.

)
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e Volbou oznaleni a, b zmizi z dané nerovnice abso-
lutni hodnoty, nebotjea — b = 0ia(l — b) = b(1 — a),
tj. JJa@ — ) = |/b(1 — a). (MiZeme oviem postupovat
obvyklym zptsobem, tj. napf. umocnénim. Sami pak
budeme hledat obratnéj§i zplsob, abychom se vyhnuli
komplikovanym vypoctiim; tim dojdeme nendsilné k vol-
bé oznacdeni.)

e KdyZ se rozborem urila vSechna moZna feSeni
ulohy, tj. viechny dvojice [a, b], pro néZ plati 0 <a < 1,
0 <b <1, provede se zkouSka obracenim postupu
z rozboru, nebot jde o nekonetné mnoho dvojic
Cisel.

e Nerovnice -

0< (JJall — a) — |61 —B))°,

ke které dojdeme naznatenym zpusobem, umoZiiuje
i vysSetfit, pro které dvojice [a, b] plati rovnost. Tyto
dvojice jsou feSenim rovnice

Ja(@ — a) = |/6(1 — b)

neboli rovnice
(a—b)(l —a—b)=0. €))
Z (1) plyne buda = b,neboa + b = 1.

MiuZeme tak poklddat a, b za ortonormdlni soufadnice
v roviné a prozkoumat feSeni dané rovnice graficky.
Jako tvodni ulohu miZeme porovnat aritmeticky, geo-
metricky a harmonicky primér dvou kladnych &isel u, v.

Je a=u-{2—v’ g:VE, h=u2—{zfvv; porovnanim

dostaneme
az=zg=h;

rovnost plati jen v pfipadé u = v.
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RESENI. Za danych piedpokladi 0 < a < 1,0 < b<
< 1 maji zfejmé vSechny vyrazy v nerovnosti (1) smysl.

Pro a = b vztah (1) plati, dokonce v ném nastiva
rovnost.

Vysetfime ptipad, kdy a # b. Vzhledem k tomu, Ze
vyrazy na obou stranach nerovnosti (1) jsou soumérné
Vv a, b, miZeme oznacleni a, b volit tak, Ze

0<b<a<l 2

Oznacme r rozdil pravé a levé strany nerovnosti (1). Pak
vzhledem k (2) plati

r:]/a(l_b)_l/b(l_a) —(a—b) (3)
Va(@ =) + Vo1 — a)
ProtoZe je a # b, miZeme zlomek v rovnosti (3) rozsifit
vyrazem ([/a(1 — &) — |/6(1 — a)). Po daliich tpravich
pak dostaneme

_ (Ja@ =) — V(1 —5))*
r= 25 a—b ) @)

Ze (4) plyne, Ze pro kaZzdou dvojici isel a, b spliujicich
(2) plati

r=20,

tj. také nerovnost (1). Tim je platnost nerovnosti (1)
dokazéana pro vSechna kladn4 ¢isla a, b mensi nez 1.

Zbyva vysetrit, kdy v (1) nastavd nerovnost. Je tfeba
zjistit, zda maZe v (1) nastat rovnost i pro néjakou dvojici
a, b splitvjici podminky (2). Pak by bylo r = 0, tj.

a(l —a) =5b(1 — b),
(@a—b(Q—a—>b)=0.
Vzhledem k (2) je a — b =+ 0, takze
a+b=1 ®)

tedy
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Dosazenim do (1) se snadno piesvédcime, Ze pro kladna
Cisla a, b spliyjici (5) plati v (1) skute¢né rovnost. Ovéfi-
me jesté pripad a = b, ktery jsme béhem uprav vyloucili.
Po dosazeni do (1) zjistlme, Ze 1 pro a = b plati ve vztahu
(1) rovnost. Zavér tedy zni:

Rovnost v (1) nastavd pro dvojici kladnych &isel a, b
mensich nez 1 prévé kdyz

a=0b nebo a-+b=1.

2. Necht 7 je ptirozené ¢islo a f(x) polynom jedné pro-
ménné x s celoCiselnymi koeficienty. Pismenem M
ozna¢me mnozinu v§ech celych Cisel x takovych, Ze n déli
f(x). Rozhodnéte, zda se pocet prvka mnoziny M muze
rovnat ¢islu 1970 nebo 1971.

KOMENTAR. Na scesti nds mohou zavidét urditd
Cisla 1970 a 1971 (soucasné letopolty), kterda jsou vsak
pro feSeni ulohy nepodstatné.

OsvédCend je metoda fedit nejprve problém pro specidl-
ni pfipady, tj. nejprve experimentovat, pak vyslovit
hypotezu a dokazat ji popf. metodou, které jsme uzili
pii experimentovani. Jako prvni pfipad zvolime linedrni
polynomické funkce.*) Necht je tedy f(x) = ax + b,
a # 0. Impuls zni zkoumat hodnotu polynomické funkce
pro x -+ kn (kde % je celé Cislo). Plati

flx + kn) = a(x + kn) + b = (ax + b) + akn =
= f(x) + (ak).n. 2
Z (2) vyplyva pro linedrni polynomické funkce: Je-li
x € M, je také x + kn € M. Z toho plyne dale:
Je-1i M + &, je M mnoZina nekonecna. (V)
Dal$im krokem bude zkoumdni, zda véta (V) plati

*) Nebudeme ovSem volit numerické koeficienty, specializujeme jen
stupen.
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i pro polynomické funkce druhého stupné. Je-li f(x) =
=ax*+bx +c¢ a=+0, je
fx + kn) = a(x + kn)? + b(x + kn) + ¢ = ax® +
+ bx + ¢ + (2akx + ak*n + bk)n = f(x) +p.n, (3)
kde p je celé Cislo. Z (3) odvodime (jako z (2)), Ze
1 pro polynomické funkce druhého stupné plati véta (V).
Snad nyni uZz lze vyslovit hypotézu o obecné platnosti
véty (V); muZeme se o tom vSak jesté pfesvédCit na
nékterych zvlaStnich polynomickych funkcich vys§iho
stupné, napf.
fix) =x% + 1, g(x) = ax* + bx + ¢ apod.
Dtikaz hypotézy (bez znalosti binomické formule) se
muze opfit o vztah platny pro kazdé ptirozené a
(x+kn)"=x+kn).(x+kn). ... .(x+ kn) =
a-krat
=x*4+ C.n,

kde C je celé cislo.

Problémem zustdvd umély obrat (trik) zkoumat vztah
mezi funkénimi hodnotami f(x) a f(x + %n) nebo jedno-
duseji mezi f(x) a f(x + n). Toto zkoumani lze navodit
(v souvislosti s vySetfovanim linedrnich funkci) otazkou,
zda dovedeme z jednoho znadmého prvku mnoZiny
urcit né&jaky jeji dalsi prvek.

Z véty (V) ovSsem plyne na otdzku ulohy zaporna
odpovéd.

RESENI. Bud x celé a % ptirozené &islo. Uvédomme
si nejprve, Z¢ (x +n)* = x¥* +n.C, kde C je celé
&islo. Proto f(x + n) = f(x) + n.F, kde F je jisté celé
Cislo. Jakmile tedy x € M, pak také x + ne M. Z toho
plyne, e mnoZina M je bud prizdnd, anebo nekone¢nd.
Polet prvkd nasi mnoziny M se tedy nemiZe rovnat
¢islu 1970 ani 1971. Tim je Gloha vyfeSena.
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3. Najdéte nejvétsi pfirozené Cislo # s touto vlastnosti:
MnoZinu &isel 1, 2, 3, . .., 7 lze rozdélit na dvé Casti tak,
Ze Zadna z nich neobsahuje troj¢lennou aritmetickou
posloupnost s kladnou diferenci.

KOMENTAR. V textu tlohy mé byt misto ,,rozdé-
lit, ,,rozlozit* nebot jde skuteCné o nalezeni dvou
disjunktnich ¢asti M, M, tak, Ze

MUM,={1,2,3, ...,n}.

Pfedné asi bude tfeba vysvétlit si termin troj¢lenni
aritmetickd posloupnost. Podle textu ulohy se maji
viechna pfirozena &isla 7 roztfidit do dvou skupin:

Skupina I obsahuje vSechna takova n, Ze existuje aspoii
jeden rozklad mnoziny {1, 2, ..., n} v Casti M;, M,
tak, Ze ani M,, ani M, neobsahuje Zadnou trojélennou
aritmetickou posloupnost.

Skupina II obsahuje vSechna takova n, Ze kazdy roz-
klad mnoZiny {1, 2, ..., n} v &sti M;, M, mid tu
vlastnost, Ze bud M,, nebo M, obsahuje néjakou trojélen-
nou aritmetickou posloupnost. Koneénym tkolem je
najit nejvétsi &slo ze skupiny 1.

Predné je zfejmé, Ze vSechna Cisla n < 6 patii do sku-
piny L. Dale se pokusime zjistit, do které skupiny patfi
Cisla 6, 7, 8. Zkusmo snadno zjistime, Ze patfi do skupiny
I Je totiZ

{1,2,3,4,5,6} = {1,2,4} U {3, 5, 6},
{1,2,3,4,5,6,7} = {1,2,5} U {3,4,6, 7},
{1,2,3,4,5,6,7,8} = {1,3,6,8} U {2,4,5, 7}

Dal$im “"podnétem pro feSeni ulohy miZe byt tato
otazka: Zdd se, Ze im vétsi bude n, tim bude nesnadnéjsi
najit takovy rozklad mnoZiny 1, 2, ..., n ve dvé &dsti
tak, aby Zddnd z nich neobsahovala #ddnou trojélennou
aritmetickou posloupnost. Ptame se tedy: Kdyz &islo n
naleZi do skupiny II, nalezi tam také n + 1?
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Odpovéd je kladna ; tvrzeni se dokaZe ,,skrytou‘ mate-
matickou indukci. Vyjdeme z mnoziny {1,2,...,n,
n + 1} (to je velmi podstatné, v tom asi budeme chybo-
vat!); pfedpokladame, Ze M,, M, je jeji libovolny rozklad
ve dvé Casti, tedy

{L,2,...,n+1} =M UM, MNM,=0.

Cislo # + 1 se vyskytuje v jediné z ¢asti M,, M,; zvolme
oznaleni mnozin M,, M, tak, aby bylo n + 1 € M,. Pak
mnoziny M,;, M, N\ {#n + 1} tvofi rozklad mnoZiny
{1, 2, ..., n}. ProtoZe Cislo n patfi do skupiny II, obsa-
huje aspoil jedna z mnoZin M;, M, \ {n 4 1} trojélen-
nou aritmetickou posloupnost; totéZ tedy plati i o mno-
Zinach M,, M,, a tim je tvrzeni dokazano.

Tato Cast feSeni je obtizna a vyZaduje vydatnou pomoc.

Zbyva vysetfit piipad n = 9. Ukaze se, Ze 9 patii do
skupiny II, a Ze tedy 8 je nejovérsi Cislo ze skupiny 1.
Fakt, Ze 9 nalezi do skupiny II, se dokaZe experimentalné.
Necht je

{,2,...,9y=MUM,, MNM,=20.

Nejprve zkoumdme pfipady, kdy M, je mnoZina
o jednom nebo dvou prvcich; pak najdeme v M, vidy
troj¢lennou aritmetickou posloupnost s diferenci 1,
nebot M, vznikne z M, vynechdnim jednoho nebo dvou
Cisel.

Dile zkouméame pfipady, kdy M, i M, obsahuji aspon
tfi prvky; oznafeni mnoZin M,, M, zvolime tak, aby M,
obsahovalo vice prvkt nez M,; M, tedy obsahuje 6 nebo
5 prvka.*)

Zabyvejme se nejprve piipadem, kdy M, obsahuje
6 prvkt. Uspotfiddame téchto 6 Cisel vzestupné a dostane-
me sled s kladnymi diferencemi:

dy, dy, ds, dy, ds. 4)

*) Zde je jind volba oznadeni M, M, neZ pfi pfedchozim dikazu indukci.
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Probereme pfipady, kdy nejvétsi z Cisel (4) je postupné
4,3,2,1, a vidy dokdZeme, Ze existuje v M, troj¢lenna
aritmeticka posloupnost. Bylo by sice moZné prozkoumat
experimentalné vSechny moZné rozklady mnoZiny
{1,2,...,9} ve dvé d{asti, z nich? kazdd obsahuje
3 az 6 prvka (3 4+ 6 nebo 4 + 5),avSak téchto rozkladi
je (g) + (Z) = (12 4 18) . 7 = 210; toto primitivni
feSeni by bylo umorné. Takovéto situace ospravedlnuji
deduktivni pfistup.

Vratme se ke zkoumdni sledu (4). Plati d, + d, +
+ d; + d, + d;, = 8 (proc?); proto kazdé z Cisel dy je
rovno nejvyse ctyrem Je-li n&které z Cisel d; rovno Cty-
fem, jsou ostatni Ctyfi rovna jedné a Zadana posloup-
nost (s diferenci 1) je nalezena. Stali totiz, aby dvé sou-
sedni diference byly sobé rovny. Je-li nejvétsi z Cisel d;
rovno tfem, je nejvyse jedno ze zbyvajicich rovno dvéma
a ostatni tfi jsou rovna jedné. Pak je tfeba zkoumat moz-
nosti sledu (4) a dokazat, Ze vzdycky dostaneme trojclen-
nou aritmetickou posloupnost. Zafadéni clenti této po-
sloupnosti ukazuji znaky ®, napf. v téchto pifipadech:

113,11, 2 12,1381,

Obdobné probihd zkoumdni, jsou-li vSechna d; sledu
(4) rovna jedné nebo dvéma a v pfipadé, kdy mnoZina M,
je jen pétiprvkova, tj. kdy sled (4) obsahuje jen Ctyfi
kladné diference.

Uloha 3 vlastné nepredpoklddd Zidné matematické
znalosti. Je tézkd, ale jejim feSenim ziskime mmnoho
uzite¢nych matematickych dovednosti.

RESENI. Znizornime viechny mo¥né rozklady mnoZi-
ny Cisel {1, 2, 3,...,n} na dvé Cisti tak, aby Zadni
z nich neobsahovala trojélennou aritmetickou posloup-

Ve v v

nost s kladnou diferenci. Pti feSeni nasi tilohy se zfejmé
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muzeme zabyvat jen disjunktnimi rozklady. Pismeno a,
resp. b, napsané na 7-tém misté zleva v pfisluSné n-Clenné
posloupnosti (viz niZe), bude znamenat, Ze Cislo ¢ patii
do prvé, resp. druhé skupiny rozkladu, ktery tato po-
sloupnost znazorfiuje. MuZeme je$té pfedpokladat, Ze
Cislo 1 bude patfit vidy do prvé skupiny. Sestavime si
nyni schéma (obr. 10), v jehoZ n-tém fadku shora jsou

n=1 a\

n-2 aa/ 2

n-3 ac’zb aba/\ab<

n=4 aaba aabb abaa abab abba
Obr. 10

vypsany vSechny moZné pfipustné rozklady mnoZiny
Cisel {1,2,3,..., n}. Tyto rozklady se vidy najdou
uzitim pfedchoziho (7 — 1)-ho fddku: ma-li se totiZ
mnoZina disel {1,2,3,...,n} dat rozdélit na dvé
(disjunktni) ¢asti, z nichZ Zddna neobsahuje troj¢lennou
aritmetickou posloupnost, pak totéZ pochopitelné musi
platit i pro podmnoZinu {1,2,...,n — 1}; posledni
Cislo n pak pfiddvame bud k prvé, nebo k druhé skupiné
kazdého rozkladu uvedeného v (» — 1)-ém fadku,
pfi¢emZ ovSem dbame na to, aby ze Zadné z nové¢ vznika-
jicich skupin nebylo moZno vybrat trojclennou aritmetic-
kou posloupnost s nenulovou diferenci. Tak se ukazuje,
Zze v osmém fadku naSeho schématu vyjdou pravé tfi
mozZnosti: aabbaabb, ababbaba, abbaabba; z nich uZ
viak nelze pokracovat na devatém fadku.
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ODPOVED: Hledané &islo je n = 8.

POZNAMKA: ReSeni tlohy 3 bylo v komentaFi
podrobné naznaleno; uvadime zde proto dal$i moZné
feSeni.

4. Ze vsech Ctyfuhelnikd, které maji dany obvod, mé
nejveétsi obsah Ctverec; dokaZte.

KOMENTAR. a) Jako priipravu pro feSeni &tvrté
ulohy by bylo vhodné fesit tzv. izoperimetricky problém
pro pravouhelnik. Oznaéme s polovi¢ni obved pravo-
uhelnika, x délku jedné strany. Pro jeho obsah y plati

y=x(s—x)=sx—x2=%2—(x—-;—)2- ®)

Funkce y (obsah) nabyva svého maxima, pravé kdyZ je

s . s
x—7=0, t. x=7

b) Druhd Cist feSeni je zkoumdni libovolného Ctyi-
uhelnika ABCD. Uvodem by méla byt Gvaha, Ze ke kaz-
dému nekonvexnimu Ctyfahelniku existuje konvexni Ctyi-
thelnik téhoZ obvodu a vétsiho obsahu. Staci tedy zabyvat
se 1lionvexnimi Ctyfahelniky. To je druha pfipravna
uvaha.

. Pravothelnik je pak &tverec.

c) Treti pfipravany krok je tento: Zkoumejme obsah
trojuhelnika, jehoZ dvé strany maji konstantni délky
p, ¢ a thel jimi sevieny mid proménnou velikost w.
Bez trigonometrie je patrné, Ze obsah je maximadlni,
pravé kdyZz je maximélni vySka na stranu p, tj. kdyz je
?lag

d) Nasleduje vlastni feSeni tlohy. Impuls je ve vyzvé:
cdhadnéte pomoci délek stran d&tyfahelnika ABCD
(AB = a, BC = b, CD = ¢, DA = d) obsahy trojthel-
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nikt 4ABC, ADC, ABD, CBD; vyjde

AABCg—;—ab, A ADC é—;—cd,
(6)
AABDé%ad, ACBD§—;—bc.

Seétenim vyjde pro obsah P Ctyfuhelnika ABCD:

2P < b+ d) + b+ d) =5 (a+ ) (b + d).

Oznadime-li 25 obvod (délku obvodu), a + ¢ = x, dosta-
neme

4P < x(2s — x) = §* — (s — x)2. @)
Maximum funkce (7) dostaneme (viz odst. a)) pro x = s,
tj. a + ¢ = b + d. Spojime-li tento vysledek se skutec-
nosti, ze v (6) plati rovnost, pravé kdyZz je Ctyfthelnik
ABCD pravouhelnik, dostaneme a = b = ¢ = d. Ostat-
né pak shleddme, Ze vztah (7) nebylo tfeba cdvozovat,
nebot je to repriza odvozeni a vyuziti vztahu (5). Obé
avahy se ztotoZni, jakmile si uvédomime, Ze ¢tyruhelnik
ABCD s maximilnim obsahem musime hledat mezi
pravouhelniky.

RESENT. Bud ABCD libovolny &tyfuhelnik se stranami
AB = a, BC = b, CD = ¢, DA = d. Pak plati

obsah A ABC < —;—ab,

[e—

obsah A BCD = — bc,

- N

obsah A CDA < —cd,

obsah A DAB < %da.

[\S)
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Seétenim dostaneme

2. obsah ABCD < - (ab +bc + cd + da) —

=@+ B+d),

tedy

omwABaxg“jfﬁgf. (1)

Ptritom je jasné, Ze rovnost v (1) plati pravé kdyz ABCD
je pravouhelnik. Dale mame

a+c+b+d
-l/a—l—c'b+d< 2 2  a+btc+d
2 2 = 2 - 4 ?
il
2
a—z}—c_b—zi—dé(aJ;—b—Zc—l—d) @

s rovnosti pravé kdyZ a + ¢ = b + d. Z (1), (2) kone¢né
dostdvime

2
obmhABCD;;(iiliglliﬁ)

s rovnosti pravé kdyz ABCD je Ctverec. Tim je véta
dokazana.

5. Stény Ctyfsténu jsou Ctyfi navzdjem podobné rovno-
ramenné trojuhelniky; nejkrat$i hrana ma délku 1.
Urcete vSechny takové Ctyfstény.

KOMENTAR. Tato tloha je v podstaté zkoumani
siti hledaného Ctyfsténu. Je tfeba rozlisit dva pfipady:
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Nejkratsi hrana*) je a) zakladnou rovnoramenného troj-
thelnika, b) jeho ramenem.

V ptipad€ a) vychdzi zkoumdni z rovnoramenného troj-
thelnika o stranich (1, a, @), kde a = 1. S pouZitim
podobnosti snadno dokdZeme shoonost viech Ctyf stén,

2 X

sit Ctyfsténu je nakreslena na obr. 11. Je pak jest¢ tieba

0
a
M S X
1
a
Obr. 11

dokézat existenci Ctyfsténu, coZ je ryze stereometrickd
uvaha; uZije se tu otdeni bodu X kolem osy o, bod X

vyplni kruZnici % se sttedem S a polomérem l/a2 — —i—

a na ni lezi vrchol V Ctyfsténu ve vzdilenosti MV = 1.
Obdobné se postupuje v pfipadé b): Zde je vSak tieba
rozli$it dv& moZnosti (viz obr. 12). Pfedpokléadime a > 1,
nebot pfipad, kdy vSechny stény jsou rovnostranné
trojuhelniky, je zahrnut v a): A)b=c=1, B)b=a,

*) Vysvétlime si i termin ,nejkrat$i“: znamend to, Ze Z4dnd jind
hrana nemaé mensi délku.

\
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¢ = a®. Pripad B) se pfivede ke sporu (a =1 A a > 1),
pfipad A) da Ctyfstén, jehoZ sit tvofi ¢tyfi shodné tupo-
hlé rovnoramenné trojihelniky. V pfipadé A) je ovsem
také tieba dokdzat existenci Ctyfsténu jako v odst. a).

Obr. 13

RESENI{. Rozlisime dva typy &tyfsténii: I. Nejkratsi
hrana je zdkladnou nékteré stény (tj. rovnoramenného
trojuhelnika); II. nejkrat$i hrana je ramenem nékteré
stény.

Ad I. Sténa, kterd je rovnoramennym trojuhelnikem
se zakladnou délky 1, necht ma rameno délky a; podle
textu ulohy je a = 1. Zalnéme rysovat sit Ctyfsténu
(obr. 13). Vychazime z vySrafované stény a k ni pfipoji-
me trojuhelnik o strandch délek 1, b, ¢. Tento nevySrafo-
vany trojuhelnik ma bud za zdkladnu zakladnu vysrafova-
ného trojuhelnika, a pak je vzhledem k jejich podobnosti
b = ¢ = a, nebo ma za zakladau napf. stranu c, a pak je

1
e Odtud plyne b=1, c=7§_ 1.
ProtoZe nejkrats$i hrana md délku 1,jec = 1,2 = 1l aoba
trojuhelniky z obr. 13 jsou tedy opét rovnoramenné se
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spole¢nou zékladnou délky 1; vzhledem k své podobnosti
jsou shodné (obr. 14). Pfipojime dal$i dva trojahelniky
(vysrafované) o strandch délek a, a, d. Vzhledem k podob-
nosti viech stén je d = 1 a definitivni tvar sité je na obr.15.
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Existenci Ctyfsténu, jehoZ sit je na obr. 15, dokdZeme
pro a =1 snadno. Otacime-li vySrafovany trojihelnik
kolem osy o, opisuje bod X kruZnici &, ktera lezi v roviné
kolmé k ndkresné a vedené pfimkou p, kterd md stfed S

a polomér r = |/a?® — % . Na kruZnici % leZi dva body,

které maji od bodu M vzdalenost 1, nebot plati

1<V§§V4a2—1=2.|/a2——‘11—,

coZ je prumér kruZnice k. Tyto dva body jsou vrcholy
hledanych étyfsténi.

Ad II. Sténa, kterd je rovnoramennym trojihelnikem,
m4é ramena délky 1 a zakladnu délky a, pro kterou plati

l<a<2 (1)

(nerovnost a < 2 plyne z trojihelnikové nerovnosti).
Jako v pfipadé I. zaCneme sestrojovat sit (obr. 16). Bud
je strana délky a zakladnou nevysrafovaného trojuhelnika,
a pak je b = c¢ =1 (pfipad A), nebo je napf. strana ¢
zakladnou nevysrafovaného
trojihelnika, a pak je b = a,
¢ = a® (ptipad B).

V piipadé A pokralujeme
déle podle obr. 17. Vzhledem
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k podobnosti obou vySrafovanych trojuhelniki je d = a
a definitivni tvar sité ukazuje obr. 18.

Existenci Ctyfsténu, jehoZ sit je na obr. 18, vySetfime
jako v ptipadé I. Ctyfstén vznikne pravé tehdy, leZi-li

Obr. 18

na kruZnici % sestrojené nad prumérem MX bod Y, pro
ktery plati MY = a, tj. plati-li

2
a<2.V1—%=V4—a2. )
Upravou nerovnice (2) je
1<a<]2 (3)
coZ je zuZeni podminky 1.
Pripad B. Doplnime zaCitek sité¢ z obr. 16. Zadny

z vysrafovanych trojihelniki na obr. 19 nemuZe mit
zékladnu 1 (jinak by mél vzhledem k podobnosti stén
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rameno délky » < 1, coZ neni moZné, protoZe nejkratsi
hrana mé délku 1). Protojed = 1,02 =d = 1,tj.a = 1;
to je viak ve sporu s pfedpokladem a > 1. Pfipad B
nemuZe tedy nastat.

Obr. 19

ZAVER. Existuje jen jediny typ hledanych &ty¥sténi.
Jeho sit je na obr. 15, kde je a = 1, nebo na obr. 18, kde je

1 <a < ]/2. V obou ptipadech jsou viechny &tyti stény
Ctyfsténu shodné trojuhelniky.

6. V roviné jsou diny dvé navzijem kolmé primky
> g abod S, ktery neleZi na Zddné z nich. K libovolnému
trojuhelniku ABC sestrojime trojuhelnik A4,B;C, s nim
sdruZeny podle pfimky p, k trojahelniku 4,B,C; sestro-
jime trojuhelnik 4,B,C, s nim sdruZeny podle stiedu S
a k trojuhelniku A,B,C, trojihelnik s nim sdruZeny
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podle pfimky g. DokaZte, Ze trojihelnik Ay3B;C; miZeme
dostat posunutim trojuhelnika ABC.

KOMENTAR. Uloha je snadnym piikladem na skl4-
déni zobrazeni. Impuls: V podstaté 1ze postupovat dvojim
zpusobem: 1. ,,ryze geometricky* tak, Ze rozloZime sou-
mérnost podle stfedu S ve dvé soumérnosti podle os
~ rovnobéznych s pfimkami p, g; 2. analyticky — metodou
soufadnic — tak, Ze zvolime pfimky p, ¢ za osy soufadnic,
vyjadfime analyticky vSechna tfi zobrazeni a jejich sloZeni
provedeme vypoltem. Pfi prvnim zpusobu feSeni je
tfeba dokazat rozklad stfedové soumérnosti ve dvé osové
soumérnosti s osami navzajem kolmymi. Tato véta a véta
o sklddani dvou soumérnosti s rovnobéZnymi osami
v translaci je vam snad znama. Je ovSem také tieba
zdiaraznit, Ze obricené slozenim kaZdych dvou soumér-
nosti s navzdjem kolmymi osami vznikne soumérnost
podle stfedu. Pak uZ jde feSeni hladce. Metoda soufadnic
(pje osay, qje osa x) vede k tomuto analytickému vyjadie-
ni soumérnosti:

Xy = —Xoy Y1 =Yo5 %o =2k —x, yy=2m— y;
X3 = Xg5 Y3 = —Vo. (8)

Pfitom xg, Vo3 X15 V15 X5 Va5 X35 V3 jSOU proménné soutadni-

ce vzoru a obrazi; &, m jsou konstantni soufadnice bodu

P P

| o
[~/

B
(%]
3

J;T # q
% Obr. 20
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S. SloZenim vSech tfi zobrazeni (postupnym dosazenim
v (8)) vyjde x3 = x¢ + 2k, y3 = yo — 2m, coZ je analy-
tické vyjadfeni posunuti ¢ili vektoru (2k; —2m).

RESENTI. a) Soumérnost podle sttedu S se da sloZit
ze soumérnosti podle pfimky 7 kolmé k p vedené bodem
S a pfimky p’ rovnobéZné s p vedené bodem S (obr. 20).
Ale soumérnosti podle pfimek p, m navzijem kolmych
skladaji soumérnost podle sttedu R, ktery je pruse¢ikem
pfimek p, m. Soumérnost podle pfimky p’ a soumérnost
podle pfimky ¢ (p’ | ¢) vSak skladaji soumérnost podle
sttedu T, ktery je pruseCikem piimek p, g.

b) Trojuhelnik 4;B;C; miZeme tedy sestrojit takto:
Sestrojime nejprve trojuhelnik 4’B’C’ soumérné sdruze-
ny s trojuhelnikem ABC podle stiedu R a pak trojihelnik
A"B"C" soumérné sdruzeny s AA'B'C’ podle stiedu
T; ztejmé trojuhelniky A’B"'C"" a A3B;C; splynou.

X
,P\\
‘ o
/ e
~
/I \\
7
R4 sl
AN =
’ S b
J ~ o
/ ™ h ™
’ . ~
/ ~ ~_
~ ~
’——————-—~-————————\o —————————————————— i
X T X
Obr. 21

Je-li X’ bod soumérné sdruzeny s libovolnym bodem X
podle stfedu R a X" bod soumérné sdruZeny s X’ podle
sttedu 7, vznikne X'’ posunutim bodu X ve sméru RT,
ve smyslu RT; velikost posunuti XX’ je 2RT. Toto tvrze-
ni je zfejmé z vlastnosti stfedni pFi¢ky trojihelnika
XX'X", jak ukazuje obr. 21, ale d4 se snadno dokézat
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i v pfipadé, Ze body R, T, X, X', X" lezi v pfimce (viz
napf. obr. 22, XX =XX' +XX" = 2RX + 2TX'=

N —r—

X R X———T——X
Obr. 22

= 2RT). Jinak se da toto tvrzeni dokézat rozloZenim
soumérnosti podle sttedd R, T v soumérnosti podle os
a, b, b, ¢ (viz obr. 23). )

Obr. 23

JINE RESENI{. Zvolme p, ¢ ptimky za osy kartézskych
soufadnic. Bod S necht mi soufadnice [k, m], bod A4
soufadnice [x, y], bod A4, soufadnice [x;; y;], bod A4,
soufadnice [x,; y,], bod A soufadnice [x3; ys] (obr. 24).
Podle formule pro soufadnice stfedu usecky je x; = —x,,
V1= o5 ¥a = 2k — X3, Y5 = 2m — 15 X3 =Xp, Y3 = —Ya.
Postupnym dosazenim dostaneme

X3 = Xo + 2k, Y3 =y, — 2m.

Bod A3 vznikne z 4 posunutim danym pocatkem sourad-
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nic a bodem [2k, —2m]. Totéz plati pro body B;, B
a C,; C.

p
A=[x0,) A, :[x1 /}’1}
o————F———-a_
\\
 S=[kim]
\? '42=[X2i )’2]
0 i g
AJZ[XJ ;)’3]
Obr. 24

3. KOMENTARE A RESENI ULOH KATEGORIE Z

1. Je dan zlomek
a? — ab — ac + bc
a® — a%b — a*c — a2d + abc + abd + acd — bed *

Urdete, pro kterd Cisla a, b, ¢, d

V =

a) ztraci tento zlomek smysl, a pak ho zkratte;
b) je dany zlomek rovny nule;
c) je dany zlomek kladny, popf. zdporny.

KOMENTAR. Prvni souté?ni tiloha je typicka rutinni
uloha. Prvni jeji otdzka se tykd uréeni tzv. maximdalniho
defini¢niho oboru dané funkce V' o ¢tyfech proménnych
a zjednoduSeni dané funkce; je to tGloha na postupné
vytykani. Pfipomeiime si, Ze kaZdy zdpis rovnosti dvou
vyrazll s proménnymi je tfeba doplnit idajem, pro které
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hodnoty proménnych rovnost plati (jde tedy vlastné
o0 rovnici); napf.
x2—1
x—1

=x+ 1 pro vSechna x + 1.

Postupné vytykani pfipomene tieba ukdzka:

a® 4 ab — ac — bc = a(a + b) — c(a + b) =
= (a + b)a — o). 0

Vztah (1) plati pro vSechna realna ¢isla a, b, c.

Ulohy b) a ¢) se mohou fesit soucasné. Jde ptitom
o uziti vét: Soucin (podil) je kladny, pravé kdyZ oba
Cinitelé (délenec a délitel) jsou oba Cisla kladna nebo oba
Cisla zdpornd — a obdobnych dal$ich vét. Pfipomenime
si, Ze zde zlomkova Cara je znakem pro déleni — nejde
o zlomky ve smyslu aritmetickém (uspofddané dvojice
celych cisel), nebot a, b, ¢, d mohou byt racionalni
a iraciondlni.

Podnétna ukédzka pro vysetfovani je tato:
a®*+ab—ac—bc (a—c)(a+b) a—c @)
ab+b>+ac+b (B+c)lat+b b+
Vztah (2) plati pravé kdyz b + —c, a + —b. Pii vy-
Setfovani, zda V> 0, V=0, V < 0, tedy pfedpoklada-

me, Ze jsou tyto podminky splnény, a uZijeme schématu
zvaného strom:

V:

| |
la—c>0’ ‘a—c:Ol ]a—c<0’—
— | |
lb6+c>0[|b+c<0] b+c>0|[b+c <0

®)
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Ve schématu (3) je tlusté zakreslena jedna z péti moZnych
cest. Zkoumani zapiSeme piehledné takto:

ea—c>0b+c>0 .. . ... . ... V>0
ea—c>0,b+c<0 . . ... ... .. V<0
ea—c=0 ... V=
ea—c<0,b+c>0 .. .. ... ... V<0
ea—c<0,b+c<O0 . ... ... ... V>0

RESENT. Citatele i jmenovatele daného zlomku vhod-
nym vytykanim rozloZme v Cinitele:
a® —ab —ac + bc =ala—b) —cla—b)=(a—0b).
.(a—o¢)
a® — a®b — a?c — a?d -+ abc + abd + acd — bed =
= a3 — a%b — a% + abc — a2d + abd + acd — bcd =
= a*la — b) — ac(a — b) — ad(a — b) + cd(a — b) =
= (a — b)[a* — ac — ad + cd] = (a — b)[ala — ¢) —
—d(a— ¢)] = (@ — b)a — c)a — d) .
Pro zlomek V tedy plati
v (a—b)(a— o)
T (@a—ba—c)(a—4d)’
takZze ma smysl pro vSechna takova cisla a, b, ¢, d, pro

ktera je jmenovatel rtizny od nuly, tj. @ musi byt rtzné
od kazdého z Cisel b, ¢, d.

Za tohoto predpokladu lze dany zlomek V psat ve
tvaru

Odtud vidime, Ze dany zlomek se nikdy nerovna nule;
v ptipadé a > d je kladny, v pfipadé¢ a < d zaporny.

83



2. Hraci kostka m4 tvar krychle; jeji stény jsou oznaleny
oky v poctu 1, 2, 3, 4, 5, 6 tak, Ze soucet poCtu ok na dvou
protéjsich sténach je vidy tyz.

K hraci kostce prilepime dalsi dvé stejné hraci kostky
z téhoZ materidlu vZdy celymi sténami. Jak kostky slepit
a pak slepenec poloZzit na stdl asponi jednou sténou tak,
aby pocet viditelnych ok byl a) maximalni; b) minimalni?

(Za viditelné povaZujeme vSechny stény slepence, které
nepfiléhaji ke stolu.)

KOMENTAR. Druh4 tloha nepotiebuje témét 24dné
matematické znalosti; je snadnou kombinaci pfedstavi-
vosti, jednoduchych asudkd, napf. systematického vyctu
vSech moZnosti apod. Je moZno ji uvést jednodussi obmé-
nou (dvé hraci kostky) a pfipad tfi kostek fesit jako druhy.

Postup feSeni se sklada asi z téchto Casti:

zjisténi, Ze soucet poltl ok na dvou protéjsich sténdich je
M+2+34+4+5+6=21,21:3=17];

zjiSténi tvaru vSech moZnych slepencti ajejich postaveni ;

roztfidéni dvojic stén krychli slepence na dvojice, kde
vidime

o) obé stény,

B) jedinou sténu,

y) Zadnou sténu.

i

|
I i
1

|
iy
/

/ /

/
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Uvodni tlohu s dvéma hracimi kostkami fe§ime takto:
O souétu viditelnych ok rozhoduji jen dvojice stén «, B.
Dvé krychle tvofi vzdy slepenec tvaru pravidelného hrano-
lu étyi"bokého. Je-li kvadr poloZen na jednom étverci,
existuji Ctyfi dvojice Ctvercl druhu « a jediny Ctverec
druhu B, je-li kvadr poloZen na dvou &tvercich, jsou Ctyfi
&tverce druhu B. Celkem jsou tedy moZné tyto pfipady
(obr. 25):

Pocet dvojic Pocet dvojic
gtin o Soudet ok stén B Soucet ok
I. Kvadr
spociva
najednom 4 28 1 x
&tverci
II. Kvéadr
spociva na
dvou 2 14 4 y
&tvercich

Snadno zjistime meze pro x a y. Je totiZ 1 < x =6,
6 = y = 22; viditelné stény obsahuji totiZ v p ade II

aspox‘iz.l—[—2.2=6okaneiv3"§e2.5+ 6 =22
ok. Pro celkovy soucet ok tedy plati:
v pfipadé I

29 <28+ x =< 34, (1)

v ptipadé 1I

200=14+y=36. (2)
Z nerovnic (1) a (2) vyplyva, Ze minima i maxima dosdhne-
me v piipadé II; pocty ok jsou 20 a 36.

Je samoziejmé, Ze nemusime zapisovat odhady nerovni-
cemi (1) a (2), ale miZeme prosté v kazdém z pfipada
I, II stanovit vypo¢tem horni a dolni mez poétu viditel-
nych ok.
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V pripadé tfi kostek vzniknou dva tvary slepencu
(obr. 26), u kazdého z nich je tfeba uvaZit rtizné jeho
polohy.

RESENT. Jsou mo#né dva riizné tvary slepence a cel-
kem pét moZnosti, jak tyto utvary postavit na stil;

Pt

/' !
ot

a & :
/%—_ /)___/J___-

Obr. 26

téchto pét moznosti je zniazornéno na obr. 27. Prozkou-
mame-li nejvétsi, resp. nejmensi moZny pocet viditelnych
ok u jednotlivych soustav, dochdzime k zavéru, Ze nej-
vétsi pocet viditelnych ok muZe byt 52 (u sestavy podle
obr. 27¢) a nejmensi 26 (podle obr. 27d).

3. Je dan trojuhelnik ABC o stranich AB = 9 cm,
BC =5 cm, CA = 8 cm. VepiSte mu kruZnici £ a na
kruZnici % sestrojte vSechny body X této vlastnosti:
Pfimka p rovnobéznia s AC vedend bodem X protind
strany AB, BC po fadé¢ v takovych bodech Y a Z,Ze X je
stfedem usecky YZ.

KOMENTAR. T¥eti tiloha je snadn4 typova konstruké-
ni Gloha. Hledany bod X néilezi dvéma mnoZindm bodu:
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b)

a)

c)

Obr. 27
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kruZnici £ a mnoZiné M stieda viech usetek YZ || AC,
jejichZ krajni body Y, Z leZi po fadé¢ na stranich AB, BC.
Uvodem do této ulohy by mohlo byt, Ze bychom kruZnici
k nahradili pfimkou, useCkou nebo jinou kruZnici. Takto
obménéna tloha miiZze byt sloZitéj$i nez tloha soutéZni,
nebot pfi diskusi se muZe objevit i pfipad s jedinym
feSenim nebo piipad nefeSitelny. Naproti tomu soutéZni
uloha ma vzdy pravé dvé feSeni, coZ je tieba ovSem doka-
zat.
Kli¢em k feSeni ulohy je vySetfeni mnoZiny M. Expe-
. rimentédlné se zjisti, Ze M
je téinice BB, kde B,
znali stied strany AC.
Tento  experimentalné
zjistény fakt se musi do-
S R kazat. Jde v podstaté
N LT o tzv. harmonickou
5 vlastnost lichobéZnika:
e N Je-li PQRS lichobé&Znik
= o se zdkladnami PQ, RS,
/P / Q pak spojnice pruseciku
PRNQS a PSNQR
Obr. 28 ptli kazdou z obou za-
kladen (obr. 28). Zname-
li tuto vétu, mizeme z ni vyjit. Jinak siji mizeme doka-
zat takto:
Harmonicka vlastnost lichobéZnika se dokazuje obycejné
pomoci stejnolehlosti, ale je obecné zndmo, Ze kazdy
dtkaz opirajici se o podobnost lze prevést na dukaz
zaloZeny na obsazich obrazct (trojuhelnikd); tato druha
cesta je intuitivnéj$i a pfistupnéjsi. V nasem piipadé by
mohla byt vychodiskem véta o situaci nalrtnutd na obr.
29. Zde jsou p, g, r tfi rovnobézky, A ACB’ je rovno-
ramenny se zdkladnou AC. Pomoci obsaht nejprve
dokaZeme sporem, Ze plati
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Obr. 29

YZ=YZ. (1)
Pfedpokladejme, Ze je napf. Y'Z' > YZ; pak plati pro
obsahy trojthelnikt a lichob&Zniki:

/NACZY < /"\NACZ'Y',
AYZB < AY'Z'B'.
Sectenim pfedchozich vztaht vyplyne

Obr. 30
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A ACB < A ACB,
coZ je ve sporu s piedpokladem r || p.
Nyni stai na obr. 29 pfikreslit body X, X’ jako pru-
seCiky pfimky ¢ a té€Znic BB,, B'B, (B, je stfed strany
AC). Pouzitim pfedchozi véty, tj. vztahu (1), dostaneme

XY =XY =X7=XZ.

RESEN{ (obr. 30). MnoZina stfedi viech tsedek
rovnobéznych se stranou AC, jejichZ krajni body leZi na
stranach AB, BC, je vnitfek té€Znice BB, a bod B,. Hle-
dané body X jsou dva: jsou to pruseciky kruZnice &
s téZnici BB,.

4. Jsou dény dva razné pravidelné Sestithelniky
ABCDEF a KLMNOP, které maji spoleCnou stranu
(A=K, B=1L).

a) Urlete drahu, kterou opiSe vrchol K Sestitthelnika
KLMNOP, ktery se kotali vné po obvodu Sestithelnika
ABCDEF.

b) Vypoctéte délku této drahy.

KOMENTAR. Ctvrtd tloha v podstaté nepotiebuje
navod. Navazuje na pfipravnou tlohu 3 kategorie Z. Je
to konstrukéné poletni tloha. Drdha bodu K se sklada
z péti obloukd kruZnic tfi raznych polomért. Nanejvys
snad je tfeba pfipomenout, Ze musime urlit stfedy
i poloméry kruZznic, po nichZ se bod K pohybuje, a dile
velikosti stfedovych whla pro pfislusné oblouky. Nary-
sujeme si opét Sestithelnik ABCDEF, vystfihneme si
z kreslici Ctvrtky Sestithelnik KLMNOP a na tomto
modelu si skuteéné provedeme kotaleni druhého Sesti-
uhelnika.

RESENT. Driha bodu K se skldd4 z p&ti kruZnicovych
oblouku, jak je naznaeno na obr. 31; &, k,, k3 znali
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délky pfislusnych obloukld. Kazdému z péti obloukd
odpovidd stfedovy tuhel velikosti 120°. Oznadime-li a

délku strany daného Sestiuhelnika, budou pfislus$né
poloméry

rn=a, rz—a]/3, rs = 2a
Je tedy
27y 2
kl-— 312'3—7Za,
2nr 2 5
ky = 5 —3—1/3 na,
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k3 = 273tr3 — ‘g"‘na.

Celkova délka drahy bodu K je tedy
d == 2k1 + 2k2 + k3 = %na(z + Vg).

Je-li napt. a = 4 cm, vychazi d = 62,3 cm.

92



