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Il. Pripravné dlohy I. kola

1. RIESENIA ULOH KATEGORIE A

1. V obore redlnych Cisel rieste rovnicu

Z(x—{—i)(xl—}—i—{— 1)=x(x—i—1)(x—}—2)...(x+n)+

n—1
+x(x—}—n——l)’

kde n = 2 je dané prirodzené &islo a x je neznama.

RIESENIE. Prekazdéx + 0, —1, —2,..., —(n — 1)
plati

1 1 1
G+ox+it+t1) x+i x+i+1
G=0,1,...,n—2),

takze
n—2
1 _r v
Z(x—i—i)(x—l—i—i—l)_x x+n—1"
p=9 - n—1
Tx(x+n—1)°

Pre hladané Cisla x teda plati
x(x+ Dx+2)...(x +n)=0.

Z korefiov tejto rovnice vyhovuje vSak danej rovnici len
x = —n. Uloha m4 teda jediné rieSenie x = —n.
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POZNAMKA. Uvedené rieSenie zostane v platnosti
dokonca i v obore komplexnych ¢isel.

2. Najdéte vSechny dvojice realnych cisel x, y, které
spliiuji soustavu rovnic

cos x 4 cos ¥y = cos (x + ¥),
sin x + siny = sin (x + y).

RESENI. Druhou rovnici ekvivalentné upravime

. x—l—y -y _ x+y x4y
2 sin co 2 = 2 sin 2 cos 2
+y( -y X+
sin ) cos 3 cos 2 =0,
sin -}—y sm— sml-:O.

2 2

Tato rovnice je splnéna pravé tehdy, nastane-li néktery ze
tfi ptipada

[1] x_2|_y=kn, tj. x +y = 2kn;

_ : _ . vSude % je
(2] - Y. % =2kn; celé &islo.

—2'
[3] % —kr, tj. y=2kn.
KaZdou z téchto moZnosti dosadime do prvé rovnice.
[1] Je-liy = —x + 2km, pak dostavame
cos x + cos (—x + 2kx) = cos 2k,
2cosx =1,

cosx———l—
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Odtud nalézédme feSeni (x,, ¥;) a (x5, ¥,), kde
%= t5 + 2%, g = Fg + 2,

pfi¢emz &, / jsou libovolna cela &isla.
[2] Zde méame

cos 2kn + cos y = cos (y + 2kn),
¢ili
1=0,
coz vSak neni moZné. Podobné ani [3] nevede k feSeni.

ZAVER. Hledan4 &isla x, y jsou pravé tato:
x=§—+2kn, Yy = —%——{—2171

x=——%—i—2kn, y=—;£——l—21n,

kde %, / jsou libovolna cela Cisla.

r polomér kruZnice jemu opsané. Pak plati
AT? + BT? + CT2>%r2.
Dokazte.

RESENI. P#i obvyklém oznateni mime s pouZitim
kosinové véty:

t§=%(a2+ b?) ~—%c2,

PR VPSP U
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=B+ &) — .

Seltenim dostaneme
2+ + 122—2—(a2+b2+02).
Ponévadz
0= AT? + BT? + CT? = %(r?, + 1+ 12,
plati
o= %(a2 + b2 + c%).
Jak zndmo a = 2r sin « atd., tedy
o= —‘;— r? (sin? « + sin? § + sin? p).

Nyni provedeme vypocet
2 (sin o + sin? g + sin? y) =
=3 —(cos2a + cos2f + cos2y) =
=3 — [2cos (« + pB) cos (e« — B) + cos 2 (« + B)] =
=3 —[2cos («+ ) cos(ex — )+ 2cos®(« + p) — 1] =
=4 — 2 cos (« + f) [cos (¢ — B) + cos (& + B)] =
=4 —2cos(x+ f).2cos a.cosf,tj.
sin? o + sin%? § + sin? y = 2 4 2 cosa . cos 3. cos y.
Ponévadz trojuhelnik je ostrouhly, plati
coso.cosf.cosy >0,

takze
sin® « + sin? § + sin? y > 2.

Nakonec vychizi ¢ > —g— r2, c. b. d.
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4. Nech M je vnuitorny bod trojuholnika ABC a py,,
P> P s v uvedenom poradi plo$né obsahy trojuholnikov
BCM, CAM, ABM. Potom plati

— — —
pAMA + pBMB + PcMC = O,
kde O je nulovy vektor. DokéZte!

C

Obr. 1

RIESENIE. Vedme bodom A rovnobeZku s priamkou
MB a oznalme D jej prieseénik s priamkou MC.
Potom zrejme plati (obr. 1)

ADt MB, DMt MC*)
a dalej

*) Symbol 44 oznacuje stthlasnd rovnobeZnost vektorov (orientovanych
usediek).
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1
ap _ a4, 2MC-A4
I

MB ~— BB, L yc. BB, TP
3 .

kde A,, resp. B, je pita kolmice spustenej z bodu A4,
resp. B na priamku CM. Mdme teda

AD =22 mB. (1)
A
Dalej plati
1
DM B oh __obsah A DBM _ pc
MC 1 " obsah A MBC ~ p,°

5MC . BB,

Vzhladom na to, Ze AD || MB, je totiz obsah A DBM =
= p¢. Z poslednej rovnosti mame

pMm = 2<. . )
y
Pouzitim vjsledkov 1), (2) dostévame
pa.MA +ps. MB + pe. M
= b, (MA +§BMB 4 ﬁCMC

Q\Ir
I

\_/
Il

0&
I

— pa(MA + AD + DM) = p, o,

¢o sme mali dokazat.
2. KOMENTARE A RESENI ULOH KATEGORIE B

(Komentéafe byly urleny hlavné pro Zzaky 1. ro€nikt
gymnasii a stfednich odbornych §kol.)

1. Kolik neprazdnych podmnoZin md mnoZina skldda-
jici se z deseti prvka?
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KOMENTAR. Je to vlastné tloha z kombinatoriky,
kterou Zici 1. a 2. ro¢nikti gymnasii neznaji. Tuto ulohu
by hravé rozfesili Zaci pokusnych ZDS, kde se kombinato-
rika probird (v omezeném rozsahu) uz v 7. roéniku.
Ulohu lze nejpohodingji rozfedit vtipnym obratem, ktery
souvisi s dvojkovou soustavou. NeZ vSak tento obrat
prozradime, nechdme vis experimentovat: vyhledat
vSechny neprazdné podmnoZiny tfiprvkovych, Ctyi-
prvkovych a pétiprvkovych mnozin. Do vypsani pod-
mnozin je tfeba ovSem vnést urCity systém, opirajici se
tfeba o uspofaddni prvka. Tak napi. pfi Ctyfprvkové
mnoziné M = {a, b, ¢, d} postupujeme takto: podmno-
Ziny budeme zapisovat tak, aby prvky kazdé podmnoZiny
byly v abecednim pofddku. Dostaneme tak vycet:

{a}a {aa b}’ {a: C}> {as d}s {as b, C}, {a, b, d}: {a> ¢ d},
{a, b, ¢, d}, {b}, {b, c}, {b,d}, {b,¢,d}, {c}, {c, d}, {d}.

Dobfe se zndzorni podmnoZiny na tzv. stromu logickych
mozZnosti:

fa} bf T [
_ /\ 0\

{a b} {ac) fa.d} (bc} (b} {c,d}

V grafu chybi podmnoZina {b, c, d}. Dopliite ji.
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Poéty neprazdnych mnoZin se zapisi do tabulky:

Pocet prvki
v M 1 2 3 4 5
Pocet jejich
neprizdnych 1 3 7 15 31
podmnozin

Nyni pravdépodobné vyslovite domnénku, Ze hledany
pocet podmnoZin je 2” — 1, kde n je pocet prvki mnozi-
ny M.
A nyni ,,trik*, ktery dovoli prehledné registrovat
v§echny podmnoZiny mnoZiny M. Zapiseme prvky z M
abcd

a pod kazdy z nich zapiSeme bud 0, jestlize tento prvek
nendlezi dané podmnozing, nebo 1, ndlegi-Ii ji. Podle této
umluvy jsou napf. podmnoziny {a, ¢}, {b, ¢, d} charak-
terizovany Ctveficemi 1010 a 0111. Nyni uz snadno sami
vypocitate pocet vSech n-tic sloZzenych z nul a jednicek; je
jich 2.2..... 2 = 2" Ale n-tice sloZenda vesmés z nul

n-krat
je vyloucena (proc?).

Muzete rozieSit jesté néjakou ulohu, kde se uplatni
obdobné dvojkova soustava. Napf. v ¢tvercové siti se ma
5»projit po stranach ¢tverct z vrcholu A do vrcholu B
(viz obr. 2). Je dovoleno postupovat jen zleva doprava
a’zdola nahoru. Otdzka"zni: Kolik je’'moZnych riaznych
cest z A do B? Postup o jednu stranu doprava zapiSeme
znakem 0, postup o jednu stranu nahoru znakem 1.
Tlusté vytaZzend cesta je registrovana zapisem 001110100
0010110. Kazdy zapis musi obsahovat 16 znakd, z toho
9 nul a 7 jednicek (pro¢?). Tato tloha je oviem podstat-
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né t€Z8i nez dana uloha o podmnoZinich, nebot je jesté
tfeba uvaZovat viechna moZznd umisténi nul a jednicek.
Situace se zjednodusi, zvolime-li misto ¢isel 9, 7 mensi
pfirozend disla, napf. 4, 3 apod. ,,Cestdm* miZeme pfe-

B

AT

9
Obr. 2

depsat dal$i podminku, napf. aby prochazely danym bo-
dem C apod. Jak je vidét, nejde tu o jednotlivou tlohu,
ale o cely komplex uloh, Cili o tzv. problémovou situaci.

RESENI{. Ka’dou podmnoZinu A dané mnoZiny M
muZeme jednoznaéné urlit tim, Ze kazdému jejimu
prvku pfifadime 1, zatimco ostatnim prvkam z M\ A pfi-
fadime 0. Pocet vSech podmnoZin nas$i mnoZiny je tedy
219 = 1024; neprazdnych je o jednu méné, tj. 1023.

2. Najdéte vSechny trojclenné aritmetické posloupnosti
prvodisel s diferenci 1970.

KOMENTAR. Tato tloha vyZaduje elementirni
znalosti z teorie Cisel. Pravdépodobné bude tfeba vy-



svétlit nejdfive nazev ,,trojClennd aritmetickd posloup-
nost, coz dava ptilezitost vyslovit obecnou definici
aritmetické posloupnosti; je to véc zcela pfistupna,
ilustrujeme-li ji nékolika pfiklady.

Prvni impuls pro feSeni bude asi tento: ZapiSeme
troj¢lennou aritmetickou posloupnost

X, x +dy x + 2d

a budeme ji zkoumat (pokud jde o délitelnost jejich
Clenu), a to ve dvou pfipadech:

a) diference d e nasobkem tfi;

b) diference d neni ndsobkem tfi.

Vysledky zkoumani se zapisuji do tabulky tohoto tvaru:

¥ v
d 4 5 7 3 2 10 6
x 5 _2_ 1 11 31 67 3
x+d 9 7 8 14 33 77 9
x + 2d 15 12 15 17 35 87 15

Co vypozorujeme a jakou domnénku vyslovime? Je-li
diference d nasobek tfi, pak posloupnost bud neobsahuje
zadny nasobek tfi (sloupec 4), nebo obsahuje samé nasob-
ky tii (sloupec 7). Neni-li diference d nasobkem t¥i,
pak aspon jeden ¢len posloupnosti je nasobkem tfi,
a tedy neni prvocislem, pokud je vétsi nez 3.

Cislo 1970 = 3. 656 + 2 neni nasobkem tii. Je-li
spravnd vyse vyslovend domnénka, pak hledand posloup-
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nost musi obsahovat Cislo 3 a jedind moZnost je
3, 1973, 3943.
Je oviem jesté tieba:
a) zjistit z tabulek (nebo jinak), zda &isla 1973, 3943
jsou prvocisla;
b) dokazat vyslovenou domnénku.
Ukol b) splnime tak, Ze &isla d, x rozloZime vzhledem
k Cislu 3; je tedy
x = 3y, nebo x = 3y 4+ 1 nebo x = 3y + 2,
d = 3k + 1 nebo d = 3k + 2;
(d neni nasobek tfi!). Ve vsech Ctyfech pfipadech, kdy x
neni ndsobkem ti, vypolteme x + d a x + 2d. Napf.
pro x = 3y + 1, d = 3k + 2 dostaneme
x+d=3p+k+3=30+k+1),
x +2d=3(y + 2k) + 5.
Cislo x + d je skutedné nasobkem t¥i.

v,

Za nejpodstatnéjsi impuls zde poklddame vyzvu k expe-
rimentovani, které vede po sestaveni piehledné tabulky
k vysloveni hypotézy.

RESENT{. Snadno nahlédneme, Ze z &isel

P, p+ 1970, p + 2.1970

je vZdy jedno délitelné tfemi. Nutné tedy p = 3 a dosta-
vame jediné feSeni: 3, 1973, 3943 (viz tabulky).

3. N3jdite mnoZinu vSetkych bodov, ktorych pravo-
uhlé stradnice x, y splilujui sustavu nerovnic

[¥| = 27, [y] = 2,

x2
tg x =0, tg( ~T)20.
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KOMENTAR. Tato uloha je pfeva’né poltaiskd;
k jejimu feSeni je tfeba znat definici goniometrickych
funkci pro vSechna redlna Cisla x.

Rada, kterou ddvame feSitelim, je tato: VySetite
oddélené kazdou z mnoZin bodt s analytickym vyjadienim

a) x| = 27, b) [yl = 2=,
c) tgx=0, d) tg(y—%z)go

a pak stanovte prunik vSech ¢tyf mnoZin bodu.
Ptipady a) a b) jsou trividlni, rovnéZ i pfipad c);

piipad d) je nejobtiznéjsi. Zde je tfeba zjistit, Ze dani
nerovnice je ekvivalentni s nerovnicemi

2
knsy— T <hkat .

A pak je tieba probrat vSechna cela Cisla %, ktera pFichaze-
ji v tvahu; dostaneme tak zakfivené ,,pasy* omezené
parabolami (pozor na hranici!). Vysledek se dostane jako
prunik pdsi roviny s t€mito zakfivenymi pésy. Cely graf
lezi ve Ctverci, jehoZ vrcholy jsou [+ 27, 4- 27].

Uloha je pracnd, vyZzaduje pozornost, ale je v podstaté
bez vtipu; je urlena jako zachytnd uloha. Lze ji vSak

. . . 3 ., 7
modifikovat: Nerovnici a) nahradime nerovnici |x| = 20

nerovnice b), c¢) vypustime a nerovnici d) nahradime
nerovnici

x2
Ogtg(y—z)él.

RIESENIE (obr. 3). RieSenie nerovnice tgx =0
tvori polopasy

krn < x < kn + % (% celé &slo). (1)
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Obr. 3

2
RieSenie nerovnice tg (y - %) = 0 tvori polopasy s pa-

rabolickymi hranami
x2 x? 7 A
z—+kn§y<z+kn+7- (k celé &islo). (2)

Hladand mnoZina sa sklada prave z tych bodov Stvorca
|| = 27, |y| = 2,
ktoré leZia sucasne v (1) i (2); na obr. 3 je vySrafovana.

4. Uhlopriecky AC, BD konvexného Stvoruholnika
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ABCD st navzajom kolmé prave vtedy, ak plati AB? +
+ CD? = BC? 4+ AD?; dokazte.

KOMENTAR. Ctvrti tloha je trividlni, ¥eSime-li ji
kosinovou vétou. Kosino-
vou vétu lze viak snadno
obejit. Prvni ¢ast — dikaz
nutné podminky — zaleZi
v prostém pouziti Pytha-
gorovy véty. Oznacime-li
délky stran a useCek na
uhlopfickach podle obr. 4,
plati pro w = 90°: % =
= 2% 4 2% 2 =92 + 12
b = y? + 22, d2 = x% +
+ 22, a tedy a® + 2 =
= b* + d2. Postalitelnost
této podminky dokaZeme
takto: Je-li w + 90°, je
a® + ¢ £ b® + d? Zde je
tfeba provést jistou ivahu
o tzv. kontraponovanych Obr. 4
vétach podle schématu:

(A = B) pravé kdyZ (non B = non 4),
(B = A) pravé kdyZ (non 4 = non B).

Dukaz postacitelnosti podminky je pak druhd z uvede-
nych implikaci. [4 je vyrok (vyrokova forma) v = 90°,
B je vyrok (vyrokova forma) a? + ¢ = b2 + d2.]

Druhy impuls pro feSeni implikace non A4 = non B
zélezi v tom, Ze si pfipomeneme vétu, kterd se da jako
uloha odvodit z Pythagorovy véty: Jsou-li x, y, 2 délky
stran trojuhelnika a je-li vnitfni thel proti strané z ostry
(pravy, tupy), pak plati x% 4 y% > 22 ( = 2%, < 2?).

Zvolime oznaCeni tak, aby bylo o < 90°, je 180° —
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—o > 90° a uZitim pfedchozi véty dostaneme
a4 ¢t < b+ d2

RIESENIE. Ak je AC | BD, vyplyva uvedena rov-
nost zo Stvorndsobného pouZitia Pythagorovej vety.
Pri dokaze obritenej vety moZeme pouZit toto tvrdenie:
Ak je v AAXB uhol < AXB ostry, plati AB? < AX? +
-+ BX?(a analogické tvrdenie pre tupouhlé trojuholniky);
i tieto pomocné tvrdenia sa daju dokazat bezprostrednym
pouzitim Pythagorovej vety. Je moZné rieSit tieZ kosinu-
sovou vetou.

3. KOMENTARE A RESENI ULOH KATEGORIE Z

1. Soudet druhych mocnin tii po sobé jdoucich lichych
Cisel je &tyfciferné Cislo, jehoZ vSechny Cislice jsou stejné.

Najdéte vSechny takové trojice lichych &isel.

KOMENTAR. U pti &teni textu narazime na pojem
liché ¢islo. Licha Cisla jsou cela &isla, liché Cislo mizZe byt
tedy i Cislo zdporné. Kazdému matematikovi je znamy
»»trik®, jak vyjadfit tfi za sebou nasledujici ¢leny aritme-
tické posloupnosti. Zpravidla se osvédCuje vyjadfeni
a—d, a, a+ d. Kdybychom pouZili nesymetrického
vyjadieni b, b + d, b + 2d, byl by vypocet asi sloZit&jsi.
Reseni tlohy je poloexperimentilni, nebot situace nds
pfimo vybizi k tomu, abychom prozkoumali postupné
vSechna Cisla s dekadickym zdpisem yyyy a &isla k nim
opaénd. Doporucujeme obménit podminku b) na troj-
cifernd a péticiferna Cisla; zajimavé jsou tu davody, proé¢
je tloha nefeSitelnd. Mimoto je cenna sama ta okol-
nost, Ze se setkivime s nereSitelnou tdlohou.

RESENT. Je-li x prostfedni &islo hledané trojice, mdme
(x — 224+ 22 + (x + 2)2 = 3x%2 + 8 = (yyyy), kde
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ye{l,...,9}. PonévadZ 3x% 4 8 je liché C¢islo, musi
byt v lichd &slice. Cislo 3x2 4 8 se tedy nutn& rovni
n&kterému z &isel 1111, 3333, 5555, 7777, 9999, naleZ
3x2 se rovnd nékterému z Cisel 1103, 3325, 5547, 7769,
9991. Z nich pouze 5547 je délitelné tfemi, takZe 3x% =
= 5547, tedy x? = 1849 = 432 Ponévadz

412 4 432 + 45% = 1681 4 1849 + 2025 = 5555,
jsou pravé dvé vyhovujici trojice: 41, 43, 45 a —45, —43,
—41.

2. Ozubené pedilové kole¢ko jizdniho kola (bicyklu)
ma 48 pievodnich zubii: malé pfevodni kole¢ko na zadnim
kole md 20 zubl. Primér zadniho kola bicyklu je
72 cm. (Uvédomte si, Ze vzdalenost dvou sousednich
zubtl u obou kolecek je taz.) Cyklista jede po vodorovné
silnici stdlou rychlosti 25 km za hodinu na plny zabér
(Slape rovnomérneé).

a) Kolikrdt musi $ldpnout za jednu minutu, aby si
udrZel stdlou rychlost 25 km za hodinu?

b) Kolikrat musi $ldpnout na trati dlouhé 4,5 km?

KOMENTAR. Uloha je zna¢n& idealizovina; muZe
byt proti_ni oprdvnénd ndmitka, Ze se takto na kole
nejezdi. Uloha predpoklada jistou znalost o pievodech.
Pokud ji fesitel nema, snadno si obstard pfislu$né ndzorné
vysvétleni. Zde bychom doporucovali opustit numerické
udaje a pocitat algebraicky. Maji-li peddlové a pfevodni
kole¢ko po fadg z;, 2, zubu a jsou-li po fadé ny, n, polty
jejich otacek, plati

M2 = Ny2y. V)

Méli bychom roziesit nékolik tloh na vyuZiti vzorce (V).
Tento vzorec je 1 kli¢em k feSeni dané tlohy. Vidy je
tieba nejdfive odvodit vzorec, podle n&¢hoZ budeme
pocitat. Napf. ma-li cyklista ujet v metru1 a je-li polomér
jeho zadniho kola » metrt (pozor na jednotky!), je pocet
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potiebnych otolek pedalového kola
_ Y%
T 2mrzy

m (v, r v metrech). (A)
Vzorec (A) miZeme upravit pro situaci, Ze v je dano
v kilometrech a » v centimetrech : Citatele nasobime tisicem
a jmenovatele délime stem; celkem tedy nasobime zlomek
103. 10% = 10° a dostaneme

2arz

Takovouto Gpravu, jako je vzorec (B), pokladdme za velmi
ucelnou pro aplikace.

Také bychom si méli vysvétlit, pro¢ ddvame piednost
algebraickému vypoltu pied numerickym (napf. moz-
nost kraceni, co nejvétsi vyuziti tabulek apod.).

I pii zodpovédéni otdzky a) je tfeba spravné a obratné
manipulovat s jednotkami (minuty— hodiny).

Celkem je tento piiklad jen obtiznéjsi a rozsdhlejsi
$kolska uloha.

RESENTI. Otodi-li se pedilové koletko jednou, otodi se

nl — 105

(v vkm, r v cm). (B)

zadni kolo %% = 2,4krat; na to, aby se pedédlové kolecko

otoCilo jednou, musi cyklista $ldpnout dvakrat.
Pfi jednom S$ldpnuti ujede zadni kolo driahu délky
(v cm)
nd . 2,4  3,14.72.2,4
2 2
kde d jsme oznacili prumér zadniho kola bicyklu.

Na draze 25 km = 2 500 000 cm cyklista $lapne toli-
krat, kolik je 2500 000 : 271; to je pfiblizné 9 225. Za
jednu hodinu tedy $ldpne 9225krat a za jednu minutu
9225 : 60 = 153,75 tj. ptiblizné 154krat.

= 271,296 = 271,
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Pomér drah 4,5 km a 25 km je = %, .V témZe poméru se

25°
zménf i polet Slapnuti, tj. Cislo 9225; dostaneme
9225. 455 = 369 . 4,5 = 1660,5 = 1660.

Na drize 4,5 km musi cyklista §ldpnout asi 1660krat.

3. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC o strané délky
8 cm. Dile je dan pravidelny Sestithelnik KLMNOP
o strané délky 4 cm tak, Ze vrcholy 4 a K v zdkladni poloze
splyvaji a vrchol L lezi na polopfimce AB. Oba tutvary
lezi v opacnych polorovindch vytatych piimkou AB.

Sestithelnik KLMNOP se kotéli po obvodu trojihel-
nika ABC.

a) Vysetite drahu vrcholu K.

b) Vypoctéte obsah itvaru ohrani¢eného drahou bodu K.

KOMENTAR. Abychom dobfe porozuméli textu
ulohy, méli bychom si vystfihnout z lepenky trojihelnik
i Sestitthelnik a s modelem provést popsany pohyb, expe-
rimentalné zjistit a zakreslit drahu bodu K. Pak provede-
me konstrukci pfesné pravitkem a kruZzitkem. Pf1 vypoctu
jde a) o aplikaci vzorci pro délku oblouku kruZznice
a obsah vysece, kdyZ je ddn polomér a velikost stfedového
uhlu; b) o vhodné rozdéleni vzniklého obrazce na troj-
uhelnlky a vysece Uloha je zcela b&Zn4, vyzaduje spise
Cas a trpélivost pfi pocitdni nez vtip.

I tato tiloha miZe byt ovSem vychodiskem k problémo-
vé situaci o kotdleni jednoho obrazce po obvodé druhého.
Zkuste napf. v dané uloze nahradit bud pevny trojahel-
nik, nebo pohyblivy Sestithelnik Ctvercem, ktery mé
stranu téze délky.

RESENI (obr. 5). Dréha bodu K se sklidd z péti
kruznicovych obloukl, jak je naznaleno na obrizku.
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Obr. 5

Obsah utvaru ohrani¢eného drdhou bodu K vypoclteme
jako soulet obsaht celkem deseti obrazct, z nichZ je pét
trojihelnika a pét kruhovych vysedi (viz. obr. 5). Obsah
obrazce oznaleného Cislem 7 bude P;vem? (¢ = 1,2,...,
10). Obsah rovnostranného A ABC je

P, = 16132.]/4—3 =16.]/3 = 27,68. (1)
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Dile plati P, = Py, takZze
Py+ Py=2. (—%-4-4123-) =8.]3=1384. (2
Podobné P, = P;, takze
1
P, + Ps=2 (7 .
Kruhovi vyse¢ oznafend na obr. 5 &islem 7 mé polomér

roven NK = 8 cm a stiedovy thel 60°, jeji obsah tedy je

P7=—é—-n.64i33,60. 4)

Dile Py = Py = %n(41/§)2 = 24, takZe

4.4.]/3) =16.)3=27,68. (3

Pg + Py = 48 n = 150,72. 5)
Nakonec Py = Py, takZe

Py + Py = 2(—61~.n.42) - 16-%i 16,80. (6)

Sectenim vysledka (1), (2), (3), (4), (5), (6) dostaneme
P+ Py + ...+ Pyy=270 cm?,
coZ je hledany obsah.

4. Je dana velikost s stfedni pfic¢ky a velikost v vySky
lichobéZnika ABCD, jehoz uhlopficky jsou k sob& kolmé.
Priseciky uhlopficek se stfedni pfiCkou lichobéZnika
ABCD déli tuto stfedni pfi¢ku na tfi shodné tsecky.

Sestrojte lichobéznik ABCD.

KOMENTAR. Mezi impulsy pro feSeni této tulohy
patfi bezesporu uvaZovani o tom, zda se mohou protinat
uhlopficky lichobéZnika na jeho stfedni pficce. (Ziejmé
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nemohou, nebot by se pak navzijem pilily a obrazec by
byl rovnobéznik.)

Dile provedeme rozbor dané konstrukéni ulohy. Je to
uloha nepolohova; prvni otdzka je vzdy, jak tuto tlohu
slokalizovar®, tj. ktery z danych prvku pevné umistit.
V nasem pfipadé to bude asi stfedni pficka EF lichob&z-
nika ABCD, nebot

a) zname jeji velikost;

b) zndme jeji vzdalenost od pfimek, v nichZz lezi z4-

kladny;

c) vime, kterymi jejimi body prochdzeji uhlopficky.

Vyjdeme-li ze stfedni pticky EF a jejich bodt G, H
(EG = GH = HF), pak prusetik L obou uhlopfitek
zfejmé leZi na kruZnici 2 sestrojené nad primérem GH

T TmNe
// \ B \\ T
Lol e
N2 N R
| /// \ \\
2\
! 5 2s B\ 3 €<
N
Obr. 6 \

(obr. 6). Mimoto vime, Ze vrcholy 4, B a C, D leZi na

dvou rovnob&Zkich s EF vedenych ve vzdalenosti % v
(v je dana vyska).
Zde se asi zarazime: Nevime jesté, ktery bod kruZnice %
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mame zvolit za prase¢ik L obou tuhlopfi¢ek. Na prvni
pohled situace vypada tak, jako by uloha méla nekone¢né
mnoho feseni. Zvolime tedy bod L na %, pak narysujeme
lichobéZnik ABCD a provedeme zkouSku; specidlné si
ovéfime (tfeba grafickym séitanim), zda plati

AB + CD = 2EF.

Tu se ukaze, Ze pfi libovolné zvoleném bodu L na % neni
podminka b) splnéna. To znamena4, Ze vzdalenost bodu L
od pfimky EF neni libovolna. '

Dalsi impuls je zkoumat t¥i podobné trojuhelniky ABL,
GHL, CDL. Jejich vySetfovanim se zjisti, Ze vzdalenost

bodu L od ptimky EF je —é—v. Tim je vlastné teprve

dokoncen rozbor ulohy a zkouska pak vyjde. Zaroven
je tim také oteviena cesta k diskusi, v niZ je tfeba rozli-
Sit ptipady v <s, v = s, v > s (kde s znaci délku stfedni
pricky EF).

Tato uloha je pomérné nejtéZzsi z ptipravnych uloh, ale
je velmi instruktivni.

Kdyz jsme se ,,potrapili s pfedchozim pomérné sloZi-
tym feSenim, muZeme uZit urcitého triku: doplnit
trojuhelnik BCD na rovnobéznik BDCE,. Tak vznikne
pravouhly trojuhelnik AE,C, jehoZ pfepona méd délku
AE, = 25 a vy$ka je v. Zustane vam vSak jeSté ledacos
k dokazani a tvaze (vyjadfit délku CD a tedy i BE,
pomoci s atd.).

Také z této ulohy bychom se mohli dopracovat k fadé
variant, a tim k jisté problémové situaci. Napf. misto dané
vySky v muZeme pozadovat, aby byl lichobéZnik rovno-
ramenny, misto podminky EG = GH = HF muZeme
pozadovat 2EG = GH = 2HF apod.

RESENT (obr. 6). Pfedpokladejme, %e ABCD je hleda-
ny lichobéZnik, a na prodlouZeni jeho vétsi zdkladny AB
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za bod B sestrojme bod E, tak, aby BE, = DC. Pak bude
AE, = 2, piitem’ AB= 3 s(z AABC) a BE =

=DC=-§—s (z ABCD). Ponévadz E,C||BD, je

X ACE, = 90°. V pravouhlém trojihelniku ACE, znime
tedy délku pfepony AE; = 2s a velikost pfislu$né vysky v.

Proto nejprve sestrojime pravouhly trojuhelnik ACE,
s pfeponou AE, = 2s a s piisluSnou vyskou v. To prove-
deme wuZitim Thaletovy véty: Nad pramérem AE,
opiSeme polokruznici (jejiZz polomér tedy bude s) a najde-
me jeji spolecny bod C s pfimkou vedenou v téZe poloro-
viné rovnobézné s AE, ve vzdalenosti v. Na pfeponé E, A4
pak sestrojime bod B tak, aby bylo AB : BE, =2 :1
(vime totiZ, Ze musi byt AB = %s, BE, = % s). Troj-
thelnik ABC nyni jiz snadno doplnime na hledany licho-
béznik ABCD (bude CD = BE),).

Proveditelnost celé konstrukce zavisi pouze na existen-
ci bodu C. V pfipadé » > s tento bod neexistuje, takZe
uloha nema feSeni. V pfipadé v =s bod C existuje
(jeden nebo dva), takZe tloha ma feSeni (jedno nebo dvé)
zfejmé soumérnd podle osy usecky AB.

Jedinou podminkou feSitelnosti ulohy je tedy splnéni
nerovnosti v = s.
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