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VI. Zprava o Xll. mezindrodni
matematické olympiadé

1. ORGANIZACE A PRUBEH SOUTEZE

Tato soutéZ pro Zaky stfednich $kol se konala ve dnech
9. az 21. Cervence 1970 z vétsi Casti v mésté Keszthely
u Balatonu v MLR. Zudastnilo se ji z pozvanych 17 stati
jen 14; Itdlie odfekla pro nevyhovujici Casovy termin,
Belgie a Finsko pro nepfipravenost. Vedouci delegaci,
ktefi s pracovniky poradatelské zemé tvofi mezindrodni
jury, se sjeli dne 8. 7. 1970 v Budapesti, odkud pristi den
rdno odjeli autobusem do ldzefiského mésteCka Hévizu;
zde se po Ctyfi dni vénovali vybirdni soutéZznich uloh a
pfipravé soutéZe. Mezinadrodni jury pfedsedal na téchto
jednanich akademik G. Hajds, ktery se vSak pro nemoc
neudastnil zavéru soutéZe; zastupoval jej prof. J. Surdnyr,
ktery byl pfedsedou pfipravného vyboru. Rizeni schuzi
se zucastnil i dlouholety pracovnik mezinarodnich mate-
matickych olympiad a hlavni sekretaf pfipravného vyboru
prof. E. Hddl.

SoutéZzni ulohy se vybiraly z 12 uloh, které ze zaslanych
navrhi predem pripravil pfipravny vybor a ke kterym
pripojil 1 stru¢na feSeni. Jednani zacalo oficidlné 9. 7.
o 16. hodiné.

Akademik G. Hajos vzpomnél zesnulého spoluzakla-
datele mezindrodnich matematickych olympidd Rudolfa
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Zelinky. Pak byly rozdiny navrhy soutéZnich tloh; jako
obvykle méli delegati pomérné malo Casu na prostudo-
vani tloh (moZnosti riznych feSeni) a tak se stalo, Ze vy-
brané ulohy nebyly pravé nejvhodnéjsi a také jejich ohod-
noceni body nebylo zcela priléhavé. Témata uloh byla
z tradiCni stfedoskolské matematiky, coZ nevyhovovalo
zejména zdpadnim statim. Nesmirné potiZe ptsobila for-
mulace texti. KdyZ byl kone¢né stanoven definitivni text
ve Ctyfech jednacich jazycich (angli¢tina, francouzstina,
némdina a rustina), preloZili jej delegati do narodnich ja-
zyka a pripravili jako obvykle obdlky s texty uloh pro oba
dny soutéZze (viz pfilohu).

Na vypracovani kazdé prace byly stanoveny jako ob-
vykle 4 hodiny Cistého Casu. Delegiatim ani zakim ne-
byly predem oznameny zasady a pozadavky, které budou
uplatiiovat madarsti koordinatofi pfi sjednocovani klasi-
fikace feSeni, coZ se stalo pozdé¢ji pfedmétem rady nedo-
rozuméni. Zaci také neznali bodové hodnoceni uloh.

Druzstva jednotlivych statd se sjizdéla se zastupci ve-
doucich v Budapesti béhem 10. Cervence. Po pfenocovéni
v internatu — hotelu Universitas odcestovali 11. 7. do
Keszthely, kde byli ubytovani v internité¢ — hotelu Ju-
ventus a mé€li téméf dva dni volné na rekreaci a koupani
v Balatonu; pocasi bylo prekrisné.

Vliastni soutés probihala v Keszthely dne 13. a 14. Cer-
vence. Slavnostni zahdjeni se konalo v aule Vysoké Skoly
zemédélské (nejstarsi v Evropé, zaloZené r. 1779). Pro-
mluvil vedouci odboru ministerstva skolstvi MLR Mikls-
svary Sdndor a prof. J. Surdnyi. Zahijeni se zucastnili
vedouci delegaci, ktefi pfijeli rdno autobusem z Hévizu
(vzdélenost je jen asi 6 km). Také druhy den soutéZe byli
pfitomni vedouci delegaci na zacatku soutéZzz; po oba dni
jim byl povolen asi na 5 minut vstup do sali, kde Zaci
pracovali; proti tomu vznaSela jak madarskd strana, tak
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i néktefi Clenové jury namitky. Teprve dne 14. 7. se pie-
stéhovali delegati z Hévizu do Keszthely, kde byli ubyto-
vani v témz internaté jako Zaci. Tim skoncila izolace dele-
gata od Zaku i jejich pedagogickych pravodcu. Toto fe-
seni se ukazalo nevyhodné, nebot delegiti tu neméli dosti
klidu pro opravovani uloh a pro koordinovani. Proti pu-
vodnimu pldanu byl na korektury vyhrazen jen jeden pul-
den (!), takZe se opravovalo 14. 7. az do 2. hodiny nocni.
Naproti tomu pro koordinaci oprav byly stanoveny dva
dni (15. a 16. 7.).

Koordinace byla znacné ostrd; nejvice se ohrazovali de-
legati proti tomu, Ze Zakdm byly ubirdny az dva body za
to, ze vyslovné neuvedli trivialni usudky a véty a Ze
o tomto pozadavku nebyli pfedem informovani ani oni,
ani opravujici delegati. Vecer 15. 7. uspofadal Zupnj vybor
v Keszthely recepci pro delegaty i Zadky, promluvil na ni
predseda Zupniho vyboru Bask Sdndor. Dne 16. 7. byla
dokoncena koordinace oprav zbyvajicich uloh; Cs. delegat
mimoto musel koordinovat 4. Glohu domaéciho madar-
ského druZstva a byl pfizvan ke koordinovani 4. alohy
(&s. pavodu) k jinym druZstvam, kde, vznikly rozpory.
Z4ci byli bez programu, nebot pocasi se velmi zhorsilo
a planované koupani v Balatonu i hry odpadly. V patek
17. 7. za chladného, vétrného a destivého pocasi podnikli
vSichni Gcastnici XII. MMO dvéma motorovymi lodmi
po rozboufeném Balatonu vylet do Badacsony, ktery se
pfesto celkem vydatil. V téchto dnech si vyménily dele-
gace tradi¢ni upominkové darky.

Mimo spole¢né exkurze se zZaky méli delegati samostat-
nou exkurzi dne 13. 7. Prohlédli si krasny kostel v Siimegu
i zficeniny stejnojmenného hradu. Po silnici pochazejici
z fimskych dob dojeli do Sarvaly, kde v krdsném prostredi
v myslivné poobédvali. Pak navstivili krasovou jeskyni
v Tapolce a po koupani v Balatoné se vratili do Hévizu.
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Bouflivd a dlouhd byla obé posledni zaseddni jury dne
18. 7.; zavérelné zasedani skoncilo az ve 23.15 h. ObtiZzné
bylo zejména stanovit hranice pro I., II. a III. cenu (na-
konec se urcily hranice 37, 30 a 19 z dosazitelnych 40 bodua
pro zaka). Dale byla obtiznd uloha rozhodnout o udéleni
zvlastnich cen za vynikajici feSeni. Byly ustaveny zvlastni
komise, ale pfi rozhodovani se navrhy komise pro 4. tlohu
znovu prezkoumadvaly. Ukdzalo se nakonec, Ze 1., 2. a
5. uloha neposkytovaly Zadnou pfilezitost k elegantnimu
feSeni, 3. uloha byla pfili§ obtiZzna a nevhodna. 6. tloha
obtizna, ale vhodna. Nejvice bylo diskusi kolem 4. tlohy.
Vysledek jednani byl tento: byla udélena jedna zvlastni
cena za 3. Ulohu, 4 zvlastni ceny za 4. Glohu (mezi nimi
jedna Cs. uCastniku Cernému) a 2 zvlastni ceny za 6. ulohu.
V zdvéru zasedani prednesl Cs. delegat na zdkladé pisem-
ného piislibu obou ministerstev $kolstvi CSSR pozvdni
na XIII. MMO do CSSR na rok 1971. Zaroven rozdal
vSem pritomnym delegatim ndorh nového statutu, podle
kterého ma byt XIII. MMO organizovana. V Zivé diskusi,
ktera se rozvinula v no¢nich hodinach, se ukazalo, Ze bude
tfeba poslat vSem ucastnickym zemim XII. MMO, ale
i Belgii, Finsku a Itdlii novy, podrobnéjsi vysvétlujici
dopis o nové koncepci olympiad, zejména o volitel-
nosti uloh. Je tfeba podotknout, Ze mezindrodni jury
jednohlasné piijala pozvdni CSSR a celkem se vyslovila
kladné k chystanym zméndm ; definitivni stanovisko k né-
vrhu statutu mély sdélit jednotlivé zemé poradatelské ze-
mi (tj. CSSR) do 31. 10. 1970.

Dne 19. 7. se pfemistili vSichni ucastnici vlakem (Ba-
laton-expresem) do Budapeiti a ubytovali se vSichni
v internaté — hotelu Universitas. 20. 7. rano byla pro-
hlidka mésta pro delegaty, jejich zastupce i Zaky, vecer
byla velmi pusobiva projizdka osvétlenou Budapesti
(zejména Margitin ostrov s vodotryskem, Buda, kralovsky

146



zamek a citadela se sochou Svobody). Jinak bylo dne
20. 7.1 21. 7. (aZ do 16 h) volno na prochazky a nakupy.

V 16 hod. usporadal v technické université naméstek
ministra Skolstvi Lugossy Jend malou recepci pro dele-
gaty a pak nasledovala zavérecnd slavnost za pfitomnosti
vSech ucastnikd (anglické druZstvo se vSak nezucastnilo,
nebot pfedcasné odjelo) XII. MMO a dalsich hosti. Za-
hajil ji prof. Surdnyi, promluvil ndméstek ministra, ktery
zduraznil spolecensky vyznam olympiad pro porozuméni
mezi narody a upeviiovani miru. Pak osobné rozdal dip-
lomy (ceny) vitézum; kaZdy ucastnik dostal upominkovou
obrazovou publikaci. Za delegaty pak podékoval vedouci
Cs. druzstva, prfipomnél vyznam védecké analyzy mate-
matického nadani pro soucasnou spolecnost i pokrokové
ideje ¥. A. Komenského o demokratizaci vzdélani, které
realizuji zejména socialistické staty. V zavéru opakoval
pozvani vsech uclastnickych zemi do CSSR na XIII.
MMO.

Vecer 21. 7. se konala spolecnd vecefe vsech tiCastnikd,
ktera vyznéla v opravdu pratelskou besedu mezi delegaty,
jejich zastupci 1 zaky.

Réno dne 22. 7. se pocaly delegace rozjizdét. Jako jedna
z prvnich odjela v 7.50 h. rychlikem Hungaria ¢s. dele-
gace; 22. 7. vecer byli uz vsichni Cs. ucastnici XII. MMO
ve svych domovech.

Pfi celkovém hodnoceni je tfeba uznat, Ze soutéz byla
dobfe piipravena, a to po strance odborné i spoleCenské.
Zaroven se vSak ukazalo, Ze maji-li se MMO udrZet, bude
asi tfeba pfipustit volitelné ulohy, nebot koncepce $kol-
ské matematiky se v mnoha zemich velmi rozchazeji.

Pokud jde o vysledky druZstev, dava neoficialni ,,zebricek*
toto poradi zemi (v zavorce jsou polty dosaZenych bodi):

1. Madarsko (233), 2. a 3. SSSR a NDR (221), 4. Jugo-
slavie (209), 5. Rumunsko (208), 6. Velka Britanie (180),
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7. a 8. Bulharsko a CSSR (145), 9. Francie (141), 10.
Svédsko (110), 11. Polsko (105), 12. Rakousko (104), 13.
Holandsko (87), 14. Mongolsko (58).

Celkem bylo udé¢leno 65 cen, a to 7 prvnich, 11 dru-
hych, 40 tietich a 7 zvlaStnich. Rozdéleni cen mezi jednot-
livé staty ukazuje tabulka 1 (stity jsou oznaleny mezi-
narodnimi zkratkami a uvedeny abecedné):

Tabulka ¢ 1
Sut | ABG|CS|D| F|GB H|MNL|PL|R | § SUYU
Lo |—|—|=|1|=|1]|3]|=|=|=|=]|=]2]=
R NN
mL |13 4|4l4al6|3|1]1|1]al2]|3]3

Z byvale »silné pétky se stala ,,silnd Sestka*: patfi do
ni tyto staty: NDR, GB, H, R, SU, YU. Ceskoslovensko
vede s Bulharskem slab31 skupinu (vS$imnéte si rozdilu
poctu bodu mezi V. Britanii a %SSR') Staty silné¢ Sestky
ma11 lepe pfipravené zaky. Z rozhovorus delegéty je patrné,
ze vyznamnou roli hraji matematické skoly (mkoh t¥idy),
kde v ufebnim planu je 10 hodin matematiky i vice a kde
vyucuji hlavné vysokoskolsn ucitelé. Takovéto $koly uz
zavadi 1 Bulharsko. Pro nds z toho vyplyvéd jednoznalné
poucent: zfidit v CSR i SSR aspoii po jedné matematické
skole, a to co nejdfive.

Tabulka 2 vysledkt naseho druZstva ukazuje jasné, Ze
mame nadé&jné talenty mezi mladsimi Zaky, ale Ze se tito
74ci memohou rozvinout, nebot droven vyucCovéani je
i v tzv. specidlnich tfidach pomérné nizka.
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Pro

uplnost uvadime je$té seznam clent mezindrodni

jury, tj. seznam téch ucastnikd, ktefi méli pravo hlasovaci
(bohuzel se piili§ Casto hlasovalo):

1.
2.

10.

11.
12.

13.

14. &

15.

16.
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Akademik Hajés Gyorgy, predseda

Prof. Surdnyi Janos, doktor Akademie, mistopted-
seda

Vedouct delegaci ucastnickych stdti:

. Thomas Miihlgassner, prof. redl. gymnasia Eisen-

stadt, A

. Kiril Docev, docent mat. fakulty university v Sofii,

BG

Jan Vysin, docent mat.-fyz. fakulty UK v Praze, CS
Dr. hab. Helmut Bausch, Ném. akademie véd, NDR

. André Warusfel, profesor lyceg Louis le Grand,

Patiz, F b
Dr. Bryan Tfwvaites, Westfield College, London, GB

. Hodi Endre, technicky poradce Mad. optickych za-

voda v Budapesti, H

UrZincerendijn SanZimjatov, Mongolska statni uni-
versita v Ulanbatoru, M

Ary van Tooren, inspektor stfednich $kol, Haag, NL

Andrzej Makowski, lektor Matematického tstavu
university ve VarSavé, PL

Gleb Simionescu, ustfedni inspektor min. Skolstvi
v Bukuresti, R

ke H. Samuelsoon, Matematicky ustav university
v Goteborgu, S

Michail Ilji¢ Serov, Karelsky pedagogicky institut
v Petrozavodsku, SU

Dr. Milenko Stekovid, profesor strojni fakulty uni-
versity v Sarajevu, YU



2. RESENf SOUTEZNICH ULOH

Proni den soutéZe (13. Cervence 1970)

(Doba uréend pro vypracovani jsou 4 hodiny)

1. Uvnitf strany 4B trojuhelnika ABC je dédn bod M.
Oznaéme ry, 7y, r poloméry kruZnic vepsanych po fadé
trojuhelnikim ACM, BCM, ABC. Oznac¢me dale g, 0y, 0
poloméry kruznic, které jsou po radé vné vepsdny tymz
trojuhelnikim a které lezi v ahlu <t ACB. DokaZte, Ze plati

8.4 RS N (Polsko; 5 bodi)

o e e |
RESENI{. Situace je znizornéna na obr. 42 a,b. Pti

oznaceni z obr. 42a dostaneme

c

|

|
N/
\|/ ‘
Xr K

Obr. 42a
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Obr. 42b

p

AT:rcotg%, BT — rcotg—%,

AU = p cotg (%—%) = @tg%,

_ ™ By, el
BU—gcotg(2 2)—\gtg2.
Protoze AB = AT + BT = AU + BU, je
o
LA . (1)

cotg * B
g 2 -+ cotg 5
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Vzorec (1) upravime podle souctovych vzorcl pro sinus

sin — sin ﬁ
r 2 2 o
T2 2 _gliegl. @
¢ cos % cos B
2 2

Oznadime-li <t AMC = 6, je <x BMC = = — 6 a podle
(2) vyjde

__rL_._t it_éq i—t ﬁt nwém
91—g2g2: Qz_gzg 2 -
o)
=tg%.c0tg7. (3)

Vynasobime-li podle (3) a pfihlédneme k (2), dostaneme
vyslednou formuli.

2. Budte a, b, n ptirozend Cisla vétsi nez 1. Cisla a, b
jsou zéklady dvou Cciselnych soustav. Cisla 4,, B, maji
totéZ vyjadieni

XpXp—1 « + « X1X0
v obou dCiselnych soustas&échd.q zékladech a, b; pfitom
X0s X15 « + o Xp_15 X jSou Cifry a plati x, ; # 0, x, # 0.
Cisla, ktera dostaneme z A4,, B, vynechinim cifry x,,
oznacime po fadé A4, ;, B, ;. MG

Dokazte, Ze je a > b pravé tehdy, kdyz plati -
Auws _ B,y

4, =B,

RESENTI. K zapsani &isel A,, By, A, 1, By, uZijeme
polynomickych funkci. Ozna¢me
f(@) = xpt™ + % "1 ...+ 22 + X
8t) = Xp " P Xy o™ 2 L x X

(Rumunsko, 7 bodtr)
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Je tedy
An =f(a): B, = f(b)3 An——l = g(a)a

By = g(b) . (D
Miéme dokazat oboustrannou implikaci
8() _ &)

>Sbe < oo - 2

A O NN (O %

ProtoZe pro ¢ > 0 je f(r) >0 a g(r) >0, je i f(a) >0,
g(a) > 0. Dukaz implikace (2) je tedy ekvivalentni s di-
kazem implikace
a > b < g(a) f(b) — f(a) g(b) < 0. 3
Diikaz muZe pokracovat takto:
ProtoZe je f(r) = g(t) + x,t", je
8(2) f(6) — f(2) g(6) = xn(g(c) . b" — g(b) . a"). (4
Dokazeme snadno, Ze pro kazdé %k << n plati pro
a>b>0
akb™ — bka™ < 0.
Skute¢né
akb" — b¥a" = a*pk(b"* — q"*) < 0.
Z toho plyne, Ze g(a)b™ — g(b)a™ < 0 a podle (4) je véta
. dokézana.
3. Posloupnost redlnych Cisel ag, ay, gy « oy apy oo
spliluje podminky
l=g=ag,=a,=...=Za,=.... €))
Posloupnost {b,} je definovdna vzorcem

b,,:Z(l——a";—:). V%;. n=1,2..)

k=1

I. DokaZte, Ze pro vSecka pfirozena Cisla # plati
0=b,<2.
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II. Je-li ¢ &islo z intervalu 0 =< ¢ << 2, pak lze najit ta-
kovou posloupnost {a,} splitujici podminky (1), Ze v od-
povidajici posloupnosti {b,} plati b, > ¢ pro nekonecné
mnoho indexti #. DokaZte. (Svédsko, 8 bodtr) |

RESENI. I. Protoze _“2;1 <1,je b, = 0 pro viecka n.
k

Oznalme | a; = 2 a provedme tuto upravu

(1- ) Lt (L 1)
o o o« o
S (L 1) (L 1)
A Xgp—1 23 -1 Xk

2
= () s - w) =2l - 2)
x k Og—1 293 Og—1 Oy

tedy pro kazdé pfirozené Cislo % plati

(1 — f‘_z,.@z—i)L <2 (-,‘ L ,1_) .
o /oox X1 73

Selteme-li tyto nerovnosti pro k=1, 2, ..., n, dosta-
neme

bngz.(L__lv | :2(__1:__~._L_) <2.

%o %n l/ao Van

II. Zkusme zvolit za a, rostouci geometrickou posloup-
nost.

Zvolme (Cislo d, pro které plati 0 << d << 1 a poloZme
ar = d ¥, neboli a, = d2*. Pak je

2 2—-2k
(1— “’H)i - (1-%).%:(1—412).&

0‘% Oy
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a tedy

by ——Z(l—d2)d"——(1—d2)2d’“

k=1
—a-a.a. =L

neboli
by =d(l +d)(1 —ad"). (1)

Je-li 0 = ¢ < 2 a ma-li platit b, > ¢, musi byt
dl+d)(1 —d") >c,

tj.

c

l—d" > ra

tj.

" . Cc
ar < 1 R 2

Je jesté tieba dokazat, Ze ke kaZzdému c¢ z intervalu 0 <
=< ¢ < 2 lze zvolit takové d z intervalu 0 < d < 1, Ze

c . .
&islo 1 — m J€ kladné.
Podminka 1 — d(l ) > 0 je ekvivalentni s pod-
c .
minkou F(E)) < 1 neboli s podminkou
a2+d>c. 3)

Funkce y = d? + d je zndzornéna grafem na obr. 43.
Tento graf je parabola, ktera protina osu d v bodech
[—15 0], [0,0] a prochazi bodem [1; 2].

Z grafu je patrné, Ze pro kazdé 0 = ¢ << 2 protind pfimka
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[1.2]

|
|
1
| -
|
|
|
|
|
|

1
LI
N
I
Il
L
L
|
L

[10] ~——| 0] (0]

Obr. 43

= ¢ parabolu v bod¢, jehoZ soufadnice d, je z intervalu
< d < 1. Je to dislo

b=5 (TH&—D <, (T+42-1D=1.

Zvolime-li d tak, %e d; < d < 1, je nerovnice (3) splnéna
a protoze {d"} je nulova posloupnost, spliiuji vSecky jeji
Cleny od urditého poclinaje nerovnost (2), tj. pro vSecka
pfislus$nd » plati b, > c.

y
0

Druhy den soutése (14. Cervence 1970)
(Doba uréend pro vypracovani je 4 hodiny)

157



4. Urlete vSecka pfirozend Cisla n, kterd maji tuto
vlastnost: MnozZinu {n, n+1, n+2, n+3, n+4, n+5}
Ize rozloZit ve dvé podmnoZiny bez spole¢ného prvku tak,
Ze soulin vSech prvki jedné z téchto podmnoZin je roven
souCinu vSech prvktl druhé podmnoziny.

(CSSRy 6 bodi)

RESENI. Oznatme E = {n, n+1, n42, n+3, n-t+4,
n+5}, E;, E, obé hledané podmnoZiny. Ziejmé je E; +#
+ 0, E, 0, E; n E, = 0, E; UE, = E. Zadna z pod-
mnoZin E,, E, neni jednoprvkova, nebot pro nejvétsi
¢islo z E, tj. pro » 4 5 plati

m+2)y(n+3)—(n+5) =
=n2+4dn+1>0.
Lze tedy hovofit o soucinu vSech prvka E, i E,.

BudiZ p prvodlinitel &isla a € E; pak existuje aspori
jedno Cislo b € E (b # a), jehoZ prvocinitelem je p. Pro-
toze 5=la—bl=p.k je p =5, t.

pje 2 nebo 3 nebo 5 .
Je zfejmé, Ze 5 muZe byt prvocinitelem jediné Cisel 7,
n + 5 (jinak by E neobsahovala dva ndsobky pé&ti).
Mnozina

F= {nt+l,n+2, n+3, n+4}
obsahuje tedy jediné {isla tvaru 2* 3, Mnozina F vSak
obsahuje zfejmé dvé Cisla sudd a dvé lichd. Obé licha
Cisla z F muZeme tedy napsat ve tvaru
37, 39.

Avsak |37 — 3% < 4; protoze 37 — 3% je &islo sudé, je
|37 — 3% = 2. Zvolime-li oznadeni tak, aby bylo y > 4, je
3 —3=3.N=2;
pfitom N je pfirozené {islo; to je vSak nemoZzné.

Uloha je tedy nefesiteln4.
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5. Pata E vySky DE Ctyfsténu ABCD je prisecik vysek
trojuhelnika ABC; dale je BD | CD. -

Dokazte, Ze plati
(AB + BC + CA)* =< § AD?* + BD?* + CD?).
Urcete vsecky Ctyfstény, pro které nastane v pfedchozim
vztahu rovnost. (Bulharskos6 bodit)
RESENT (obr. 44). Plati (DE | AB) A (CE | AB);
proto (CDE) | AB a odtud déle
CD | AB. (1)

D
<l

a (]

Obr. 44 B

Vztah (1) plati i v pfipadé, ze E = C, tj., ze body C, D, E
neurcuji rovinu, nebot pak je CD = DE.
ProtoZe AB | CD podle (1) a BD | CD podle pfed-
pokladu, je (ABD) | CD. Odtud plyne
CD | AD. (2)
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ProtoZe v (l)k;i v predpokladu lze vyménit body B, C,
plati to i v (2), tj.
BD | AD.
Ctyistén ABCD mi tedy viecky tfi sténové thly pii
vrcholu D pravé. Podle Pythagorovy véty (pro A ABD,
BCD, CAD) dostaneme
AB? 4+ BC? + CA* = 2(AD? + BD? + CD?)

nebo pfi obvyklém oznaceni stran A ABC

6(AD* + BD? + CD*) =3(a*+ b2+ ¢¥). (3)
Dile 3a® + 362 + 3¢ — (@4 b+ ¢)*> = (a — b)? +
+ (b — ¢ + (c — a)% tj. podle (3)

6(AD? + BD? + CD?) =
=(@a+b+cP+(a—0b)2+ (b— )2+ (c— a3

Odtud plyne tvrzeni obsazené v textu ulohy. Rovnost
nastane, pravé kdyz a = b = c.

6. V roviné je diano 100 bod?, z nichZ Zadné tii neleZi
v pfimce. VySetfujeme viecky trojhelniky, jejichZ vSecky
tf1 vrcholy jsou nékteré z danych bodd. — o~

DokaZte, Ze nejvyse 70 %, vSech téchto trojihelnikil jsou
trojihelniky ostrouhlé.
(SSSR, 8 bodi)

RESENI{. Oznatme T, pocet viech trojuhelniki, da-
nych systémem #z nekolinedrnich boda, O, poclet vSech
ostrotthlych trojihelnikti danych tymz systémem:.
DokaZeme lemmu

O, =aT, = Oy <aTyy,.
Ze systému z + 1 bodd vynechdme po fadé 1., 2. az
(n + 1)-ty bod; pfislusné polty vSech trojahelnika
(ostrouhlych trojuhelnikd) v téchto » + 1 systémech
o n bodech oznalime T,; Ok =1, 2, ..., n+ 1).
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Pak plati
Tnl + Tnz + o e + Tn, n+1

T?H'l == n — 2 5
°n+1 = onl ‘|“ onzn“ll:—z . + on, n+1 s (1)

nebot kazdy trojuhelnik (ostrouhly trojahelnik) je za-
hrnut do (n 4+ 1) — 3 = n — 2 systémid. Podle pfed-
pokladu plati O,, < aT,, specidlné

onkéaTnk, k:1,2,...,n+1. (2)
Dosadime z (2) do druhého vzorce (1) a dostaneme

T+ Tt oo+ Town g

n—2 n+l ¢

O1=a
Tim je lemma dokazangy)

Protoze je T, =4, O, =3,

o, .
<
T = 0,75 tj.

4
a = 0,75. Dale je T; = 10, a teda podle lemmy O, <
= 0,75.10 = 7,5, neboli O; < 7, $5 = 0,7 &ili 709,
tj.a <70 9%,.
Indukci se dokédZe pro libovolné 7 (tedy také » = 100).

5
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