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V. Souté&Zni Glohy Ill. kola
kategorie A

1. Necht pro pfirozené éisla a,b plati

R g +p T

kde p je prvocislo vétsi nez 2. Potom p je délitelem &isla a.
Dokazte.

RESENI. DUKAZ. Uvedenim na spoleného jmeno-
vatele (p — l)' vyjde v Citateli 2.3.4 ... (p — 1) +
+1 .4 . (p—1)+124 (p—1)+...

+ 1.2.3 . . (p—2), . soudet soudint prvka
v ko(r;bmacmh (p —2)tiidyz(p — 1) prvka 1, 2, 3, ..
o= 1.
Oznacme tento soucet pismenem s.
Utvorme nyni mnohocleny (p — 2)ho stupné

—2—-30—9...p—@— DI,
-DE—-30C—-9.[p—CE—1I,
—D@—-20—9...[p—@—DI,...
- DE—-2)(—3)...[p—(— 2]

a setéme je. Je to zfejmé zase soudet s, jen jsou s¢itanci
v obraceném poradku [napr prvni mnohoclen (p — 2).
(p —33) ®— 4) ) — (p — 1)] je roven soucinu

.2
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Prosty {len vysledného mnohollenu v p, totiZ
(=2) (~3). ..[~(p — DI +(~1) (~3)...[- (- D]+
(D) (2) () .. T (p— D] atd. ag (—1) (—2).
.(—3) ... [—(p — 2)] je zase, avsak zdporné vzaty sou-
Cet s (poCet zapornych Ciniteld v kaZdém soulinu je
(p — 2), tedy lichy).

Ze vsech ostatnich Clent vysledného mnohoclenu lze
vytknout p. Dostdvame tak rovnici

s=p.M—s5s,
kde M je mnohoClen v p s celistvymi soudiniteli.

Ztohoplyne 2s=p. M a s=p£24—=pM1,

poloZime-li M = 2M,. (M je totiZz sudé {islo.)

Celkem tedy soucet prvnich (p — 1) ¢lentt harmonické
M,
(— 1!
Cinitel v Citateli, at 1ze zlomek kratit nebo ne.

POZNAMKA. Ulohu Ize fesit také pomoci kongruenci
modulu p.

JINE RESENTI. ProtoZe je p prvodislo vétsi ne% 2, je
p liché a podet s¢itanct je sudy. Upravime

fady je . JelikoZ p je prvocislo, ztstdva jako

a__

1 1 1
5 (1+P_1)+(7+'PT2)+...+

1 1
+(P_1—+P+1) o))

2 2
a sedteme jednotlivé dvojice v zavorkach takto:
1 _p—n+n _ P
p—n  nlp—mn)  nlp—mn’

1
=+
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Cely soucet potom je

p P %
p—1) " 2p—2 T T o1 pd
2 7 2
_ SR : )_
1.2... 25 ( . +1)....(p 1)
__p.¢
- .

Citatel ¢ je ptirozené &islo, neni nutno ho vydislovat.
Nyni upravim rovnost (1) s pouZitim (2) a dostdvime:
a.(p—Dl=p.¢&.0b.

(p — 1! v8ak podle zaddni nemuZe byt délitelno p,
tudiZ je a délitelno p, coZ jsme méli dokazat.

Resil Pavel Pudlék,
3. D, SVVS Praha

2. Stény Ctyfsténu
ABCD jsou Ctyfinavzdjem
podobné pravouhlé troj-
uhelniky s pravymi thly
pfi vrcholech B, C. Nej-
delsi hrana Ctyfsténu ma
délku 1. Zjistéte, zda ta-
kovy Ctyfstén existuje.
Urdete, ktera jeho hrana
je nejdelsi, kterd hrana je
nejkratsi a jakou ma délku.

RESEN{. Predpokls-
dejme, Ze existuje Ctyfstén
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Zadanych vlastnosti. Necht stény, které maji pravé ahly pfi
vrcholu B, jsou ABD a BCD (obr. 40). ProtoZe kazda
sténa ma pravé jeden pravy uhel, jsou pravé uhly <t ACB
a L ACD. Oznacme délky hran podle obr. 40 (x = AB,
y=BC, 2= CA, t = AD, u = BD, v = CD) a dile
oznacme ¢ velikost ostrého uhlu <t DAB. Pak plyne
z \ABD

u=1tsinp, XxX=1C0SQ. (D
Pro trojuhelnik A\ ACD méme dvé moZnosti:a)<t CAD =
= ¢, b) <ADC = ¢. V pfipadé¢ a) dostaneme

Z2=1C0S¢Qp, v=1tsing. 2
Z (1) a (2) plyne x = 2, coZ je spor, nebot v pravouhlém
trojuhelniku ABC je x délka pfepony a z délka odvésny.
Pripad a) je tedy nemoZny a nastane pfipad b). Je tedy

v=1C0Sp, Z=¢tsing. (3)

Z (1) a (3) plyne
U=2, v=2=x. 4)

Z (1) a (3) plyne dile % = tg ¢; podle textu ulohy je
- z z
bud N = o8¢, nebo L = sing. Ze vztahu p sin ¢
dostaneme vzhledem k vztahu ;— = tg ¢ vztah cos ¢ =

= 1, coZ je nemozné. Je tedy % = cos ¢, tj. podle (1)
2 =1rcos?p. (5)
Z N\ ABC pak plyne % = sin ¢ (nebot <L ACB je pravy

a —j = cos ¢), tj. podle (1)
y=tsingpcosgp. (6)
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Z (3) a (5) vyjde sin ¢ = cos? ¢, neboli
sinp +sinp —1 =20
a odtud (sin ¢ > 0)

sin @ = %: (J/5 — 1) = 0,618. (7

f—(sin <£) tj
4 (p 2 b ]'

sing < cos @ . (8)

Tak dostaneme z (1), (3), (4), (5) a (6) vzhledem k (8)
usporddani délek hran podle velikosti:

y<u=z2<x=9v<t.

Podle textu ulohy je ¢ = 1; nejkrat$i hrana je BC; jeji
délka je vzhledem k (7), (6)

nebot cos ¢ = Vl — sin% ¢ = VJ/SZ— ! 5 numericky

BC = 0,486. Ze vztahu (7) zjistime, Ze je ¢ = 38°10'.

Existence Ctyfsténu je prokdzana sestrojenim sité,
kterd je na obr. 41. Vyjde se z A ACD (¢ == 38°10’), se-
stroji se A\ ABC a bod D lezi na kolmici vztyené k ro-
viné ABC tak, Z2e BD = u = z.

JINE RESENI. Pfedpoklddejme, Ze takovy Ctyfstén Z
existuje a promitnéme ho pravouhle do roviny ABC.
Bez Gjmy na obecnosti 1ze pfedpokladat, ze A\ ABC ma
pravy uhel pfi vrcholu C. Trojuhelnik ACD ma pravy
thel pfi vrcholu C a tento thel se pfi promitnuti zachova.
Obraz D, bodu D musi tedy lezet na pifimce BC. Ob-
dobné A ABD ma pravy thel pfi vrcholu B a ten se pri

Podle (7) je ¢ <
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2
y
t
C v D,
¥
! y
u
¥ .
A 7 X \ B
> u
D,

Obr. 41

promitnuti opét zachovd. Bod D; musi proto leZet i na
piimce r | AB, Ber. Z toho plyne, 2¢ B = D, tudi
BD je kolmé na rovinu ABC a A\ BCD mé pravy thel
pfi vrcholu B.

Ponévadz 4B je odvésnou v A\ ABD, je

AD > AB > AC.
Obdobné je
AD > CD > BD,

AD > CD > BC.
Nejdelsi je tedy hrana AD = 1.
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Z podobnosti A\ ABD ~ )\ DBC plyne

BD BC

4D ~¢D°
takze

BD AD

BC ~cp 1
tudiz

BD > BC.

(Nemuze byt %% = % » nebot by potom bylo AD =

= CD, coz by byl spor s jiz dokazanym AD > CD.)
Obdobné se dokaze, Ze plati A\ ACD ~ A\ BCA a odtud

AC  BC

AD ~ 4B”
takZe

BC AB g
proto

AC > BC.

Nejkrat$i hranou tedy bude BC.

Ponévadz A ABC, /A BCD maji byt podobné, musi
pro jejich odvésny (AC > BC, BD > BC) platit

AC  BD
BC  BC’
tedy
AC = BD.
Podobné z A\ ACB ~ /A DBC vyplyva
AB = CD.
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Ve Ctyfsténu Z tedy mame
AD=1, BC=a, AC=BD =b, AB=CD =c.
Z podobnosti A DBA ~ /A CBD plyne

LA 3
c b’
tedy
b% = ac.
Podle Pythagorovy véty mame
b+ c2=1,
b? + a% = c%.
Z poslednich tfi rovnosti plyne
ac+c¢2 =1,
ac + a* = %,
¢ili

ac=1—¢%,
ac = ¢z — a?.
Srovnanim dostaneme

= 2
o — l_gﬁg,
coZ dosadime do rovnice ac + ¢2 = 1:
1+a 1 — 1+a
2 o 2 7

a:Vﬁ—z (1)

a pak muZeme téZ vypocitat

c:Vl_;az >a. (2)
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DokéZeme nyni, Ze na$ Ctyf'stén Z existuje. Z pfedcho-
ziho je jasné, Ze pravoﬁhl}'r trojuhelnik ABC s <t C =
= 90° je jednoznaéné urlen odvésnou BC = a a pfe-
ponou AB = ¢ (viz vzorce (1), (2)). K roviné¢ ABC pak
vztyéime kolmici v bodé B a sestrojime na ni usecku
BD = b. Z Pythagorovy véty pak CD = ¢. Ponévadz
AC | BC, AC | BD, je také AC | CD, takze i troj-
uhelnik ACD je pravouhly (<x C = 90°) a plati

ADY =B 4 ¢ = (¢ — a?) + ¢ =
=22 —a?=1+a®>—a%2=1.
Podobnost vSech Ctyf stén je pak zajiSténa vzdjemnym
pomérem hran.
Tim je Gloha vyfeSena; Ctyfstén existuje, nejdelsi hrana

je AD =1 a nejkrat$i BC = V]/§ —2.
Resil Jiti Ttama,
III. ro& SVVS, Pisek

3. Ni4jdite vSetky redlne Cisla x, pre ktoré plati

1 1 1

e —— o — 1
x+]/p—x2+x—]/p—x2_P’ M)
kde p je dané kladné ¢&islo. Urobte diskusiu.

RIESENIE. Ak redlne &slo x vyhovuje nerovnosti (1),
potom musi pren platit p — x* = 0 Cize

—Vp=x=<lp )
a sttasne (x + |/p — &%) (x — |/p — &%) # 0 &ize
P ?
X £ — 5 x #£ ]/—2— 3)
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Nech platia vztahy (2) a (3). Po zltleni zlomkov na lavej
strane nerovnosti (1) dostaneme

2x 1
e P e
2x2 — p - p * (4)
a) Nech 2x* — p > 0 CiZe
bud x < — %’ anebo x > 1/12)— (5)

Potom je nerovnost (4) ekvivalentnd s nerovnostou 2x* —
— 2px — p = 0, z Coho postupne dostaneme

(~2) =Lro+2,

1 —— 1 e
5 -1 +2) sx= 56+ +2). 6
e 2
Pre p > 0 zrejme plati (V% + 1) > % + 1, z Coho
postupne dostaneme

» /2
[ I
? I 3 [voranry
au%P2>2Vﬂp+m,
p _1 P
= 7<7(P_VP(P+2)): (7
z Coho vyplyva, Ze Ziadne z Cisel vyhovujacich Iavej ne-

rovnosti vo vztahu (6) nespliiuje prva z nerovnosti (5).
Pretoze pre p > 0 zrejme plati

5 <5 @+ 1pp +2),
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nerovnostiam (5) a (6) stcasne vyhovuju vsetky tie x,
pre ktoré plati
e 1 o
V§<x§5%r+W@+m% (8)

Cisla uréené vzfahom (8) spliiujii viak podmienku (2)
vtedy a len vtedy, ked plati

1 S -

5 0+ 10 +2) = p ©)

Gze |p(p +2) = 2|/p — p, z &oho postupne dostaneme
P20 =4 — 4l + 92,

0<p=<-; (10)

obratenim postupu sa vSak lahko presved¢ime, Ze kazdé
¢islo urcené nerovnostou (10) vyhovuje tieZ nerovnosti (9).

Zistili sme teda, Ze ak x vyhovuje nerovnosti (1) za
podmienky a), potom musi platit:

Ak 0<p=-, je

,_:43
Ve <s=terieTm, ®
ak p>%, je l/%<x§]/§. (11)

Obratenim postupu lahko zistime, Ze pre Cisla x urcené

2
vztahmi (8'), resp. (11), plati: (x — %) = % p(p + 2),
2x2—2px—P§0,

¢o je za podmienky a) ekvivalentné s nerovnostou (4) a
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teda aj s nerovnostou (1) pri¢om podmienky (2) a (3) st
zrejme splnené.

b) Nech 2x* — p < 0 CiZe

— ——<x<l/_ (12)

Cisla uréené vztahom (12) zrejme spltiujti podmienky (2)
a (3) a za uvedeného predpokladu je nerovnost (4) ekvi-
valentni s nerovnostou

2x* — 2px — p =0, z ktorej postupne mame

P\ 1 s ,
X = g—p(p—i—Z) ¢ize bud

x <+ (p— Vp(p T 2)) (13)

l|
N

alebo

g~@+%@+m (14)

Vzhladom na (7) je mnoZina Cisel sucasne spliiujicich
(12) a (13) vzdy neprdzdna a urdend vztahom

- . -
—V§<x§7(p—Vp(p+2)), (15)
zatial ¢o mnoZina Cisel saéasne vyhovujucich vztahom (12)
a (14) je pre kazdé p > 0 zrejme prazdna.
Obratenim postupu sa opit lahko presvedCime, Ze
Cisla uréené vztahom (15) za podmienky (12) vyhovuja
nerovnosti (4) a teda aj nerovnosti (1).

ZAVER. Nerovnosti (1) vyhovuju pre 0 < p =

»hlr—l nhl»—-

vSetky Cisla x urené vztahmi (8") a (15) a pre p >

vietky Cisla x urcené vztahmi (11) a (15).
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4. Po mofi (jeho hladina je povaZovdna za rovinu)
pluly dvé lodi stalymi rychlostmi pfi stilych kursech.
Jejich vzijemnd vzdalenost Cinila v 9.00 h 20 ndmofnich
mil, v 9.35 h 15 mil a v 9.55 h 13 mil.

a) Zjistéte, jakou funkci ¢asu je druhd mocnina jejich
vzdalenosti.

b) Zjistéte, kdy si byly lodi nejbliZe a jaka byla pfitom
jejich vzdalenost.

RESENT. a) Snadno se ukaZe, e &tverec vzdalenosti
obou lodi je kvadratickou funkci Casu.

Budte 4, B polohy lodi v okamZiku ¢ = 0, u, v vek-
tory jejich rychlosti. Polohy v okamziku z tedy budou
A + tu, B + tv. Ctverec vzdalenosti d2(r) je skaldrni
Civerec vektoru

(A— B)+w—1v,
tedy
a@2@t)=A—B,A—B)+2t(u—v,A— B) +
+ 2 (u—v,u—v),
coZ je skute¢né kvadratickd funkce Casu z.

b) Zvolime-li za zaCatek Casové osy Cas 9.00h a za
jednoka ¢asu 5 minut, mame najit n.inimum kv.dratické
funkce

d(t) =ar* + bt + ¢,
zname-li jeji hodnoty

() 20| 15| 13

169

d2r) | 400 | 225
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Maiame tedy ¢ = 400
a pro a, b soustavu rovnic
49a + 76 = —175
121a + 116 = —231,
jejimZ feSenim je a = 1, b = —32.
Je tedy
d(r) = 12 — 32t + 400 .
Hledané minimum nastane pro ¢ = 16 a ¢ini
d*(16) = 256 — 512 + 400 = 144,
tzn. d(16) = 12.
Obé¢ lodi si tedy byly navzajem nejbliZe v
9% + 16.0% = 10%°
hodin a byly od sebe vzdédleny 12 ndmofnich mil.
5. V rovine st dané dva rézne body S, 4 tak, e SA =
= 1, a je dané redlne Cislo k. Bod A otoc¢ime okolo stredu S

o orientovany uhol velkosti ¢ do polohy A4’, k bodu A’
zostrojime jeho obraz 4" v rovnolahlosti so stredom S a

s - . Ked na-
cos ¢ — ksin g

dobuda ¢ vsetky hodnoty, pre ktoré cos ¢ — ksin ¢ 7# 0,
vyplnia body A" priamku prechadzajucu bodom 4. Do-
kazte.

RIESENIE. Oznaéme %', ¥’ kartézske stradnice bodu
A’y x"y y" kartézske stradnice bodu A” v suradnicovej
sustave, ktord ma pociatok v bode S a bod 4 ma v nej
sturadnice [1; 0]. Potom plati

x'=cos¢p, y =sing,
Y cos ¢ ” sin ¢ (1)

= cosp — ksing’ Y= cosp — ksing

s koeficizntom rovnolahlosti
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VySetrujme najskor tie hodnoty ¢, pre ktoré je cos ¢ # 0,
sin ¢ 5~ 0, cos ¢ — ksin ¢ # 0. Z (1) vyplyva
" _ 1 , 1
* 1 —kige’ ¥ ~ cotgp —k° )
Za uvedenych predpokladov pre ¢ je podla (1) x” # 0,
y" # 0 a z (2) dostaneme

®)

Po vynasobeni oboch rovnic zo vztahu (3) a jednoduche;j
uprave dostaneme

Ry —x"4+1=0, 4)
¢o je rovnica priamky prechadzajicej bodom 4 = [1; 0].

1
k.tgg =1— PO

Zo vztahu (1) je vidiet, Ze aj v pripade, ked bud cos ¢ =
= 0 alebo sin ¢ = 0, leZi prislusny bod A" na (4).

Obratene zvolme bod [x”,y"] priamky (4), pre ktory
je x” % 0, y" 7 0. Z druhej rovnice (3) urlime ¢. Plati
preit cotg ¢ 7 0, pretoZe inak by z druhej rovnice (3)
vyplyvalo ky” + 1 = 0 a v dosledku toho zo (4) x” = 0.
PretoZe podla druhej rovnice (3) je cotgp — k& # 0, je
tiez cos ¢ — ksin ¢ # 0. Z existencie cotg ¢ a z nerov-
nosti cotg ¢ %~ 0 vyplyva sing # 0, cos ¢ = 0. Tym
sme na$li hodnotu ¢, ku ktorej prislucha zvoleny bod
[x”, "] priamky (4).

Zostava;u eSte tie body pr1amky (4), pre ktoré je bud
x" = 0 alebo y” = 0. Pre y” = 0 dostaneme x" = 1, t. j.
bod A", ktory zodpovedd hodnotim ¢ = 2nrw alebo
¢ = m + 2nw. KedZe k& # 0 (inak by nemohlo byt x” =

= 0), dostaneme pre x”" =0 zo (4) y" = — —]];; . Bod
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[0, — —]H zodpovedd hodnotim ¢ = g— -+ 2nm  alebo
Q= % 7w + 2nrw.

Tym je veta Gplne dokdzand.

INE RIESENIE. Zvolme kartézsku suradnicovi su-
stavu tak, aby S = [0, 0] a 4 = [1, 0]. Bodu S priradime
komplexné Cislo s = 0 a bodu 4 komplexné Cislo a = 1.
Bodu A’ priradime &islo a’, bodu A" ¢islo a”.

KedZe otoceniu o uhol ¢ odpoveda nasobenie ¢islag = 1
komplexnou jednotkou s amplitidou ¢, dostaneme

a =cosep+ising.
Cislo a” dostaneme tak, ked &islo @’ vyndsobime redlnym

Cislom : Cize
co

sin @
cosp — ksing

"o Cos .
a = i +l

cos ¢ — ksin ¢

Ak oznadime a” = ai + iaj, kde ai, a; su redlne strad-
nice bodu A” v nami zvolenej suradnicovej sustave, do-
staneme

, cos sin

ai — kay = P — k P =1
cos ¢ — ksin g cos ¢ — ksin g

dize ai — kay = 1.

Body A" prisluchajuce jednotlivym hodnotdm ¢ leZia
teda na priamke urcenej rovnicou x — ky = 1. Na tejto
priamke leZi vSak aj bod A, pretoZe jeho suradnice vyho-
vuji danej rovnici.

Dokazme teraz, Ze aj obratene kazdy bod tejto priamky
je nejakym bodom A”. Lubovolny bod tejto priamky ma
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suradnice [1 + &y, ¥,]. Musime dokazat, Ze existuje taky
uhol ¢, Ze

sin @,
CoS o — k sin ¢y’
t. j. ¥ COS @y — kY, sin @, = sin @, a cos ¢, — & sin ¢y 7#
# 0. Pre y, = 0 existuje ¢, = 0. Ak y, 7% 0, musi byt aj
sin ¢y % 0 a pre hladané ¢, madme rovnicu

Yocotg ¢o — Ry, =1 Cize

Yo =

1
COtg(Po:I“{“k- ©)

PretoZe funkcia cotg ¢ nadobuda vSetky redlne hodnoty,
uhol ¢, existuje pre kazdu hodnotu y, # 0. PretoZe
cotg ¢, 7~ k, dostaneme z rovnosti (5) obritenym po-
stupom, Ze

sin ¢,
cos g, — ksin ¢

Yo =
Potom vSak

Xo=14+kyo=1+  sin o

cos @, — k sin ¢, -

oS @,
cos o — ksin g
Tym je tloha vyrieSena.

Riesil Stefan Sakalos,
2. D, SVS Prievidza

6. Najdéte vSechna redlnd x, pro néZz plati
Vtg x — 1 [logi, (2 + 4 cos?x) —2] = 0. (D

RESENI. Levé strana nerovnice (1) m4 podle definic
druhé odmocniny a logaritmické funkce smysl pro vsech-
na x, pro néz souCasné plati
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tgx—1=0,
tgx >0, tgx#1,
2+ 4cos?x >0.
VSechny tyto nerovnosti jsou soulasné splnény, pravé
kdyz je
tgx >1. 2)
Za toho pfedpokladu je nerovnice (1) ekvivalentni ne-

rovnici
logie, (2 + 4 cos?x) = 2. 3)

Nerovnice (1) je tedy ekvivalentni soustavé tvorené ne-
rovnicemi (2) a (3). Podle (2) je zaklad logaritmu v ne-
rovnici (3) vét$i nez 1, a proto soustava nerovnic (2)
a (3) je ekvivalentni soustavé nerovnic

tgx >1,
24+ 4cos?x =1g2x. 4)
Dosadime-li do druhé nerovnice soustavy (4)
1
tg2x +1°
coz plati pro vSechna x, pro néZ je definovdna funkce
tg x, dostavame nasledujici soustavu nerovnic

tgx >1, (5)
gty —tg2x—6=0,
ktera je ekvivalentni soustavé (4).
Upravujme postupné druhou nerovnici soustavy (5). Do-

cos? x =

stavame
1\>_ 25
2 . < 7
e 1) =2
Vzhledem k tomu, Ze tg x > 1, je tedy

tgix =3,
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tj.
—Vgé tgx = V§
Prihlédneme-li k prvni nerovnici soustavy (5), mdme
1l <tgx = ]/§ 5
odkud jiz plyne feSeni soustavy nerovnic (5), a tedy také
nerovnice (1):

T T
4+k7c<x_ 3 + k.

kde % je libovolné celé ¢islo.

142



