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IV. Sout&Zni ulohy Il. kola

1. KATEGORIE A

la. Dokazte, Ze pro kazdé liché pfirozené ¢islo a je
vyraz (2a + 1) — (22 + 1) — (2a + 1)* + 1 délitelny
Cislem 512 a2, (5 bodu)

RESENT. Necht 2a 4 1 = #, pak postupné dostaneme
Qa4+ 12— (2a+1)*—(2a+ 1)p+1=
=2 - -t L l=nt—1)—(nt—1)=
= -DE-—D=0-1E-DF+1)=
= -1+ D= —-12E+12H+1)=
=@m+1P2n— 1720+ 1720+ 1) =
=m+1Dm—1Dm+Dm—1)mE+1Dm +1).
.(m* + 1) = 2a2(a + 1) 2a2(a + 1) 2(2a® + 2a + 1) .
.2(2a% + 2a + 1) 2(8a* + 16a® + 12a% + 4a + 1) =
= 128a%(a + 1) (242 + 2a + 1)2.
. (8a* 4 16a® + 12a% + 4a + 1).
Ponévadz a je liché, je a + 1 sudé Cislo ¢ili a + 1 = 2k;
pak
128a%a + 1)? (2a® + 2a + 1)2.
. (8a* + 16a® + 12a® + 4a + 1) = 512a%k?2.
.(2a + 2a + 1)? (8a* + 16a® + 12a% + 4a + 1) =
= 512a%N,
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kde

N = k?*(2a% + 2a + 1)*(8a* + 16a® 4 12a% + 4a + 1).
Jind moZna uprava je:

Ra+ D2 —2a+1)°*—(2a+1+1=

—Qa+ DS[(2a+ 18— 1] —[2a + 1 — 1] =
=[a+ 1P —1].[(2a + 1 — 1] =

=[2a + 1)* + 1]1[(2a + 1)* — 1]* =

= [2a + DA + 1] [(2a + 1)* — 11*[(2a + 1)* 4 1] =
=[(2a + 1! +1]. [2a. 2(a + DI . [(2a + 1)* + 1]*=
=2m.16a®.(a + 1)>.4.p a protoze a je liché, je
a + 1 = 2k, takZe celkem dostaneme 512a%*mk?p.

JINE RESENI. Dany mnohoélen N Ize rozloZit takto:
N=[2a+1*—1].[Qa+ 1)¥— 1] =
—[@a+ 1P+ 1].[2a + 1) + 1],
[(2a + 1) — 1]. [(2a + 1)* + 1].
[(2a + 1 + 1] . [(2a + 1) + 1] .
JRa+1)—11=2.(2a2 + 2a + 1).
.2(a+1).2a.2.(8a* + 16a® + 12a® + 4a + 1).
.2(2a* +2a+1).2(a+1).2a.
N je tedy délitelny Cislem 2° . a® = 51242, protoze (@ + 1)
je Cislo sudé, g.e. d.
Resil Pavel Pudlik,
3.D, SVVS, Nad $tolou, Praha 7

1b. V roviné o je dana pfimka o, bod M a posunuti P
ve sméru primky o. Soumérnost podle osy o prevede
bod X roviny p v bod X', posunuti P prevede X’ v bod X".
Urcete mnoZinu vsech takovych bodd X roviny p, pro
néz lezi body M, X, X" v pfimce. (5 bodur)
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RESENI. Samo znéni textu svddi k pouziti metody
souradnic. Pfimku o zvolime za osu x, a to tak, aby smysl
kladné poloosy x byl souhlasny se smyslem posunuti P.

Obr. 22

Osu y zvolime tak, aby bod M lezel na kladné poloose y
(obr. 22). Soufadnice bodu M jsou pak M = [0; b], kde
b = 0. Déile oznatme X = [x,y], X' = [x',y'], X" =
= [x",»"]. Z textu Glohy plyne pro soumérnost podle
0sy o: /

X =,
Pro posunuti P pak plati

x"=x"+a

y// — yl " > (2)
kde a > 0. Spojenim (1) a (2) dostaneme

x"=x-+a,

Yy = —y. (3)

Podle (3) je vidy X # X", nebot a > 0. Existuje tedy
pfimka XX"” a ma rovnici

wb+pn+y=0. (4)

90



Z (4) plyne podle (3)
ax + ﬂy +y= 0 )

ox+a)—py+y=0 5)
a odtud
aex — 2y = 0. (6)
V rovnici (6) miZeme volit « = 2y, f = a, nebot a > 0.
Z prvni rovnice (5) vypoteme y = —ay — 2xy. Rovnice
primky XX"” tedy zni
2y& +an — (ay + 2xy) = 0. (7

Prochazi-li pfimka XX” bodem M, vyhovuji rovnici (7)
¢isla £ =0, n = b. Ze (7) pak plyne

2xy + ay = ab ,
neboli

O ®

Obrdcené, kdyz souradnice [x; y] vyhovuji rovnici (8),
pak pfimka (7) obsahuje bod M(& = 0, 5 = b), bod
X(=x,np=y)apodle (3)ibod X"(§ =x+a, n=
= —y). Je tedy rovnice (8) analytickym vyjadfenim hle-
dané mnoziny bodu.

Pro b > 0 rovnice (8) vsak vyjadfuje rovnoosou hyper-

bolu, jejiz asymptoty jsou pfimky x -+ le— =0,y=0a

ktera prochazi bodem M (obr. 23a). Pro b = 0 vyjadiuje
rovnice (8) dvojici kolmych pfimek (obr. 23b).

2a. Urcte vsetky hodnoty parametra g, pre ktoré ma
rovnica
cos (x 4 a) = cos x +- cos a (1)
rieSenie. (6 bodov)
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—10 0=x ——IM o=x
1q 1q
2 2

Obr. 23a Obr. 23b

RIESENIE. Rovnica (1) je ekvivalentnd s rovnicou
cos (x + @) — cos x = cos a ,
a teda tieZ s rovnicou

. a . a
—2sin (x+7).s1n—2—_cosa. (2)
Nutnou podmienkou rie$itelnosti rovnice (2) je
sin % £490, (3)

a
2
rieSenie len vtedy, ked by zérovefi platilo cos a = 0, Co
vSak nie je moZné.

Ak by totiZ bolo sin - = 0, potom by rovnica (2) mala
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Rovnica (1) ma teda rieSenie prave vtedy, ked mad rie-
Senie rovnica

sin (x n i) __ _cosa )
2 2 sin —
2
Cize prave vtedy, ked plati
_EQS_%‘ <1. (5)
2 sin 2

Pritom je zrejmé, %e podmienka (3) je uZ zahrnutd v (5).
Uloha presla teda na rieSenie nerovnice (5). Nerov-
nica (5) je ekvivalentna s nerovnicou

|cos a] = 2 [sin % 5 (6)

i
2
(6), lebo by zaroveii muselo platit cos a = O.

pretoZe a, pre ktoré plati sin —- = 0, nemoZe byt rieSenim

Nerovnica (6) je ekvivalentnd s nerovnicou

.. a
cos?a < 4 sin? 5

Mot 5 . a
Ak pouzijeme vztah 2 sin? 5 = 1 — cos a, dostaneme

cos’a =2 —2cosa
Cize
(cosa + 12 <3,
z ¢oho po odmocneni mame :
cosa=|3—-1. @)

93



Ak oznalime o velkost ostrého uhla, pre ktory plati
Cos o = ]/3 — 1, t. j. « == 42°56’, dostdvame, Ze rieSenim
nerovnice (7), a teda tieZ (5), st vsetky a, ktoré vyhovuja
nerovnostiam

«+ 2kt < a < (2n — ) + 2kn, (8)
kde % je celé Cislo.

Nerovnosti (8) spolu s podmienkou cos « = |/3 — 1
urcuji mnozinu v$etkych hodndt parametra a, pre ktoré
ma rovnica (1) rieSenie. Pri zvolenom a, ktoré vyhovuje
podmienkam (8) sa x ur¢i z rovnice (4).

INE RIESENIE. Rovnica (1) je ekvivalentna s rov-
nicou
COS X .COSa — sin x .sina = cos x -+ cos a ,
ktort moZno upravit na tvar
sing.sinx 4 (1 —cosa)cosx = —cosa. (9)
Ak polozime sina = A, 1 — cosa = B, —cosa = C,
dostaneme goniometrickl rovnicu
Asinx + Bcosx = C. (10)
RieSenie goniometrickej rovnice typu (10) je podrobne
rozobrané v knizke autorov B. Budinského a S. Smakala:
Goniometrické funkce, ktora vysla v nakladatelstve Mladd
fronta r. 1968 ako 20. zvizok edicie Skola mladych mate-
matikov. V knizke st vysvetlené tri spdsoby rieSenia rovnic
typu (10). Je tam tieZ odvodené, Ze rovnica (10) ma rie-
Senie prave vtedy, ked C* = A% 4 B2 Pre rovnicu (9)
m4é tito podmienka tvar
cos?a = sin®>a + (1 — cos a)?,
z ¢oho po jednoduchej tprave dostaneme
(cosa+ 12 =3,
odkial po odmocneni dostdvame nerovnicu (7).
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2b. Je dany stvorsten ABCD taky, ze piata P vysky v
vedenej z bodu D na stenu ABC leZi v trojuholniku ABC.
Nech v >max(a,b ¢),kde a = BC,b= ACac= AB.
Dokazte, Ze potom

P4pc < - V ~(Pgcp + Pacp + Pasp) »
kde Pyy, znamena plochu trojuholnika XYZ. (6 bodov)

RIESENIE. Oznaéme vzdialenosti bodu P od strin
BC, AC, AB v uvedenom poradi v,, v, v, (ak P leZi na
strane BC, kladieme v, = 0, podobne v pripade inych
stran trojuholnika ABC). Lahko sa presvedcime, Ze
v, = vy, kde v, je vySka na stranu BC v trojuholniku
ABC. Z vlastnosti pravouhlého trojuholnika v§ak vyplyva,

ze plan v, <b , (1)
z Coho vzhladom na predchddzajicu nerovnost vyplyva,
Ze v, = b. Podobne zistime, Ze v, = ¢, v, = a, a kedZe
vzdy plati

a < max (a, b, ¢), b = max (a, b, ¢),

¢ = max (a, b, ¢) , (2)
dostdvame
v, = max (a, b, ¢), v, = max (a, b, ¢),
v, = max (a, b, ¢) . 3)

Dokazeme teraz, Ze z nerovnosti (3) je vzdy aspoii jedna
ostrd. Ak by totiz v (3) vSade platila rovnost, musela by
platit vSade rovnost aj v (2), z ¢oho vyplyva, Ze a —
= b = ¢, a teda aj v (1), Co vSak nie je mozné, pretoze
v rovnostrannom trojuholniku je urcite v, << b. Tento
spor dokazuje naSe tvrdenie. Bez ujmy na vSeobecnosti
mozeme teraz predpokladat, Ze v (3) je ostrd prvd ne-
rovnost. Potom plati

Vg <V UVp=0, UV=0.
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Ozname pity kolmic spustenych z bodu P na strany BC,
CA AB v uvedenom poradi 4,, B,, C, (¢ize v, = PA,,

= PB,, v, = PC,). Potom je DP | BC, CA, AB;
PA:l | BC, PB, | CA, PC, | AB cize roviny DPAI,
DPB,, DPC1 st kolmé v uvedenom poradi na priamky
BC, CA, AB a teda DA,, DB,, DC, st v uvedenom po-
radi vySkami trojuholnikov BCD, ACD, ABD (spuste-
nymi z vrcholu D).

Teraz si dokaZeme vetu: V pravouhlom trojuholniku
s odvesnami x, y (x = y) a s preponou z plati

z>|2x pre x <y; z=|2x pre x=y.
Pythagorova veta ddva totiZ
pre x <y je
z=|x+ 3 >|2x"=2x e z>|2x;
pre x=y je
g = l/x2 +y2=]2x2=|2x &ize z2=]2x.
Podla tejto dokazanej vety mame
DA, > |2 PA, = |2v,, DB, =2 PB, =2 v,
DC,=|2PC,=]20,,

priom tieto vztahy zostanu zrejme v platnosti aj v pri-
pade, ked niektoré z Cisel v,, v;, v, sa rovna nule. Kedze
bod P lezi podla predpokladu v trojuholniku ABC, plati

1 - _ _
PABCIE(BC"Z)Q.{— AC.‘Ub—i-AB.vc)
a dalej tiez

Pycp = BC.Ddy > BC.|Zv,,
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1

Puco = 5 AC.DB, = 5 AC.|2v,,
I 7= == 1 = i
PABD:7AB.D0127AB.V2%.

S¢itanim poslednych troch nerovnosti dostaneme
S _
Ppep + Paop+ Panp > 1/2. o (BC.v, + AC. v, +

—}“AB.'UC) = V2'PABC,
z ¢oho uZz priamo dostaneme nerovnost, ktorej spravnost
sme mali dokazat.

JINE RESENI{. Plati
1
PABC = *2‘ ab 5

1
PABC§—2*bC;

PABCé‘%‘Ca’

priemZ rovnost muZe nastat pouze v jednom piipadé.
Sectenim a uZitim nerovnosti » = max (a, b, ¢) plyne

1
3.PABC<?v(a+b+c). (1)

Dale plati
1

z7c.v,
1

PABD

Pycp = b.v,

2
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PBCDE%‘G-'U,

z CehoZ sedtenim plyne
1
PABD+PACD+PBCD§7'v(a—%—b—|—c). 2
Z (1), (2) dostavame

1
P,pc <?(PABD+PACD+PBCD)>
coZ je dokonce silnéj§i nerovnost neZ ta, kterou jsme méli

dokazat (]6 totiz — 1 V_)

Resil Zbysek Styblo,
3. ro¢. SVVS, Arabska ul., Praha 6

3a. Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby mensi
z kofenu rovnice

g+ px+1=0,
kde p, ¢ jsou realna Cisla, ¢ << 0, spliloval nerovnost
¥4 px+g<0

je, aby platilo p > g + 1. Dokazte. (8 bodu)
RESENI. Rovnice
X4+ px+qg=0 €))
i dand rovnice
x> +px+1=0 (2)
maji tyZz diskriminant
_ P
=3 g >0. (3)
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Proto kazdd z rovnic (1), (2) ma dva navzdjem rtzné
realné kofeny. Ozname x;, x, kofeny rovnice (1); pak je

x1=—%+yﬁ, x2=—%—]/5. 4)

Oznalme dile x;, x, kofeny rovnice (2); snadno vypo-
Cteme, Ze je

1 1
X3 = — Xq » Xy = — X5 . 5
3 q 1 4 q 2 ( )
Z (4) je patrné, Ze plati

Xy > Xy 6)

o (2) < 2 2| YD

Dile je (2) 4 = D, tj. ‘ 5 ’ < VD,

protoZe je - = AR <]/D, tj. podle (4)

% >0. @)

Znéasobime-li (4) zipornym Cislem —1—, dostaneme vzhle-
dem k (5) a (6) nerovnost x; < x,. Uloha tedy 74d4, aby
byly splnény nerovnice

Xy < X3 < X;. (8)

Plati-li x; < x,, je podle (4), (5) -"qi < x, neboli x, > g,

neboli x,(1 — ¢g) > 0. ProtoZze 1 — ¢ >0 a protoZe
plati (7), je posledni nerovnice splnéna. Obrdcenim po-
stupu zjistime, Ze druhd nerovnice (8) je splnena pro
kazdé p, g (¢ < 0), stali tedy zabyvat se prvni nerov-
nici (8).
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Nerovnici x, < x; pfepiSeme podle (4), (5)

bl g )

Po znésobeni zdpornym cCislem 2¢ dostaneme
, ~pq—24/D > —p +2|D,
o p(l—q) >2/D(g + 1). ©
Nyni rozli$ime dva pfipady:a)g + 1 = 0,b) ¢ + 1 < 0.

V ptipadé a) plyne z (9) p = 0. Umocnime (9) dvéma
a dostaneme po upravé

0 > —4q(¢* + 29 + 1) + 4p’q.

Délime tuto nerovnici kladnym c¢islem —4q a po dalsi

upravé vyjde
p>q+1. (10)

Pripad b): Je-li p = 0, je (10) evidentni. Je-li p < 0,

umocnime (9) dvéma a dostaneme

PP —¢qP <(®—49 (¢ + 1%
po upravé jako v pfipadé a) vyjde p? < (¢ + 1) tj.
—p < —(¢+ 1), nebot v pfipadé¢ b) je |¢+ 1| =
= —(g+ 1) a jesté p <0, je [p| = —p. Z nerovnice
—p < —(¢ + 1) plyne (10).

Tim je dokdzéano, Ze (10) je nutnd podminka pro poZa-
dovanou vlastnost. Obracené, necht plati (10); rozliSime
opét pripady: a) ¢ +1 =0, b) ¢+ 1 < 0. V pfipadé
a) plyne z (10) vztah p > 0; obracenim postupu odtud
dospéjeme k (9) a odtud k (8). P¥ipad b): Je-lig + 1 < 0
ap=0,je (9) evidentni a z (9) dospéjeme obricenim
postupuk (8). Je-lig + 1 < 0,p < 0,je —p < —(g¢+1);
odtud umocnénim a obricenim postupu vyjde (9) a ko-
necné (8).

Je tedy (10) také postacujici podminkou pro pozado-
vanou vlastnost.
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~ JINE RESENI. Kofeny rovnice gx® + px + 1 =0
jsou - -
ptlr -4 P-4

2q e 2q ’
(Protoze ¢ < 0, p* = 0, je p* — 4¢q > 0.) Mensi z kofent
X;, X, je kofen x,, nebot ¢ <~ 0. ReSenim nerovnosti x2 -+
+ px 4+ ¢ < 0 je interval

x1:

e (_TP, —Ir—4  —p+ J/ﬁ—‘*é)
2 ’ 2 ’
Mai-li x, splilovat nerovnost x* + px -+ ¢ << 0, musi byt
—p— |/p2 _ 4g _ 2 4g
X, € ( p VP 4q > ? i sz 4q ) D) tedy
2 2
—2—F—4 _ —p+ P-4 _
2 2q
— p2 _ Ag
_ Vzp 4

ProtoZe ¢ < 0, je —4q > 0, p> — 4q > p?, |/p* — 4q >

> |p|, tak¥e —p + |/p* — 4¢ > 0. Nerovnost
—plF—dg _ —p+p—dg
2q 2
tedy vzdy plati, takZe nedostavame z ni Zadny novy vztah
pro Cisla p, g.
Budu fesit nerovnost
>l 4 _ p+pP—4g
2 2q

5

jez je ekvivalentni s nerovnosti

g(p +Vp*—49) <p—|p* — 44, (1)
nebot ¢ < 0.
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Nerovnost (1) je ovSem ekvivalentni s nerovnosti

pg—p<—(¢+ D — 4,
+Dlp* — 49 <p(1 —9). €y

Rozli§im nyni tfi pfipady:
1. ¢ € (—oo; —1), pak levd strana nerovnosti (2) je

zédporna, 1 — ¢ je Cislo kladné. Je-li

2) p =0, je p(l —¢) =0 > (g + 1)Jp* — 4g, takse
nerovnost (2) je splnéna. Protoze ¢ < —1,je ¢+ 1 <0,
p=0,takze p >q + 1

b) p <0, je p(1 — ¢) <O, tedy

+ D —4g <p(1 —g) <O0.

Pak je ovSem nerovnost (2) ekvivalentni s nerovnosti
(g + 1)2(p% — 49) > p¥(1 — ¢)% z niz dostdvim po-

stupné
Al =g
2 2
RS
I—gP— 1+ gp?
—4 > o S
= 1+ 4)2
4q >p2 (1 )2 >
(1 + )2 >p?, nebot ¢ < 0, takZe —4q > 0,
11+ gl >1pl. 3

Aviak p <0, 1+ ¢ <0, takze [p|= —p, |l +¢| =
= —1 — ¢ a z nerovnosti (3) dostdvim
e qg>—>">,
p>q+1
2. ¢ = —1, pak z nerovnosti (2) dostavim
0 <2p, tedy
p>0. 4)
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Pro ¢ = —1je ¢ + 1 = 0, coZ dosazeno do (4) dava
p>q+1.

3. ¢ €(—1;0); pak leva strana nerovnosti (2) je kladn4,
dile 1 — ¢ > 0, takze nutné musi byt p > 0. Kdyby
totiz bylo p =0, bylo by p(1 —¢) =0, ale (g + | ).
. J/p* — 47 > 0, takZe by nemohlo byt (1 + ¢)}/p? — 49 <
> t(1 — ¢). Je tedy

0<(g+ P —4g <p(1— ¢
a tato nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti

(¢ + 1)?(p* — 49) < p°(1 — ¢)? kterou upravime

(L= d)F

2 __ 4 2 —
N O (R
1—9?2—(1+ g7
—4 2 5
1=2 (1+q>2
—4q9 <p® (1 )2:

(1 + ¢)? <p% nebot —4q >0, dile
1 + ¢q| < |p|, aprotoze 1 + g >0,p >0,je
Il +gql=1+g,|pl =p, takZe
qg+1<p.

Postup lze obratit (upravovat nerovnost 1 + g < p
pro g e(—oo; —1), ¢ = —1, ¢ € (—1;0) az do tvaru (2),
pak do tvaru

=P —4 _ —p+|p—4
2 2q ?
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takze plati

—p—lp—4 _ p P-4 _
2 2q )

_ 72 Ag

_ P.+V2PV 4

a kofen x; < x, rovnice ¢x> + px + 1 = 0 tedy sku-
te¢né spliiuje nerovnost x2 + px + ¢ << 0. Tim je dtkaz
proveden.

Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby mensi
z kofent rovnice ¢gx® + px + 1 = 0, kde p, g jsou redlna
¢isla, ¢ < 0, splnoval nerovnost x2 + px + ¢ <0 je
tedy, aby platilo p > ¢ + 1.

POZNAMKA. Nejprve jsem dokdzal %e ma-li pro
mensi kofen rovnice gx% + px + 1 = 0 platit x> + px +
+ ¢ < 0, musi byt ¢ + 1 < p. Obracenim postupu jsem
dokazal vétu obracenou, Ze totiz pro p >gq + 1 pro
mensi kofen rovnice gx* 4+ px + 1 = 0 plati x* 4 px +
-+ ¢ < 0. Podle zakonti matematické logiky jsem tim do-
kazal, Ze p > q + 1 je nutna a postacujici podminka pro
to, aby mensi kofen rovnice ¢x* + px + 1 = 0 splnioval
nerovnost x% + px 4 ¢ < 0. B

Resil Rudolf Svarc,

3. F SVVS J. Fudika, Plzefi

3b. Je dan Ctyfstén ABCD, jehoZ sténa ABC je ostro-
uhly trojuhelnik a jehoZ vyska spusténa z vrcholu D ma
patu uvnitf stény ABC. Vysetite geometrické misto pra-
seCikt télesovych uhlopficek takovych kvadra, které lezi
v Ctyfsténu ABCD, jejichZ jedna sténa leZi v roviné ABC,
jedna hrana v roviné ABD a zbyvajici dva vrcholy v ro-
vinich BCD, CAD. (8 bodu)

RESENI. Nejdfive uvedeme konstrukci jednoho
z kvadra XYZTX'Y'Z'T’, ktery ma Zadané vlastnosti.
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Necht jeho sténa XYZT lezi v roviné ABC, jeho hrana
X'Y' v roviné ABD a vrcholy Z’, T’ po fadé€ v rovinach
BCD, CAD. Rovina ¢ = (X'Y'Z’") protne Ctyfstén v troj-
thelniku A'B'C’ (A’ na AD, B’ na BD, C’ na CD) a plati

NA'B'C' ~ NABC. @))
Vzhledem k (1) je A A'B'C’ ostrouhly, X'Y' < A'B’,
Z', T’ lezi po fadé na stranach B'C’, C’'A4’. Situace v pro-
storu je zndzornéna na obr. 24, situace v roviné ¢ na
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Pravothelnik X'Y'Z'T’ sestrojime tak, Ze vedeme
vhodnou pfirku p || A'B’ || AB v roviné p, uréime jeji
pruseliky Z’, T’ s vnitfky tscék B'C’, C'A’ a z bodi Z,
T’ spustime kolmice na A’'B’; jejich paty jsou body X’
Y’. Geometrické misto prasecika S télesovych thlopfi¢ek
vSech kvadrti danych vlastnosti najdeme takto: Zjistime
geometrické misto pruseciki M’ thlopficck pravothel-
nikd X'Y'Z'T’; ur¢ime patu M kolmice spusténé z kaz-
dého takového bodu M’ na rovinu ABC; S je pak zfejmé
stted tseCky MM’ (M je pruscCik whlopfi¢ck stény
XYZT).

Oznatme N’ stfed useCky Z'T’ (obr. 25); vSecky
body N’ lezici v roviné ¢ vyplni vniifek téZnice C'C”
trojuhelnika A'B’C’. Vsecky tyto body M’ vyplni tedy
vnitfek useCky, jejichz krajni body jsou C” a stfed V'
vySky C’'C* spusténé z vrcholu C’ na stranu A’B’ (obr. 26).
Vsecky body C” vyplni vnitfek téZnice DD, stény ABD
(viz obr. 27). VSecky body C* vyplni vnitfek usecky DD,,
kde CD, | AB, D, AB. Protoze je C" V' ||(ABC), vy-
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plni vSecky body V' vnitfek téZnice DD, trojihelnika
CDD, (viz obr. 27). Vsecky usecky C” V' vyplni vnitfek
trojuhelnika A DD,D,. Tento vnitfek je tedy geometrické
misto boda M’ (prasecika uhlopficek stén X'Y'Z'T").
Oznaéme nyni D, patu vysky DD, ctyfsténu ABCD.
Body S vyplni vnitfek trojuhelnika D,D;D;, kde D; je
stied vySky DD, (obr. 28); to snadno zjistime, vedeme-li
v libovolném pravouhlém trojuhelniku XD,D (X na
D, D) vsecky pri¢ky rovnobézné s odvésnou D,D a zjis-
time-li jejich stfedy S. (Ve zvlaStnim pfipadé, lezi-li
bod D, na tuseéce D,D, a je-li X = D,, se redukuje
A XD,D na useCku D,D).

Obr. 28

ZAVER. Geometrické misto stiedtt S ,,vepsanych®
kvadrta XYZTX'Y'Z'T’ je vnitfek trojuhelnika D;D;D5
(viz obr. 28), nebot je i moZno ke kaZdému bodu vnitiku
trojuhelnika D,D,D; sestrojit kvadr poZadovanych vlast-
nosti.
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2. KATEGORIA B

la. Urcite vSetky prirodzené Cisla &, pre ktoré je Cislo
3% + 1 delitelné a) dvoma, b) Styrmi, ¢) dsmimi.

RIESENIE. Tabulka

| . _
\ k 1 . 2 3 ‘ 4 5 l
|

3k 41 4 0 28 i 82 244 ‘

|

nam napovedd, Ze pre neparne k je 3% ++ 1 ndsobkom
Styroch, pre parne & len nasobkom dvoch, ale nie Styroch.

Plati
3¥1 4 1=3¥.341=2.3*4-3*1+1). (1)
Cislo 2 . 3% je zrejme pre kazdé prirodzené % len ndsob-
kom dvoch, ale nie $tyroch. Ak je &islo 3% + 1 tieZ len
nasobkom dvoch, je podla (1) 3%+ ++ 1 ndsobkom §tyroch.
Ak je 3¥ + 1 nasobkom S§tyroch, potom je podla (1)
3k+1 1 ndsobkom dvoch, ale nie Styroch. PretoZe 3! +
+ 1 = 4 je nasobkom S$tyroch, je tym prva a druhd Cast
alohy vyrieSena, a to tak, Ze je potvrdena nasa domnienka:
a, b) Cislo 3% 4- 1, kde % je prirodzené &islo, je vzdy parne,
ale je delitelné Styrmi vtedy a len vtedy, ked % je neparne.
c) Plati
3¥4+1=9.3241=9.3%24+9 8=
=9.(3**+1—8. (2)
Ak by bolo &islo 3% 4 1 pre niektoré prirodzené &islo &
nasobkom O6smich, potom by to podla (2) muselo platit
tiez o Cisle 3% + 1. Opakovanim tejto uvahy dospejeme
k zaveru, Ze bud 3! + 1 = 4 alebo 3% + 1 = 10 je na-
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sobkom 6smich. Toto protireCenie ukazuje, Ze Cislo
3% 4+ 1 nie je delitelné dsmimi pre Ziadne prirodzené k.

1b. Soucet druhych mocnin tfi po sobé nésledujicich
celych lichych cisel je mensi nez 107 a jeho dekadicky
zapis ma vSechny Cislice stejné. Najdéte vSechny takové
trojice Cisel.

RESENI. Oznadime-li x prostfedni ze tfi hledanych
Cisel, pak soudet Ctverct je

s=(x— 22+ 22 + (x + 2)%,

s=3x%+ 8. (1)

PonévadZ x je liché Cislo, kon&i x? nékterou z Cislic

1,5, 9.
Cislo s pak koné&i n&kterou z &fslic

153, 5
Z (1) plyne, Ze s neni délitelné tfemi, takZe Cislice 3 ne-
pfichdzi v Gvahu. Vzhledem k tomu, Ze podle (1) &islo s
maé pfi déleni tfemi davat zbytek 2, zbyvaji pro s jiZ jen
tyto moznosti

tj.

11, 11111,
5, 5555, 5555555.
Dosadime-li tyto moZnosti postupné do (1), zjis&me, Ze
¢islo 11 vede ke trojicim
[_1’ 13 3] > [_33 _1: 1] 5
Cislo 5 555 ke trojicim
[41, 43, 45], [—45, —43, —41],

zatimco pro ostatni tfi ¢isla s nemd rovnice (1) celociselné
feSeni x.

Snadno se ovéri, Ze nalezené Ctyfi trojice skuteCné
spliiuji podminky ulohy. Uloha m4 tedy Ctyfi feSeni.
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2a. Urcete redlnd Cisla a, b, ¢, d tak, aby platilo
x+1 _a c
x2+x—2_x—l—b+x—|—d (0
pro vSecka redlnd x, pro néz neni zadny z jmenovatelt
roven nule.

RESENI. Existuji nejvyse &tyfi &isla x, kterd anuluji
néktery ze jmenovatelt zlomka v (1). Pro vSecka ostatz-
ni redlnd x plati

x+1 _alx+d)+ c(x + b)
®+x—2  (x+bE+d °

).
’ (6 1) (5 + 8 G+ ) =

=2+ x— 2)[(a + ¢)x + (ad + bc)] .
Po upravé dostaneme

%+ x(1 +b+d)+ x(bd + b + d) + bd =

= x%(a + ¢) + x*(a + ¢ + ad + bc) +

+ x(ad + bc — 2a — 2¢) — 2(ad + bc) .
Porovnanim koeficientli u tychZ mocnin x dostaneme

at+c=1 (2a)
9 14+b+d=a+c+ (ad+ ko) (2b)
bd+b+d=(@d+b)—2a+c) . (2)
bd = —2(ad + bc) . (2b)
UtZijeme-li (2a) v (2b) a dile (2a) i (2b) v (2c), vyjde
a+c=1, (3a)
b+d=ad -+ bc, (3b)
bd = -2, (3¢)
bd = —2(ad + bc) . (3d)

110



Z (3c¢), (3d) dostaneme

ad + bc = 1 (4)
a dosazenim (4) do (3b)
b+d=1. (5)

Z (3c), (5) vyplyva, Ze b, d jsou kofeny kvadratické rov-
nice 2 — t — 2 = 0; to jsou Cisla 2, —1. Zvolme ozna-
eni tak, aby bylo

b=2, d=—1; (6)
pak (4) zni
—a+2=1. 7
Spojenim (3a), (7) vyjde
2 1
¢ = ?, a= —3—. (8)

Vzorce (6), (8) davaji feSeni tlohy. Zkouskou se snadno
pfesvédcime, Ze je skutecné
1 2

_x+1 N 3 I 3
x24+x—2  x-+2 x—1"
2b. N3jdite vSetky hodnoty parametra a, pre ktoré je

v kartézskej suradnicovej sustave so suradnicami x, y
graf rovnice

Ix + 3 + alyl =1 (D
obvodom pravouholnika.
RIESENIE. Graf rovnice (1) zostrojime zo $tyroch
Casti, ktoré dostaneme uvazovanim o Styroch pripadoch:
Q) x+y=0,y=0; b)x+y=0,y=0; @)
)x+y=0,y=0; dx+y=0,y=0.
Na obr. 29abcd st nalrtnuté a vysrafované uhly, ktoré
su grafickym zndzornenim Styroch dvojic nerovnosti (2).
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Obr. 29abcd

V pripadoch a)—d) nahradime rovnicu (1) v uvedenom
poradi rovnicami

x+ {0 +ay= 1, (2a)
x+(1—ay= 1, (2b)
x+(1—ay=—1, (2¢)
x+ (1 +4ay=—1. (2d)
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Kazda z rovnic (2a)—(2d) je rovnicou priamky. Prvé dve
z tychto priamok pretinaju priamku y = 0 v bode P =
= [1; 0], druhé dve v bode N = [—1; 0].

Uvazujme zvla$t o pripade a = 0. V tomto pripade
davaju styri grafy spolu dve rovnobezky x 4 y = —+1
prechddzajice bodmi P, N (obr. 30).

x+y 0

Obr. 30

Ak je a # 0, pretina kaZdid z priamok (2a) — (2d)
priamku x + y = 0 v uritom bode, a to priamky (2a)

a (2c)vbode Q = [—%, —‘11—] a priamky (2b), (2d) v bode

R = [%, —%] . Body Q, R patria do vySrafovanych
uhlov prave vtedy, ked je a > 0. Pre a > 0 je teda gra-
fom rovnice (1) obvod rovnobeZnika PONR (obr. 31),
pre a < 0 je tymto grafom S$tvorica polpriamok (obr. 32).
Rovnobeznik PQONR je vsSak pravouholnikom prave
vtedy, ked je NP = QR. Plati vSak: NP = 2, QR =
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T
=2t

2]/2

Graf rovnice (1) je teda ob-

vodom pravouholnika prave vtedy, ked a = |/ 2.

Obr. 33
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Obr. 32

3a. Je dan vypukly Cryt-
thelnik ABCD a bod X thlo-
pticky BD tak, Ze pfimka A X
protind stranu CD v jejim
vnitfnim bodé. Pak plati
AX + BX + CX < AD +
+BD+ CD. (1)
Dokazte. Plati vztah (1) i
v pripadé, Ze pfimka AX
prochazi vrcholem C nebo
protind stranu BC?

RESEN{ (obr. 33). a)
Oznadime Y prusecik pfi-



mek AX, CD. Podle trojuhelnikové nerovnosti pak plati
AD 4+ DY > AX + XY (= 4Y),
XY + CY > CX, (2)
BD > BX.

Seftenim téchto tfi nerovnic dostaneme nerovnici (1),
nebot DY + CY = CD.

b) V pfipadé, %e pfimka AX obsahuje bod C, je ¥ =
= C; nerovnice (2) se zméni jen v tom, Ze druha z nich
pfejde v rovnici XY = CX.

Platnost (1) tedy zustava beze zmény.

c) Obr. 34 ukazuje na
deltoidu ABCD, vepsa-
ném kruZnici £ o stredu
X, Ze vztah (1) neplati.
Zde je totiz
AX=BX=CX=DX=

=r, BD=2r. (3)
Body A, C jsou zvoleny
tak, aby platilo

AD + CD <r. (4)
Je tedy podle (3) a (4)
AX + BX 4 CX = 3r,
AD + BD + CD = 2r + &

+ AD + CD < 3r, Obr. 34
tj. (1) neplati.

3b. Uvnitf kruZnice % se stfedem S a polomérem r jsou
dany dva body A4, B tak, Zze A, B, S nelez{ v pfimce.
Sestrojte dvé navzajem kolmé tétivy kruZnice k, které
maji tutéz délku a obsahuji po fadé body 4, B.
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RESENI. Rozbor. Predpoklidejme, Ze tétivy a | b
na obr. 35 spliiuji podminky ulohy. Je tedy moZno napf.
rotaci v kladném smyslu otd¢eni pfenést tétivu b v tétivu

Obr. 35

a = b’; bod B po otoceni
pak pfejde v bod B’ leZici
na ptimce a. Pro B’ # A
tak dospé&jeme k jednoduché
konstrukci tétivy a = AB'.
Protoze o vzdjemné poloze
bodu 4, B’ nemuZeme pie-
dem rozhodnout, provedeme
diskusi:

I. VySetfime nejprve pii-
pad, kdy < ASB je pravy.
Otoc¢ime-li tétivu b prochéze-
jici bodem B kolem stfedu S
o pravy uhel v kladném ne-
bo zédporném smyslu, piejde

v tétivu a prochizejici bodem A (ob& maji totiz tutéz
délku). Otogeny bod B’ leZi tedy také na tétiv€ a. A tu
je tfeba rozeznavat dva pripady:

a) B £ A, b) B' = A (obr. 36ab).
A
&' \ k ﬁ \
N B 4 )
y b s> .
\g, 6
Obr. 36ab
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V piipadé b) mé uloha nekonedné mnoho feSeni: je to
libovolnd tétiva a prochazejici bodem A = B’ a k ni
kolm4 tétiva b prochdzejici bodem B. V pfipadé a) md
dloha jediné feSeni: jsou to
tétivy SA = a, SB = b.

II. Nyni vySetfime prfi-
pad, kdy <t ASB neni pravy
(obr. 36c). Postupujeme jako
v pfipadé¢ I. V tomto pii-
padé nelezi bod B’ na piimce
AS, proto je vidy B # A.
Sestrojime tétivy a; = AB’
a a, = AB"; k nim vedeme
bodem B tétivy kolmé: b, |
1 a5 by | a,. Uloha ma
v tomto piipadé dvé feSeni
(obr. 36c§).

3. KATEGORIA Z

1. Zlomok —lg vyjadrite ako sulet dvoch kladnych
zlomkov s menovatelmi 3, 13 a s celo¢iselnymi Citatelmi.
Néjdite vSetky rieSenia ulohy.

RIESENIE. PodIa textu tilohy mi platit

178  «x y
_ 39 3 130
e 13x + 3y = 178,
kde x, y st prirodzené ¢isla. Upravme tuto rovnicu na tvar
y =59+ 1—313x .
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PretoZe hladame celoCiselné a kladné rieSenia, musime
urdit Cislo x tak, aby zlomok

bolo celé &islo vacsie nez —59.

Pre x =1, 4, 7, 10, 13 nadobuda vyraz V hodnoty
—4; —17; —30; —43; —56, takze

inych moZznosti niet. Vypoctom sa lahko presvedéime, Ze
dany zlomok moZno teda rozloZit takto:

178 1.5 _4 42 _ 7,29
39 3 713 - N

10 16 13 3

3 T 13T 3 T s

D ¢ 2. Je dan ctverec, jehoz
strana ma velikost a. Z jeho
vrchold jsou opsany dovnitf
¢tverce CtvrtkruZnice s polo-
mérem a. Tim se rozdéli
¢tverec na 9 Casti tfi riz-
nych tvaru (viz obr. 37). Vy-
poctéte obsahy téchto Casti.

RESENT. Prasedik oblou-
kd opsanych z bodd A4, B
oznaCme M. Pismeny x, v,
z ozna¢me obsahy vzniklych




ploch tak, jak je uvedeno na obr. 37. Potom plati
#=P— (P, +2P,),

kde P je obsah ¢tverce ABCD o strané a, P, obsah rovno-

stranného A ABM o strané a a P, obsah kruhové vysece

o poloméru a a stfedovém tuhlu 30° (tj. 2P, je soucet
obsaht vyse¢i AMD a BCM). Tudiz

1 — 30
— 02 __ " 2 . 2 T
2=a 4a.V3 Zna.360,
tj.
2 —
2= {‘2» (12 — 2r — 3)/3) = 0,043a2. (1)
Dile plati

y=P—(P;+ 22),
kde P, je obsah Ctvrtkruhu ABD o poloméru a, tj.

a? —
y =1, (= + 6|3 — 12) = 0,1284*. 2

Pro x plati
‘ x=P— (4y + 42),
tj.

2 Y
x = f;— (3 + = — 3)/3) = 0,315a2. 3)

ReSeni tlohy je déno vztahy (1), (2) a (3).

3. Je dan {tverec ABCD. Stranu CD rozdélte na
n shodnych dila tak, aby na ni existoval délicf bod X
takovy, zZe

KX || YL, 0

kde K je stfed strany BC, L je stfed strany AB a Y je
délici bod na strané AD, ktera je rozdélena na 5 shodnych
dila.

Urcete nejmensi 7 této vlastnosti.
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D::\X:::'C

Xa‘. p
Y=Y, \,\

A L\ B

Obr. 38

RESENT (obr. 38). Ze vztahu (1) plyne

. NALY ~ ACXK,
tj.

AY CK

AL ~ CX" )
Oznadime-li délku strany &tverce a, potom rovnost (2)
nabyvi tvaru

a a

F—
"5 2
P > ®3)

;@
2 ‘n

kde r, s jsou pfirozena Cisla vyhovujici nerovnostem
15r<5, 1=s<mn. ©))
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Vztah (3) po upravé zni
4rs = 5n. %)
Z posledni rovnosti je zfejmé, Ze n je nasobkem 4. Nej-
mensi takové 7 je 4. Pro n = 4 dava (5)
rs=25,

coZ vsak nelze splnit Cisly r, s vyhovujicimi nerovnostem
(4). Pro n = 8 rovnost (5) zni

rs = 10.
Této nerovnosti vyhovuji Cisla r = 2, s = 5, ktera také
splfiuji nerovnosti (4). Potom AY = % a, CX = % a.

V tomto pfipadé skutecné plati (1).
ZAVER. Nejmensi » poZadované vlastnosti je # = 8.

JINE RESENI. Oznaéme Y;, Y,, Y, Y, délici body
na strané AD (viz obr. 38). Ze vztahu (2) plyne

CK.AL & 1

CX=—3y =~ 7% ar

Pro Y, plati

a? 5 5 . .
CX = I L = g%l X by nebyl bodem usecky DC;;
pro Y, je

2
CX=%.75a—=%a, tj. n=8;
pro Y, je
a? 5 5

CX——4— 3_a 12 a, 1 n——12,

pro Y, je
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a: 5 5 .
CX——ZI*.Z;—EG, t). n:16.
Nejmensi # poZadované vlastnosti je tedy n = 8.

4. Je dany Stvoruholnik ABCD, ktorého strany maju
dizky AB = 70 mm, BC = 35 mm, CD = 75 mm,
DA = 65 mm a uhloprietka BD m4i dizku 70 mm. Zo-
strojte Stvoruholnjk ABCD a potom zostrojte rovno-
beznik, ktorého vSetky Styri vrcholy leZia na obvode
Stvoruholnika ABCD a jeho uhlopriecky s rovnobeZné
s uhloprieCkami daného Stvoruholnika. Zostrojte najskor
stred hladaného rovnobeZnika.

Obr. 39

RIESENIE. Zostrojime najskor A ABD a potom
v polrovine opacnej ku BDA zostrojime A BCD (obr.
39). Stred S hladaného rovnobeZnika patri do dvoch
geometrickych miest bodov: do geometrického missta T’y
stredov vSetkych pricCok Stvoruholnika ABCD rovno-
beznych s priamkou AC a do geometrického miesta T
stredov vSetkych prieCok Stvoruholnika ABCD rovno-
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beinych s priamkou BD. Geometrické miesto I'; je
zjednotenim taznic BM, DM trojuholnikov ACB, ACD
bez bodov B, D, geometrické miesto I', je zjednotenim
taznic AN, CN trojuholnikov BDA, BDC bez bodov
A, C. Body M, N su teda v uvedenom poradi stredmi
uhloprie¢ok AC, BD. Geometrické miesta I';, T, maju
jediny spolo¢ny bod. Je to priesecnik S taznic AN, DAM.
Bodom S vedieme rovnobezky s priamkami AC, BD.
Tieto rovnobezky pretni obvod Stvoruholnika 4ABCD
v bodoch X, Y, Z, T, ktoré st vrcholmi hladaného rovno-
beZnika.

Skaska konStrukcie vyplyva z vety: Vypukly Stvor-
uholnik je rovnobeZnikom préave vtedy, ked sa jeho uhlo-
priecky navzdjom delia na dve zhodné Casti.

Z vrcholov X, Y, Z, T vysledného rovnobeZnika lezia
X, Y na strane AD, Z na strane AB a T na strane CD.
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